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PRESENTACION

a asignatura de Calculo Integral, forma parte de los estudios de matematicas

del bachillerato de la uas. Actualmente se estudia en el sexto semestre del

tercer afio del plan 2009. Su estudio es sumamente formativo para el estu-

diante, ya que paralelamente al estudio de nuevos conocimientos e ideas en
ella, también se reafirman e integran los conocimientos y competencias de toda el area
de matemaéticas.

El Calculo Integral es, pues, la oportunidad para que el alumno sistematice los estu-
dios matematicos elementales y continde desarrollando las competencias disciplinares
de matematicas, a la vez que le abre la puerta de entrada para cursos superiores de
matematicas que les seran necesarios en una profesion futura.

Considerando que el bachillerato universitario tiene caracter propedéutico, el conte-
nido tratado en este texto es de nivel introductorio y elemental, y se desarrolla didactica-
mente de manera intuitiva e informal, enfatizando en aplicaciones sencillas. Asi, pues,
los autores hemos dejado, deliberadamente, para los niveles de licenciatura la formaliza-
cion rigurosa, tan necesaria para la ciencia matematica pero dificil y carente de interés,
en la mayoria de los casos, para los estudiantes de la preparatoria.

En esta segunda edicion, aunque se hicieron algunos agregados y correcciones, la
estructura basica del texto se conserva. De donde, en la primera unidad se estudian los
diferenciales, la antiderivada y la integral indefinida y el objetivo de la misma es que
el estudiante calcule diferenciales, antiderivadas e integrales indefinidas inmediatas, y
las aplique en la formulacién y resolucion de problemas de su vida cotidiana, y de algu-
nas areas de las ingenierias y las ciencias. En esta unidad la integral es tratada, por
razones didacticas, a partir del concepto de antiderivada o primitiva de una funcion.

En la segunda unidad de aprendizaje, se estudian los métodos y técnicas de in-
tegracion basicos. Tales como: el cambio de variable, la integracion por partes, la sus-
titucion trigonomeétrica y la descomposicion en fracciones parciales. El objetivo de la
unidad es que los estudiantes demuestren algunas formulas basicas de integracion y las
apliquen reflexivamente al calculo de integrales indefinidas usando diversos métodos y
técnicas de integracion.

En la tercera unidad de aprendizaje se estudian los cambios acumulados y la in-
tegral definida en el marco geométrico del problema del céalculo de areas. Ademas, se
estudia también el importante Teorema Fundamental del Calculo como la manera mas
optima para el céalculo de las integrales definidas y para establecer la relacién formal
entre el Calculo Diferencial y el Calculo Integral. El objetivo de esta unidad es que los



estudiantes calculen numéricamente y mediante el teorema fundamental del calculo las
integrales definidas, y las apliquen principalmente en el calculo de areas.

Finalmente, en la cuarta y Ultima unidad de aprendizaje, se estudian algunas aplica-
ciones de la integral de una funcion. En particular es obligatorio estudiar aplicaciones
respecto al calculo de volumenes de soélidos de revolucion por el método de discos, asi
como el célculo de longitudes de segmentos de curvas. Por otra parte, aqui también
se estudiaran otras aplicaciones, en base a proyectos, pero de acuerdo a los intereses
especificos de los estudiantes. El objetivo de la unidad es que los estudiantes apliquen
el Calculo Integral en la modelacion, formulacién y resolucion de problemas en diversos
contextos, y hagan una evaluacion critica y reflexiva de los resultados.

Sugerimos a los profesores, y estudiantes, de Calculo Integral del bachillerato, que
usen este material como lo que es: un material didactico de apoyo. Ningun texto, por si
solo, resuelve los problemas que conlleva el proceso de ensefianza/aprendizaje del Cal-
culo Integral. Por lo cual, el maestro debera aplicar toda su experiencia y competencias
docentes para el uso planificado, critico y selectivo del texto, mientras que el estudiante
deberéa desarrollar, con disciplina y con la guia del profesor, su mayor esfuerzo para su
comprension.

Finalmente les deseamos respectivamente a los alumnos y profesores mucho éxito
en el aprendizaje y ensefianza del Calculo Integral y esperamos que este libro les ayude
en esta empresa académica. Teniendo siempre presente que el aprendizaje significativo
se logra cuando la bibliografia se transforma en biografia, y que el mejor camino para ello
es la formulacion y resolucion de problemas mateméaticos contextualizados.

Estimables lectores, aunque en esta segunda edicion se han corregido la mayoria
de los errores aparecidos en la primera edicidn, sin embargo, como toda obra humana el
texto sigue siendo suceptible de errores, por lo cual esperamos seguir contando con tu
amable y comprometida colaboracion para continuar mejorando este texto en ediciones
futuras, por lo cual les agradecemos de antemano que nos hagan llegar, a la Academia
de Mateméticas de la DGEP-UAS (o la direccion electronica ylemar@uas.edu.mx, todos
los errores que detecten al momento de su lectura, asi como sus criticas y sugerencias
para mejorarlo conjuntamente con ustedes.

Muchas gracias.

ATENTAMENTE :
LOS AUTORES
Culiacan Rosales, Sinaloa, Diciembre de 2012.
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UNIDAD DE APRENDIZAJE |

DIFERENCIALES, ANTIDERIVADAS E
INTEGRAL INDEFINIDA

Competencia de unidad: Calcula diferenciales, antiderivadas e integrales in-
definidas inmediatas, y las aplica en la formulacion y resolucion de problemas
de su vida cotidiana, y de algunas areas de las ingenierias y las ciencias.

COMPETENCIAS DISCIPLINARES A DESARROLLAR

1.- Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimien-
tos y operaciones aritméticas, algebraicas, geométricas y variacionales, para la com-
prension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2.- Formulay resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3.- Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos mateméaticos
y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4.- Argumenta y comunica la solucion obtenida de un problema, con métodos numéri-
cos, graficos, analiticos y variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y
el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion.

5.- Analiza las relaciones entre dos o0 mas variables de un proceso social o natural para
determinar o estimar su comportamiento.

8.- Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

CONTENIDO TEMATICO:

1.1 Historiay problemas del Calculo Integral

1.2. Diferencial de una funcién: Definicion; interpretacién geométrica y aplicaciones.

1.3. Antiderivadas o primitivas de una funcion: Concepto y definicion de antideriva-
das o primitivas de una funcion; propiedades de la primitiva de una funcién; primiti-
vas inmediatas; la integral como operacion inversa de la derivada.

1.4. Integral indefinida: Concepto, definicion, notaciones, interpretaciones y propieda-
des de la integral indefinida.

1.5. Aplicaciones de la integral indefinida: Resolucién de una ecuacion diferencial de

variables separables; Resolucion de problemas de fisica, quimica, biologia y econo-
mia con condiciones iniciales.

DGEP-UAS 15



CALCULO INTEGRAL UNIDAD [

Unidad de aprendizaje |

Diferenciales, antiderivadas e integral indefinida

CActividades de aprendizaje #1)

1) Responde a la siguiente cuestion: ¢ Qué es el Calculo integral?

2) Investiga sobre los antecedentes historicos del Calculo Integral y reportaselo a
tu profesor(a) en un trabajo escrito bien presentado de 3 a 6 cuartillas en hoja
tamafio carta. Posteriormente, socializa y comunica en una exposicion de clase
los resultados encontrados.

1.1 Historiay problemas del Calculo Integral

Como complemento de lo que has aprendido en el curso de Célculo | sobre el cal-
culo diferencial (y las derivadas), en esta unidad estudiaras las integrales y el calculo
integral. Estos nuevos conocimientos estan muy asociados a problemas que han sido
muy importantes para el hombre desde la antigiiedad, como son:

¢ El célculo de las longitudes de “segmentos” no rectilineos.

I

+ El calculo de areas y de volumenes de figuras como las siguientes y para las cua-
les no se conocen formulas.

y=f(x)

x=a x=b

Haciendo un poco de historia, ya desde el siglo V antes de nuestra era, el fildsofo y
matematico griego Demacrito de Abdera (460a.C.-370a.C.) calcul6 longitudes, areas y
volumenes considerandolos formados por un gran numero de secciones de grosor infini-
tesimal (infinitamente pequeno). Asi, por ejemplo, el volumen de un sdlido era la suma de
los volumenes de las secciones (o atomos indivisibles) que componian al sélido.

16 DGEP-UAS



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

Tres siglos mas tarde, Arquimedes de Siracusa, (287-212 a.C.), notable matematico
e inventor griego que escribié importantes obras sobre geometria plana y del espacio,
aritmeética y mecanica, utilizé un método denominado de agotamiento o exhaucion,
para encontrar el area de un circulo con la exactitud requerida mediante el uso de poli-
gonos inscritos.

KA

De igual modo determiné el area de un seg-
mento de parabola utilizando el método antes
mencionado, y demostré que era 4/3 del area
del triangulo que tiene igual altura que el seg-
mento parabdlico. (Figura 1.1). Figura 1.1

En el siglo XVII, el matematico italiano Francesco B. Cavalieri (1598-1647), regresa
a las ideas de Demacrito y en 1635 publica un tratado en el que describe su método de
los indivisibles, y encuentra formas equivalentes a las actuales para calcular algunas
integrales, algunas de las cuales las aprenderas a calcular en este curso.

DGEP-UAS 17



CALCULO INTEGRAL UNIDAD [

Estimulados por las ideas de Cavalieri, los mateméticos franceses Descartes
(1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665) utilizaron el &lgebra para encontrar el area
y las tangentes (integracion y diferenciacion en términos modernos).

En el caso de Fermat se destaca el hecho de que
considero el intervalo de area bajo una curva para
formar rectangulos circunscritos como los de la fi-
gura 1.2. Suma después las areas de estos rec-
tangulos, que considera cada vez mas pequefios,
y obtiene de este modo el area bajo la curva.

Figura 1.2

Fermat, al igual que el teblogo y matemético
inglés Isaac Barrow (1630-1677) tenian la
certeza de que ambos célculos, o sea el cal-
culo diferencial y el integral estaban rela-
cionados. No obstante, no es hasta el 1660
gue el matematico y fisico inglés Isaac Newton
(1642-1727), calcula por primera vez un area
mediante el proceso inverso de lo que conoces
como derivacion.

Posteriormente en el 1670 el matematico aleméan Gottfried W. Leibniz (1646-1716)
demostré que la derivacion y laintegracion son inversas, lo que se conoce como teo-
rema fundamental del célculo y que también estudiaras en este curso.

Es precisamente Leibniz quien por primera vez hizo uso del actual signo de integral.
El la denoto por una S alargada que se escribe I y la deriva de la primera letra de la
palabra latina Summa que indicaba la suma de los indivisibles de Cavalieri.

1.2 Diferencial de una funcion

Hasta ahora, hemos representado la derivada de y = f (x) por las notaciones

oy d _dy
f(x)—af(x)—a

18 DGEP-UAS



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

] d : , o
En donde el simbolo Ey , ho debe considérese como una fraccion ordinaria, dy

como numerador y dx como denominador, sino solamente como un simbolo que repre-
senta el limite del cociente:

£ =Y — lim & — fim SOt A0) £ ()
dx Ax—»OAx Ax—>0 Ax

Sin embargo, existen muchos problemas, en donde es necesario dar interpretacion
a dx y dy separadamente. Por ejemplo, hay muchas situaciones, dentro y fuera de las
matematicas, en que necesitamos estimar una diferencia, como en las aproximaciones
de valores de funciones, en el calculo de errores al efectuar mediciones (valor real me-
nos valor aproximado) o simplemente al calcular variaciones de la variable dependiente
cuando la variable independiente varia “un poco”, etc.

Utilizando a la recta tangente como la mejor aproximacion lineal a la funcion en las
cercanias del punto de tangencia P (xo, f (xo)), aproximaremos esta diferencia Ay con la
diferencia dy sobre la recta tangente, a la que llamaremos el diferencial de la funcidn
en el punto. (Ver figura 1.3)

De la figura se observa que la ecuacién de

f(x,+Ax) T .
la recta tangente a la curva de la funcion en
P (x0, f (x0)) €S:
Ay
dy y 'f(xo) :f' (x0) (x - Xo)
fx)
Ax de donde:
dy =f"(x0) (x - x0) = f'(x0) Ax =" (x0) dx
X xHAx=x Mientras que:
Figura 1.3 Ay =f (x0 + AX) - f (x0)

Como se observa en la figura 1.3, Ay representa el cambio en la altura de la curva
y=f(x) en tanto que dy representa la variacion en la variable independiente (y) a lo largo
de la recta tangente T cuando x varia en una cantidad Ax = dx.

Asi, para funciones de una variable y = f (x), se definen respectivamente los incre-
mentos de las variables independiente (x) y dependiente (y) como

Ax =x-xo Ay = f (xo + Ax) - f (x0)

y las diferenciales de las variables como: dx=Ax ; dy = f' (xo) - dx

DGEP-UAS 19



CALCULO INTEGRAL

UNIDAD I

Ejemplos: El diferencial de

(@) y=3x-7x+2, es: dy=(6x-7) dx

(b) y=sen(3x?-7) es: dy=6x-cos (3x*-7) dx

(c) y=xe*, es: dy=(e* + 3xe™) dx

(d) d (In (455 + x -8))= [wg)dx

4x° + x -

Otra manera de plantear y compren-
der lo anterior, es la siguiente: Sea
una funcién y = f (x), y dado un punto
de abscisa x, se le suma un peque-
flo incremento (aumento) Ax y se en-
cuentra un punto de abscisa x+Ax.
Se traza la tangente a la curva en el
punto de abscisa x, y desde x+Ax se
levanta una paralela al eje de ordena-
das hasta cortar a la curvay a la recta
tangente.

Y A A
Recta tangente al punto
(xy)
— 1~
Curva de f(x) dy
Ay
A 4
y=f® - 7 -t Tsmm -
1
:‘ (Ax—> 0)=dx |
< >
i > X
x X+ Ax

Si « es el angulo que forma la tangente con el eje X, se observa de la figura anterior

que:

tan o = f'(x) :% > dy=f'(x) Ax=f"(x)-dx

A la expresion dy = f'(x)- Ax= f'(x) - dx se le denomina diferencial de y = f (x) en el
punto P (x, f (x)), y se simboliza también por d f (x).

Propiedades de la diferencial

P1: La diferencial de una funciéon en un punto depende de dos variables: de la abs-
cisa x del punto elegido y del incremento Ax de x.

P2: Al ser dy = f'(x) Ax= f'(x) - dx, el diferencial de una funcion en un punto es
el incremento (aumento) de la ordenada de la tangente al aumentar en Ax la
abscisa x de dicho punto.

P3: Cuando Ax— 0, como Ax= dx, se tiene que:

dy=Jim LT gy x4 ) - x) = 2y

Ax =0

20
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ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

O sea, cuando Ax— 0 el diferencial dy se puede usar para calcular el incremento de
la variable independiente, con la seguridad de que el error cometido serd minimo.

Problemas y ejercicios de calculos aproximados utilizando la diferencial:
1. Un modvil se mueve segun la relacion s= 5t + t, donde s representa el espacio
recorrido medido en metros y t el tiempo medido en segundos. Calcular Aslos
metros que recorre el movil en el tiempo comprendido entre 7 segundosy 7 + 1/3
segundos.
A) Resolucion usando el diferencial ds:

Diferenciando la expresion s=5#+t = ds=(10t+1)-dt,

Por otro lado, At=dt=(7+1/3)-7=1/3.

Sustituyendo en la expresién de ds: ds=(10x7 + 1) - é— = 23.66 metros :

B) Resolucion usando el incremento As:

As:[(5(7 ; %)2 + [7 + %D] - [5 (7)* + 7]= 24.22 metros

Como se observa se ha cometido un error de: cm. ¢ Por qué?

2. Calcular de manera aproximada el valor de 3.05%.

Resolucién usando el diferencial dy: Para encontrar un resultado aproximado de
3.05% se considera la funcion y = x?, cuyo diferencial es: dy = 2x - dx. Por la proximidad
de 3.05 a 3 (5 centésimas) se calculara la diferencial en el punto de abscisa x=3y
se llevara a la expresion del diferencial dy.

En este caso: dx=3.05-3=0.05 => dy=2(3)(.05)=0.30

Por tanto, ya que:

dy=f(x+Ax)-f(x) = Ay flx+Ax)=f(x) + Ay =f(x) +dy

w 3.05%=f(x+Ax)=f(x) +dy=x+dy=3"+0.30=9.30

DGEP-UAS 21



CALCULO INTEGRAL UNIDAD [

Si se calcula con exactitud el valor de 3.05? se obtiene:
(3 +0.05)?=32+2(3) (0.05) + (0.05)>=9 + 0.30 + .0025 = 9. 3025
Se observa que se ha cometido un error de 25 diezmilésimas.

En este caso podemos considerar que el calculo aproximado efectuado con el diferen-
cial dy es bastante “bueno”, ¢ por qué?

3. Calcula el valor aproximado de \124.7

Resolucién usando el diferencial dy: Sea la funcién f(x) ={/x . Por tanto:

f(124.7) =f (125 + (-0.3)) =f (x + Ax) = 1247 ~f(x)+dy

de donde: x=125; Ax=dx=-0.3;dy=f'(x) -dx =+ T dx=—dx_ __dx
X x =S ) dr= s Y T SRy

sustituyendo en:
— 3 ~ _23 -03 _ -0.3 _
f(x+Ax) =124.7 = f (x) + dy =125 +3(«3/E)2 5+ i 4.996

se determina que:<124.7 =~ 4.996

4. Lapared lateral de un depésito cilindrico de radio 60 cm y altura 1m, debe reves-
tirse con una capa de concreto de 2 cm de espesor. ¢ Cuél es aproximadamente

la cantidad de concreto que se requiere?

Resolucion: La cantidad de concreto requerida es
la diferencia AV entre el volumen del cilindro exte-
rior y el cilindro interior como lo podemos observar
en la figura de la derecha. Como la formula para
calcular el volumen del cilindro es V = 7 r°h, calcu-
laremos AV a través del diferencial dV.

Como: h=1m =100 cm, entonces, V (r) =100 cm = r>. Por lo tanto: dV =200 nr dr.
Si sustituimos r=60 y dr = 2, en dV, obtenemos:

dV =200 nr dr = 200 (3.1416)(60)(2) = 75394. 4 cm’ = AV

22 DGEP-UAS
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Lo que representa la cantidad de concreto que se necesita para revestir el depésito ci-
lindrico.

5. Una persona tiene un tumor de forma esférica. Calcula el incremento aproxima-
do del volumen del tumor cuando el radio aumenta de 3 a 3.1 cm.

., , 4
Resolucion: Como el volumen de una esfera se calcula con la formula V = T nr’, en-
tonces:

AV =dV =V'(r) dr =4nr*dr=4(3.1416)(3)*(0.1) = 11.3 cm’

@ctividades de aprendizaje #ZD

1. Completa la siguiente tabla considerando la funcion f (x) = 3x2

Ax Ay =f(x+Ax)-f(x) dy=f"(x) dx E=|Ay-dy]|
1.0
0.5
0.3
0.1
0.01
0.001

Gmlu|u|u|u|u | R

¢Como varia € a medida que Ax—> 0 ? ¢Por qué?

2. Calcula el diferencial dy = f'(x) - dx de las siguientes funciones:

_ 3x + 5x-1Y
a) ¥=08x-3\x+5 h)y:(xxj__lx]
1 3
b) Y=+ W ~ . [sen 5x3+34x
1) y— x2-1

¢) y=A (2+v%)

d) y=x1(1+x)
X k) y=/9x? - tan x + 4

3
) y=(Fe Fo )

e) y=
X X s
‘17 1) y—z\jl6-x
f) y= 1-x
m)y = 5"V xi-V2
(2x-1Y 1-2x
g)y_[x+3J n) f(x) = 5T 6x
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1 ’ 1-2x
_ 3 — -
O)y—[COSZX —3x] u)y—tan ’5

p) y = —10e* (cos x* -3) V) y=csc x%+ csc 5x?
q) y =20e* (e*+4x ) w)y :lnTxB + 0.25¢*
_cos(1-yx) 3 2
Y = senle+ 1) X) y—ln(senx-l)
s) y=5 csc x°- ctgVx Y) y =(e3" + logx—) (e3"— log x)
t) y=23x2-2x° + 5 z) y= 3/%6;#
3. Delafuncion f(x)=3x?- 3x + 6, determina en el intervalo desde x=5 hasta

10.

11.

x=5.8: (a) el incremento y el diferencial de x. (b) el incremento y el diferencial
de y =f(x). (c) La diferencia €=| Ay - dy|.

Un mavil se mueve segun la relacion s= 6t*+ 2t +1, donde s representa el espacio
recorrido medido en metros y t el tiempo medido en segundos. Calcula, usando
Asy ds, los metros que recorre el movil en el tiempo comprendido entre 5y 5.09
segundos. Y determina el error cometido al usar ds.

Calcula de manera aproximada el valor de 12.08°. Determina la magnitud del
error respecto al calculo directo.

Calcula el valor aproximado de v49.15

Calcula el incremento aproximado del area de un cuadrado de lado de 4 m, si
éste recibe un aumento en sus lados de 10 cm.

La pared lateral de un depésito cilindrico de radio 80 cm y altura 1.5 m, debe
revestirse con una capa de concreto de 2.5 cm de espesor. ¢ Cual es aproxima-
damente la cantidad de concreto que se requiere?

Una persona tiene un tumor de forma esférica. Calcula la variacién aproximada
del volumen del tumor cuando el radio disminuye de 3 a 2.5 cm.

El volumen de un cascaron esférico es el incremento del volumen de una esfera
al variar su radio. Calcula el volumen de un cascaron esférico de una esfera
cuyo radio interior es de 10 cm y cuyo espesor es de 0.5 cm.

Suponiendo que u y v son funciones derivables de x, y considerando que por
definicion du = u'dx y dv = v' dx, demostrar, en equipo de 3 a 5 integrantes, las
siguientes formulas de diferenciales, y comunicar los procesos de resolucion en
una exposicion de clase:

d(ku) = k du ; k es una constante d(u+v)=du=xdv
dluv)=u-dv+v-du d(cosu)=-senu-du
d(w") = nu"!- du d (sen u) = cos u - du

d (l) _v-du—u-dv d (tan u) = sec’u - du
v V2

24
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1.3 Antiderivadas o primitivas de una funcién

Del curso anterior de Calculo Diferencial sabes que dada la funcion f (x) = x°, la pri-
mera derivada de esa funcion es f'(x) = 3x°. Esta operacion de calcular la derivada de una
funcion dada se llama derivacion.

¢Mediante qué operacidn se podré obtener x° de 3x?? ¢ Existird también una opera-
cion inversa para la derivacion? ¢ De qué funcion resulta la funcion derivada f'(x) =5x*?

Como has visto en las referencias historicas, si existe una operacion inversa para la
derivacion, que en esta unidad vas a aprender, y a la que se denominara integracion.

Asi pues el problema de la integracion como operacion inversa de la derivacion esta
intimamente ligado al problema de encontrar una funcion desconocida F conocida su
derivada. A esta nueva funcion se le denomina antiderivada o primitiva de la funcién
dada.

Sea f (x) definida sobre un intervalo I. La funcion F definida sobre I es una
antiderivada o funcion primitiva de f si F' (x) = f(x), para cada x € L.

Ejemplo: F (x) = x* es una antiderivada o primitiva de la funcién f(x) = 3x? porque
F'(x) = (x’)= 3x? para todo x € (-0, ).

Ejemplos resueltos:

a) F(x)= %x3 es una antidgrivada o primitiva de la funcion f(x) = x?> en (—eo, =),

puesto que F'(x) = [l x3)

! -3 x2=x paracadaxe R.

3

b) La funcion F (x) = %x3 + 5 es también una antidgrivada o primitiva de la funcion
f(x)=x?en (—e, ), puesto que F'(x) :% X+ 5) =x? que para cada x € ‘R.

c) Lafuncién F (x) =Vx es una antiderivada o primitiva de la funcién £ (x) :ﬁ en
(0, ), puesto que F' (x) =(Vx) = %

En los incisos a) y b) puedes apreciar que la antiderivada o funcién primitiva de una
funcidn dada no es Unica, pues se ha obtenido para una misma funcion dada dos funcio-
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nes primitivas distintas que solo difieren en una constante. De aqui se infiere el siguiente
teorema:

T e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ey
Teorema 1. Si F(x) es una antiderivada o funcion primitiva de y= f (x) so-
bre I, entonces F (x) + c es también una primitiva de y= f (x), donde c es
un namero real cualquiera (constante).

HEnnnE

Demostracion del Teorema 1: (F(x) +¢)'= F'(x) + (¢)'= f(x)+0 = f (x)

Sobre el calculo de primitivas de una funcidon es importante que conozcas que no
siempre es facil determinar una primitiva de una funcion dada, no obstante si la funcion f
es continua en el intervalo I, se puede afirmar que la antiderivada o primitiva existe
aunque no podamos calcularla.

Por lo antes planteado el teorema anterior tiene una gran importancia pues significa
gue cada funcidén continua en un cierto intervalo dado, tiene infinitas antiderivadas
0 primitivas.

De igual modo se cumple que si F (x) y G (x) son dos antiderivadas de una fun-
cion f(x) sobre el intervalo I, entonces F(x)- G (x) =c en I, donde c es una constante.
Esta propiedad no sera demostrada en este curso, pero si la vamos a utilizar cuando sea
necesario.

El reciproco de este teorema también es muy til en el trabajo con primitivas, pues si
dos funciones difieren en una constante entonces son antiderivadas de una misma
funcion, ya que sus derivadas son iguales.

En este curso nos limitaremos a determinar antiderivadas o primitivas para funciones
elementales estudiadas en cursos anteriores. Para ello es necesario que conozcas algu-
nas primitivas que se pueden calcular de manera inmediata como las que aparecen en el
recuadro siguiente y que, al igual que hiciste con las reglas de derivacion, debes lograr
memorizarlas mediante la realizacion de una cantidad suficiente de ejercicios.

Teorema 2. En cada intervalo donde estan definidas las funciones y = f(x),
una antiderivada o primitiva F de la funcion:

_ 1 n+1 . _
F(x)——n+1x si:n#-1

a) f(x) = x" es

F(x)=Inx sirn=-1Yy x>0
b)f(x)=senx es F(x)=—cosx
c)f(x)=cosx es F(x)=senx

df(x)=¢ e F(x)=¢"

L R R
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Demostracion del Teorema 2:

1 n+1 '_ 1 n+l-1 _ 4n
a) (mx )__T’H']. (f’l + l)x =X
Sin=-1, entonces F(x) =Inx pues (Inx)'=L =x-
b) (-cosx)'=-(cosx) =-(-sen x)=sen x

C) (senx)'=cosx

d (&)'=¢

Ejemplos resueltos. Determina todas las antiderivadas o primitivas F de:
a) f(x) = x? b) f(x)=senx 0) fx)=e
Resolucion:

a) Por elteorema 2a, una primitiva de x > en cualquier intervalo donde esté definida
es: 1

1
X

Y como todas las primitivas se obtienen sumando una constante, luego las primitivas
de x?son: F (x) =- % +c.

b) Por el teorema 2b una antiderivada es -cos x, y como todas las primitivas se
obtienen sumando una constante, entonces: F (x) =-cosx + ¢

c) Por elteorema 2c una antiderivada es e, y como todas las primitivas se obtienen
sumando una constante, entonces: F (x) = e*+ ¢

CActividades de Aprendizaje #SD

1. Determina cuales de las siguientes funciones son antiderivadas o primitivas de la
funcion f(x) = (x +1)> en R.

a) F(x)==(x+1)+3 b) F(x) == (x+1)°’+5

1
3

C) F(x)=3(x+1)*+5 d) F(x) =

1
3
%x3+x2+x+1
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2.

Comprueba en cada caso, si F (x) es una primitiva de f (x) en el intervalo dado.

a) F=Lsendx  , f(x)=cos3x

b) F(x)=2x*-8 , flx)=6x*-8

) F()=3+ cosx  , f(x)=-senx

d) F(x) = 2x+ e> ) =24 3ex

€) F(x)=cos2x+senx , f(x)=cosx-2 sen 2x + 3x
N E@=5  f=

1
x
9) F)=ln*+Inx+3 f(x):%

Determina una primitiva de las siguientes funciones.

a) y=x° b) y=senx C) y=x3
X+ x° . 1
))’: x+ 1 f) y=e€ g) y=§,x>0

Determina todas las primitivas de las siguientes funciones.

a) y=cosx b) y=x7 C) y=¢"
e) y=3 f) y=—S3 g) y=52L

en R
en R
en R
en R
en R
en R

en R

d) y=cosx

h) y=cotxsen x

d) y=senx

h) y=x(x+1)-x°

Dadas las funciones primitivas de la funcion f (donde: ¢ es una constante), determina

dicha funcion.

a) F(x)=3x*+5x+c¢

b) F(x)=e"+cosx+c

c) F(x)=3r—L+c

d) F(x)=4senx-4x+%-Z+c
) F(x)=5x+%-x +—\/_+c

4
) Fix)=e+Inx-3x°+c

28
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1.4. Integral indefinida

Como ya sabes, el problema de la integracion como operacién inversa de la deriva-
cion esta intimamente ligado al problema de encontrar una antiderivada o funcién primi-
tiva de la funcion dada, o sea encontrar la funcion conocida su derivada.

Este paso de la funcion derivada a sus primitivas es una operacion llamada integra-
cion, que es lainversa de la derivacion. Esta operacion de integracion se denota con
el simbolo I :

Entonces si F es una primitiva de f, o sea F'(x) = f (x), F (x) se denota por _[f(x) dxy
se le llama integral indefinida. Por eso, al calculo de primitivas se le llama calculo de
integrales o integracién.

Las partes que componen el simbolo de la integral indefinida son:

Integral indefinida

—

El simbolo de dx es el diferencial de x, e indica que
integral:f — ff(x) dx <«—— x es la variable con respecto a la cual
fes derivada, y f (x) se llama funcion
T subintegral
f(x)dxesel
integrando

En general, si F (x) es una de las antiderivadas o primitivas de f (x), podemos escri-
bir [f(x) dx=F (x) + ¢, teniendo en cuenta que dos primitivas de una misma funcién se
diferencian en una constante que en este caso la hemos llamado c.

H La expresion [ f(x) dx = F (x) + c se llama integral indefinida de f ‘l

Utilizando la simbologia establecida y los resultados del teorema 2 del epigrafe 3,
podemos resumir en la siguiente tabla las reglas o férmulas para la integracion de algu-
nas funciones conocidas y que llamaremos integrales inmediatas. Mientras que otras
férmulas que aparecen en la tabla se infieren l6gicamente de las férmulas de derivacion,
y pueden ser demostradas siguiendo las ideas de la demostracion del teorema 2.
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Tabla: Férmulas de Integrales Indefinidas Inmediatas

1. [kdx=kx+c
2. x”dx=x+1 +c(n=-1) .

J n+l ll.jaxdx=77f—a+c
3. [ x'dx z_fgl—cdxz In |x|+ ¢

dx 1
12. Iaz s g are tan(a] +c

4, fsenxdxz —Ccosx+c¢
13. I_dx = arc sen (&Jc
5. fJcosxdx=senx+c va® - x° a
dx  _1 x
6. [sec? x dx=tanx +c 14 jm a Aesee (a]Jr ¢

7. fesc? xdx=—cotx +c

8. [sec xtan x dx = sec x + ¢

9. Jescxcotxdx=-cscx+c

10. Jerdx=e"+c

Ejemplos resueltos de calculo de integrales indefinidas inmediatas:

1
7 +1

Q) [yx dx=[xTdx =21+ ¢ :%- P, Férmula 2.
L1
2
b) | dx = 1 dx=[csc?dx=—cotx+c Formula 7.
sen’x ' sen’x
C) [2ELX dx=[_senx  dx=| L senx dx=[secxtanxdx=secx+c FoOrmula8.
cos’ x COS X COS X COS X COS X
d) [5dyr=—="+c Formula 11.
In5
e) =L arc sec(x)+ c Férmula 14.
jx\/x -16 4
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Como el proceso de calcular integrales o de integracion es inverso del de deriva-
cion, muchas de sus propiedades se deducen inmediatamente de las propiedades de las
derivadas, como veremos a continuacion en el siguiente teorema.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIE
Teorema 3. Sif(x) y g (x) son funciones contindas, se cumplen en la inte-
gral definida las siguientes propiedades:

P1) Toda constante k que sea factor de la funcidén subintegral puede
ponerse como factor fuera del signo de integracion:

Jkfo)de=k[f(x)dx

P2) La integral de una suma (o resta) es igual a la suma (o resta) de
la integral de cada uno de los sumandos:

Jfx)tgx)de=[f(x)dx+[g(x)dx

P3) Si F(x) es una primitiva para f (x), y a es una constante, entonces:

[ f(ax+b)dx= L F(ax+b)

Demostracion del teorema 3:

P1) Por definicion:[[k f(x) dx]=kf (x) y [k[f(v) dx]=k[[ f(x) dx -k f(x)
Luego: [kf(x)dx =k f(x) dx
P2) Por definicion:
(700 +g () dx] = (f(x) + g (x)) =f (x) + g (x)
(700 de+ fgodx [ =[I f(0) dx J+ [[ g (0) dx [=f () + g ()
Luego: | (f(x) +g(x) dx=[f(x)+] g (x) dx

P3) Sea F (x) una primitiva para f (x), entonces:

[% F (ax + b)]' = %[F (ax + b)]'

1 D .
—(ax+b) F'(ax+b) Aplicando regla de la cadena

%aF'(ax+b)=f(ax+b)
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Las igualdades del teorema 3 son igualdades entre primitivas, es decir, significa que
ambos miembros de la igualdad tienen la misma derivada. En otras palabras, la igualdad
se interpreta en el sentido de que ambos miembros son primitivas de una misma funcion,
es decir, difieren en una constante.

Combinando las propiedades de la integral indefinida del teorema 3 con el uso de
la tabla de férmulas de integrales indefinidas inmediatas vista anteriormente, se pueden
calcular integrales indefinidas un poco mas complicadas como se muestra en los siguien-
tes ejemplos resueltos:

a) [3x*dx =3[ x*dx=3 x;—+1+c=x3+c P1 del teorema 3.
b) J(x?+x+1) dx =[x*dx+[x dx +[dx = %x3 + % X+ x+c P2 del teorema 3.

c) J(3x?+2senx) dx =[3x2dx+/2 sen x dx = 3[x2dx + 2fsen x dx

=3(%x’1)+2(—cosx)+c=—3x'1—2cosx+c

d) [+ e) dx = %x3+%e2x+ c P2y P3 del teorema 3.
€) {10 sen (3x+1)dx = - %) cos (3x+ 1)+ ¢ P3 del teorema 3.

) [T Ddv=fCx+ 1 dx=L . 2 @ea 17 +c)= L @ur e

9) f(ez"-% +5 3x2)dx = [e* dx 4f% dx+3 f—g _:xz dx = % e* -4 In x + arc tar{%f—] +c

@ctividades de Aprendizaje #4D

1. Calcula las siguientes integrales indefinidas.

a) [x*dx b) [4x dx

c) [x?dx;(x#0) d) [x°dx

e) [6sen xdx f) J(senx+ cosx) dx

g) [3x'dx ;(x>0) h) [(x-4x+7)dx

i) J (e +6)dx D Jee+x+L)dex>0)
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K) | (2x +¢*) dx
m) [ x (2x + 1) dx
A) [x(1-x?) dx

p) fx2+62x+5dx

r f(x3+x'2+5l+43/97)dx
t) J(sen’x + sen x + cos’ x) dx

2. Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) | 3x-1)dx
c) J (e + sen 6x) dx

e) [cos (2x+ 1) dx

) [ (6x*+ 8x-sen x) dx

n) J(x-5)dx

O) J'x6 + 3x;2' 6x+1 dx (x > 0)
q) Jx (1-x%) dx
s) J(e+ tan x cos x) dx

W) J'e—Zx(er_ e—2x) dx

b) [ sen 3xdx
d) Jolzdx (x>-3)

f) [le*+ (2x-1) dx]

3. Escribe en cada caso, dos antiderivadas o primitivas de.

a) [-3dx

c) | % x* dx

e) [5acdx

) Jx(x+3)dx
i) f(a+bx?)?dx
k) [3E-3L gt
m) [Asen 2x

COS X

) [(5e* + sen x) dx

b) [4xdx
d) jxis dx
f) J(6x*+8x+3) dx

h) [(x+2)(x+5)dx

) [dxdx

[) f(cos2x + sen 3x) dx
x2-49

N [ dr

0) jsenzx;— COS*X Jx
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4. Sin integrar, comprueba si son validos los siguientes resultados.

a) J(x*-sen x) dx = %x“ -COSX+C

b) i dx=% x"+c

C) [sen ax cos ax dx =S€02aX | ¢

2a

d) jdr-—Lc

e) f(%x X -24% )dx =%/2—4me+ c

2x
f) f—g2x +de = % In(e+1)+c

9) flfecr:)gcx dx =In (1— cos x) + ¢

h) ff:% dv=2 x+ln(x+1)+c

1.5. Aplicaciones de la integral indefinida

En la resolucién de muchos problemas de la ingenieria y las ciencias, tales como
fisica, quimica, biologia, economia y por supuesto de mateméaticas, se hace necesario
determinar una antiderivada o funcion primitiva particular que cumpla con ciertas condi-
ciones iniciales, lo cual es equivalente a calcular un valor particular de la constante de
integracion ¢ de una familia, o conjunto, de antiderivadas.

Ejemplo (1): Determinar una funcién y = f (x) cuya derivada sea f'(x) = 2x y que f(3) = 6.

Resolucidn: con lo estudiado hasta aqui se sabe que con la integral indefinida

podemos determinar dicha funcion primitiva y = f (x). Ya que:

IZxdx=fodx=sz2+c=x2+c.

Entonces, la antiderivada o funcion primitiva general (o integral indefinida) de

fr)=2xes:y=f(x) =F()=x+c.

Y en consecuencia:

fB3)=F@B)=3*+c=6=>c=-3 .. y=f(x)=x*-3

34
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En la figura 1.4 de abajo se puede observar que para cada valor particular de la
constante de integracion se obtiene una antiderivada particular, por lo cual se dice
gue F(x)=x*+c define una familia de antiderivadas o curvas particulares. Asi, podemos
afirmar que la parabola con vértice en el origen y = x?, resulta de la primitiva general
F(x)=x?+c para el caso en que ¢ =0.

Figura 1.4

En el proceso de resolucion anterior se determind la funcién primitiva particular
y = x*- 3 a partir de conocer ciertas condiciones iniciales de la misma, tales como:

f'(x) =2x 'y f(3)=6.

Ahora bien si aplicamos el concepto de diferencial, entonces este proceso de resolu-
cion puede desarrollarse y ser interpretado también de la siguiente manera:

%= fl(x)=2x =dy=2xdx Despejando el diferencial dy

:>f dy=I 2xdx=>y=x*+c integrando
dedonde: y=6=3"+c=c=-3
Soy=x"-3
dy

Donde: la expresion qy = 2x S€ denomina ecuacion diferencial, cuya solucion ge-

neral es precisamente la funcion y = x* + ¢, tal que, f'(x)=2x.

En general, una ecuacién diferencial es una ecuacion que contiene derivadas o
diferenciales, y su solucién es una funcion primitiva cuyas derivadas o diferenciales son
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precisamente los que aparecen en dicha ecuacion. Y un problema con valor inicial es un
problema donde se debe resolver una ecuacion diferencial, sujeta a una condicion inicial
dada, como la del ejemplo (1).

Ejemplo (2): Determina la funcién y = f (x) tal que f' (x)z% y f(1)=2.

Resolucion: Sabemos de la tabla de integrales indefinidas inmediatas que la
primitiva general de f'(x)= % es:F(x)=Inx+c.

Para determinar el valor de c, sustituimos para x = 1 en la primitiva general:
F()=In(I)+c=0+c=2, luego c=2, y fx)=Inx+2.
Ejemplo (3): Se lanza verticalmente hacia arriba una pelota con una velocidad inicial
de 85 m/seg desde una plataforma de 15 m de altura. Calcular la altura a la que se en-
cuentra la pelota, con relacion al nivel del suelo, después de 4 segundos de haber sido
lanzada.
Resolucion:
Si h(t) representa la altura de la pelota a los ¢ seg con relacién al nivel del suelo,
entonces lo que debemos determinar es h(4), para ello debemos recordar que
en este caso la aceleracién que experimenta la pelota durante su movimiento es
la de la gravedad, por tanto, dado que a (t) = v'(t) = - 9.8 m/ seg’, entonces:
v(t)=[v (t)dt=[-9.8dt=-9.8t+c
Pero, cuando t= 0, la velocidad inicial de la pelota es 85 m/seg, de donde:
v(0)=-9.8(0)+c=8 =c=85
Ademas, como: k'(t) = v(t) =-9.8t + 85
= h(t)= [ v(t)dt = [(-9.8t + 85)dt = -4.9 > + 85t +
Pero, cuando t = 0, la altura de la pelota es la de la plataforma, o sea:

h(0)=-49(00+85(0)+c=15 =>c=15 .. h(t)=-49+85t+15

Por tanto: h(4) =-4.9 (4)>+85(4) + 15=276.6 m.
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Ejemplo (4): A través de una investigacion se ha determinado que la poblacion P(t) de
una colonia de bacterias, ¢ horas después de iniciar la observacion, tiene una razon de
cambio de P'(t)=200 e*!' + 150 e %, Si la poblacion era de 200,000 bacterias cuando ini-

cio la observacion, ¢, Cual sera la poblacién 10 horas después?

Resolucidon: para determinar la funcion de poblacion se resuelve la siguiente

ecuacion diferencial
%: P'(t) = dP(t)= P'(t) dt = | dP(t)= [ P'(t) dt

= P(t)=[(200 ¢ + 150 &%) dt = 2000 ¢ - 5000 ¢ + ¢

Ya que para t =0, se tiene que P (0) = 200, 000, entonces:
P(0) = 2000e*'©@ - 5000¢ %% + ¢ =200,000 = c¢=203,000

Por lo cual, P(t) = 2000&*' - 5000 %% + 203, 000
Y después de 10 horas, la poblacion de bacterias sera de:

P(10) = 2000119 - 5000¢219 + 203,000 ~ 204, 732

CActividades de Aprendizaje #5:)

1. Determina la primitiva G de g tal que G (0) = 1.
a) gx)=x' b) g(x)=cosx C) g(x)=senx
d) gx)=¢" e)g(x)=% f) g(x)=e"+cosx

2. Determina una primitiva F de f bajo las siguientes condiciones.

= 2-1 :C= = 2x_4 C=
a) f)=477+1  5¢=0 b) f()=675+2  :c=0

0) f(x)=2EXE 1 jc=1 d) f(x)=(x+3) (x-3)+9 ;F(2)=

2
3
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3.

10.

Determina una funcion cuya derivada sea f'(x)= 4x°*- %+7 y que f(1) = 8.

Determina la funcion y=f(x) cuya tangente tiene una pendiente de 3x*+ 1 para cada
valor de x, y cuya grafica pasa por el punto P (2,6).

Un fabricante estima que el costo marginal por producir x unidades de cierto produc-
to es C'(x) = 3x?-24x+48 pesos por unidad. Si el costo de produccion de 10 unidades
es de $6000.00, ¢,cudl es el costo de produccién de 40 unidades?

Desde un edificio de 40 m de altura se lanza verticalmente hacia arriba una pelota
con una velocidad inicial de 90 m/seg. Calcular: (a) la altura a la que se encuentra
la pelota, con relacion al nivel del suelo, después de 3 y 6 segundos de haber sido
lanzada, y (b) el tiempo que tarda la pelota en llegar al suelo.

Un automovil viaja en linea recta a 90 km/h en el instante en que el conductor se ve
forzado a aplicar los frenos para evitar un accidente. Si los frenos proporcionan una
desaceleracion constante de 20 m/s?, ¢ qué distancia recorre el automovil antes de
detenerse por completo?

Un minorista recibe un cargamento de 10 toneladas de arroz que se consumiran en
un periodo de 5 meses a una tasa constante de 2 toneladas por mes. Si los costos de
almacenamiento son 20 centavos por kilogramo al mes, ¢ cuanto pagara el minorista
en costos de almacenamiento durante los proximos 5 meses?

A través de una investigacion se ha determinado que la poblacion de P (¢) una co-
lonia de bacterias, ¢t horas después de iniciar la observacion, tiene una razéon de
cambio de P'(t) = 300 e ** + 250 ¢ **, Si |la poblacién era de 150,000 bacterias cuando
inicio la observacion, ¢ Cual seré la poblacion 15 horas después?

Se ha estimado que dentro de t meses la poblacion de una cierta ciudad cambiara a
razén de 4 + 5§ personas por mes. Si la poblacion actual es 10,000, ¢ Cuél seré la
poblacion dentro de 1 afio?

38
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UNIDAD DE APRENDIZAJE I

METODOS Y TECNICAS
DE INTEGRACION

Competencia de unidad: Demuestra las formulas basicas de integracién y
calcula reflexivamente integrales indefinidas mediante la aplicacién y analisis
de formulas y diversos métodos y técnicas de integracion.

COMPETENCIAS DISCIPLINARES A DESARROLLAR

Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de procedimien-
tos y operaciones aritméticas, algebraicas, geométricas y variacionales, para la com-
prension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Argumenta y comunica la solucion obtenida de un problema, con métodos numéri-
cos, graficos, analiticos y variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y
el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion.

Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

2.1.
2.2.

2.3.

CONTENIDO TEMATICO:

Uso de tablas y formularios de integracion
Métodos de Integracion

2.2.1 por cambio de variable

2.2.2 integracion por partes

2.2.3 integracion por sustitucion trigonométrica
2.2.4 integracion por fracciones parciales
Aplicaciones de la integral indefinida
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UNIDAD II

Unidad de aprendizaje Il

Métodos y técnicas de integracion

2.1. Uso de tablas, formularios y propiedades de integracion

Combinando la tabla de integrales indefinidas inmediatas con los resultados del teo-

rema 3 estudiados en la unidad de aprendizaje 1, y considerando que u = f (x), obtene-
mos la siguiente tabla de férmulas y propiedades de las integrales indefinidas.

1. [kdx=kx+c
" . xn+1 )
2. _fx dx__n+1 + ¢ (n#-1)
3. x'dx=fLdx=In|x| + ¢
X

4. [senxdx=-cosx+c

5. cos x dx =senx + ¢

6. sec2xdx =tanx + ¢

7. J esc?xdx = -cot x + ¢

8. [ sec x tan x dx = sec x + ¢
9. [ cscxcotxdx=-cscx+c

10. [ erdx=e* +¢

* dy ="
11. [ a dx_lna
12.f zdx Leurc tan( J+c
a’ + x*

13. '[V__ arc sen[ J+ c
14. '[Wx__ = L arc sec (XJ +c

15. [ tan u du = In |sec u|+ ¢

16. [ cot du = In |sen u|+ ¢

17. [ sec u du = In |sec u + tan ul+ ¢

18. [ csc u du = In |csc u - cot u|+ ¢

19. [du=u+c

Y _ un+1 )
20. f u du__n+1 + ¢ (n#-1)
21. u"duzf%du: In|u| +c

22. [senudu=-cosu+c
23.[cosudu=senu+c

24. [se?udu=tanu +c

25. [ escudu = -cot u + ¢

26. [ secutan udu =secu + ¢
27.fcscucotudu=-cscu+c
28. [erdu=e"+c

29. [ a* du

= au

Ina

Of du =L arc tan[% at €
a

a*+u’
31. f —arcsen()+c

32. IWL%Z-:% arc sec (%)+ c

33. [ uzd_”a Ly | e

u+a |+ ¢

34. ln |a+u |+ c

a’ - u?

35. fA/— In| utai2+a® |+ c

40
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P1: f kf(x)dx=k ff(x) dx ; k es una constante

P2: [ (f(x) £ g (x) dx = f(x) dx £ [ g (x) dx
P3:_[f(ax+ b)dxz%F (ax + b) + c; siempre que : F' (x) = f (x)

Las tablas, junto con los métodos y técnicas de integracion que se estudiaran en el
epigrafe siguiente, serviran para calcular integrales inmediatas y no inmediatas. Todas
las formulas de la tabla anterior pueden ser demostradas a partir de la definicion de
antiderivada o funcion primitiva de la funcion f (x) que se estéa integrando. O sea:

If(x) dx = F (x) + c es verdadera, si y solo si, (F (x) + ¢)' = f (x)

Por ejemplo: Las formulas 6 y 20 son verdaderas o validas ya que de las férmulas
de derivacion se sabe que si u = u(x), entonces

(tanu+c¢)' = (tanu) + (c) =secu-u'

De donde: f sec’u-du = f sec’u-u' (x)dx= f (tanu +c)'dx=tanu +c¢ Férmula 24
En particular: (tanx+¢)' = (tanx)' + (c) =sec’x- (x)' + 0 =sec’ x - (1) = sec* x

De donde: [ sec?xdx=tanx + ¢ Foérmula 6

CActividades de aprendizaje # 6)

En los siguientes ejemplos del uso de la tabla y férmulas de integracion haz el es-
fuerzo individual y colectivo de comprender y explicar cada uno de los pasos del
proceso de resolucion de cada una de las integrales resueltas.

a) [(3x?+4x) dx =[3x2 duc+ Wz dx—Sfxzdx+fx2 dx= 3(2 - 1J+L e =t % T e

b) fﬁ;ﬁ"—]- dx = [[( x +2) +%]dx=fxdx+f2dx+f%d_=%=%x2+ 2x+ 3 In|x-1| + ¢

dx _ 1 _ 2 _
C)fcoszx—fcoszxdx—fsec xdx=tanx+c

cos x
d) [EBEX dx=] L-cosx g, f dx =csc x cot x dx = -csc x + ¢
sen’ x Sen X - sen x senx sen x

e) f(5x+4e"—1)dx=f5"dx+f4e"dx—fdx=7flx—5+4e"—x+c
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f) f[ +4_senJchx f3x2dx+f4_senxdx 3 [ x2dx 2 [ sen x dx
=3. X V42 (-cosx) +c=-3x"-N2cosx + ¢

9) J(?+e¥)dx = [ x> dx + [ e¥dx z%x3+% e¥+c

h) flO sen (3x +1)dx = IO_fsen (3x + 1)dx —-T cos(Bx+1)+c

L 3 3
) [ACx+1dx=[Cx+1) dx= -%(2x+ D% c= %(2x+ 1)*+c

1
2

) J(er g2 femdes e [ 2

9+ x?

pe dx:%ez"-4lnx+arctan (gc—)+c

)f Ide = OIL marcsec(5J+c:2arcsec(’§—)+c

Nx*-25 5
_ dx dx -2 X _ )
1) le4 i vaz i flxw(x - =5 e sec(2)+c arc sec(2J+c

m) [3(9- 3" dx= f 3dx 3f4_ =3 arc sen(%“—)+ c

n) =2

dx=5 I(«/_)2+x =iarctan[jCS_J+c

5+ x?

f dx —f (cosx+1)dx _I(cosx+1)dx ((cosx+ 1) dx

cosx-1 “(cosx-1)(cosx+1) cos*x-1  °  sen’x

flcosx d+f

_ . 2
Sen X . sen x o dx—f cscx - cot x dx + | esc? x dx

=-CSCx-cotx+c

p) [(tan x - sec x)? dx = [(tan? x - 2 tan x - sec x + sec? x) dx
=[tan? x dx - 2 [ secx tan x dx + [sec? x dx
:f(seczx— 1)dx-2secx+tanx +c¢

=[sec?xdx-[ dx-2secx+tanx+c=2tanx-2secx-x+c
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CActividades de aprendizaje # 79

1. Comprueba, en equipo de 3 a 5 integrantes como maximo, que son validas las for-
mulas de integracion de la tabla anterior, y comunica tus resultados al resto de los
equipos.

2. Aplicando la tabla y formulas de integracion calcula en equipo de 3 a 5 integrantes
las siguientes integrales indefinidas inmediatas, y haz la comprobacion del resultado
mediante derivacion:

a) [(4x+x* -0.5x7) dx = b) (63 + x +3) dx =

c) J(x-5)dx= d) [(x-6)2x+1)dx=

e) fx6+3flc;-6x+1 de fxz(ing -

9) Jx(1- x)dx = h) fx+3 dx =

) SR ) J(esae) dx=

K) J(e*-3x)dx= ) [(93 - 6 sen x) dx =
m) J(sen 5x + cos x) dx = n) (7 e -sen (5x - 2))dx =
fi) (e + tan x cos x) dx = 0) e (e - e*) dx=

p) [(sen 2x + cos? x) dx = q) Jcos 2x + 1) dx =

1) J(e*+ sen 6 x?) dx = s) [[e™+ ctg (2x - 1)]dx =
) J(cos x- 1) dx= 0) oty dx=

v) [

)jsean y) J(3 tan? x + 5 ctg® x) dx =
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2.2. Métodos de integracion

En la unidad de aprendizaje anterior, a partir del concepto de antiderivada o de
funcién primitiva y de las formulas para calcular derivadas de las funciones elementales
se calcularon algunas integrales inmediatas, sin embargo, existen otras integrales que
requieren de métodos mas sofisticados para poder ser calculadas.

En este apartado se estudiaran algunos métodos y técnicas elementales para redu-
cir a inmediatas aquellas integrales que no lo sean pero que son posible de ser reduci-
das, tales como: integracion por sustitucidon o cambio de variable, integracion por partes,
integracion por sustitucion trigonométrica e integracion por descomposicion en fraccio-
nes parciales simples.

El objetivo de todos los métodos de integracién es transformar una integral dada, no
inmediata, en otra, 0 suma de varias, cuyo calculo resulte inmediato o mas sencillo.

2.2.1. Método de sustituciéon o de cambio de variable.

Para ilustrar la aplicacion de este sencillo y potente método de integracion analice-
mos el siguiente par de integrales indefinidas:

1) [5x3dx=5[xdx=5 [gcri

]+ C :%x“ +c ¢, Qué férmula del formulario se aplic6?
Ahora analicemos si podemos aplicar la misma formula usada en la integral ante-
rior para esta otra integral parecida:

3+1 _9)4
(5x-2) +C:(5x 2) N

2) [(5x-2)*dx= TS| 1

¢ ¢Es correcto este resultado?

Como ya sabes para contestar esta pregunta basta derivar el resultado para obser-
var si coincide con el integrando:

|

[—(5’2 2y C]= M (5x-2)'+(c)'=(5x-2)* (5)+0=5 (5x-2)® # (5x-2)°

De donde, se concluye que la formula 2 del formulario no puede ser aplicada a la
segunda integral, sin embargo, esta integral la podemos resolver aplicando la propiedad
3 del formulario: Jf(ax+ b) dx =% F(ax +b) + ¢ ; siempre que F'(x) = f (x)

4
Asi: J(5x-2)*dx = LM+ ¢ jVerifica que este resultado es el correcto!
5 4
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La propiedad 3 del formulario puede ser vista como un caso particular del método
de cambio de variable o de sustitucion que explicamos a continuacion.

Para ello regresemos de nuevo a la integral: [(5x- 2)* dx

Como ya sabemos esta integral no puede ser resuelta con la formula 2, sin embargo

, . , . n+l
si se puede resolver aplicando la férmula 16 del formulario: [u" du = ;;l+ T+ ¢ (n#-1)

Para ello, consideremos el siguiente cambio de variable:

u(x)=5x-2= du=u'(x)-dx=5-dx jdx:%

De donde, sustituyendo estos resultados en la integral, se obtiene que:

_ 1 1 w3 —L.u4
J(5x-2p dx=fu - du=L [ du ?[ ]+c—5

. 371 Tt %(5x 2)*+c

Este resultado final, como era de esperarse, coincide con el ya obtenido aplicando
la propiedad 3 del formulario.

La ventaja del método de cambio de variable sobre la propiedad 3 del formulario se
puede apreciar al intentar resolver la siguiente integral: fx dx=7?

En este caso la propiedad 3 del formulario no puede aplicarse, sin embargo, con el
método de cambio variable resulta relativamente sencillo resolverla tal como se muestra
a continuacion:

Sea el cambio de variable: u(x) = 2 + 3 = du = 2x - dx = dx =%
x . du 1 (du _ 1 .
De donde: [—> r3 X '[u R AT Injul+ ¢ 3 |2+ 3| + ¢

Otro ejemplo interesante resuelto mediante el método de cambio de variable
es el siguiente: fxfs dx=? Dado el gran parecido que tiene esta integral con
la inmediata anterior, parece natural hacer el siguiente cambio de variable: sea
u(x)=x+3 = du=dx. De donde:

fx+3 dx = -[_d”

Lo que resulta parece ser una integral mucho mas complicada de la que se tiene
originalmente. ¢ Sera que el método no funciona en este caso?
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El método si funciona en este caso, pero como sucede frecuentemente con mu-
chas integrales, antes de poder aplicarlo se hace necesario modificar antes el integrando
mediante algunas manipulaciones algebraicas tal que lo transformen en alguna forma
adecuada para la aplicacion de algunas de las férmulas. Asi en esta integral un camino
a seguir, como preparacion para la aplicacion del método, es el siguiente:

X _(x+3-3 x+3)-3, _(x+3
fx+3 dx—f x+3 dx—f X+3 dx—fx+3dx—3f

dx =[dx - 39X

x+3 x+3

Ahora, haciendo el cambio de variable u=x+3 (=du = dx), y sustituyendo en la expre-
sion de la derecha, se obtiene que:

I+

dx—fdx 3f —de—3_fd7u=x-3 Inu|+c = x-3 In|x+3|+c

x+3

Otros ejemplos de este tipo, que requieren manipulacion algebraica previa, son los
siguientes:

dx =/ . X =f sec* x dx
coslx Ntanx-5 ~-cos’x (tanx-57 J(tanx-5"7

Haciendo el cambio de variable: u(x)=tan x-5 = du =sec? x dx

(-12)
| dx _I(tsec xdx _ du =fu2duy=4 =24 Tan x5+ ¢

cos® x -Ntan x - an x - 5)2 7 yl2 (1211

=?

dx . . . ,
2. fm Para resolver esta integral, es necesario que el binomio que se en-
cuentra en el radical, sea transformado primeramente en un trinomio cuadrado perfecto,

a saber:

[—dx =] dx =f dx
Nix -2 VA 4+4x-x2 ° Ad-(x-2)

du
. . . . —_— u
Esto indica que tenemos una integral de la forma: f — o reseng

Haciendo el cambio de variable: u(x)=x-2 = du=dx ; a>=4 =a=2

_dx — [ dx _ du _ u _ -2
I'_4x—x2 Rl _JAlaz—uz_ arc sen—+ ¢ =arc sen*55-+ ¢
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3. [ dx

dx " n+l

n+1
u? = (x-4)*; u=x-4; du=dx

d gt -1
I(x—ilc)2 Je-ty? dx= 1 “T[xa ¢

dx _ dx _ dx _
4"[ x?-6x-16 _f(x2—6x+9)—16—9_'[ (x-3)2-25
u?=(x-3)%* u=x-3; du=dx
=25 a=5
dx __1 x-3-5 _|Lp, | Xx=8
I(x3)2 -25 2(5) nlx—3+5|+C 1On|x+2|+C
5. [ dx = [ dx —f dx = dx
A +4x+5 Nx>+4x+4+1 N +4x+4)+1 Al(x+2)2+1
u? = (x+2)%; u= (x+2); du = dx
a=1; a=1
. , du
Aplicando la férmula SS:IW: In |qu N | + ¢
. fﬁ=ln|@c+2) +A (x4+2)*+ 1| +c¢
6. [ = dx dx = ¢
XA8x+25 I X +8x+16+9 (x+4)+9
corresponde a la forma: I% =Larctan¥ + ¢
a a a
u=(x+4);u=x+4; du=dx
=9a=3
d«  _| 1L x+4
'[(x—4)2+9 =13 arctan—3 +cC
Zan 9 2 Inx -9)° 6 21 9)°
7,[( i dX—%f—( n;c )dx=%fu5%=%'%—kc: Qlnx-9)¢ n3x6 A

=2Inx-9)° =u=2Inx- 9:>du dxﬂ

DGEP-UAS

47



CALCULO INTEGRAL UNIDAD II

8. [sen®x dx=/ sen x - sen? x - dx =[ sen x (1- cos? x) dx = [ (sen x - cos? x - sen x) dx
[ senxdx-fcos?x-senxdx=?

w=cos’x=>u=cosx =du=-senxdx=-du=senxdx

3 3
='COSXIHZ(-du)+C=-Cosx+uT+c:—cosx+—CO§x+c
sen2x
9. [ese2< cos 2x dx = [e du —%fe“du:ez +c=62 +c

u=sen 2x = du=2cos2x dx :>du = cos2xdx M

2
10. [sen*x dx=/ (sen? x)? dx =I(%) dx = _[( 1- 2 cos zz + cos” 2x ) dx=71

u=2x = du =2dx :>dz—u= dx

Z%fdx —% Jcos 2x dx +%fcos2 2x dx :%— %fcos u c12 L [ cos? udt du +c

—x _1 1 _x 1 1 1+c052u)

1 fcosudu+ fcos udu+c 1 sen2x+8 I[ 5 du+c
=% _ L gen 2x +-L[(1+ cos2 =X .1 gen 2x+-L [du +-L fcos 2
T Sen2x g J( cos2u)du + ¢ - sen x+16jdu+16fcos udu+c
=x_1 u 1 B S

1 4se;12x+16+3256112u+c ) 4ean+ (2x)+ sen4x+c

3x 1

—Tsen2x+§ sendx+c

11. Jtanx dx = 3E0X qx =

COS X
haciendo u= cos x = du =-sen x dx = -du =sen x dx
por tanto:
Jtanx dx =[3E2X gy f&=—jﬂ= In |u|+c
COS X u u

=In |cos x|+c
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(Actividades de Aprendizaje # 8)

Calcula en equip6 las siguientes integrales indefinidas aplicando el método de sus-
titucion o de cambio de variable, y haz la comprobacion del resultado mediante deri-

vacion.

1) [(9x-5)*dx =

3) x+7

5) J'x+5 dx =

N 7=

4x? - 2x+1

%) Isen chtgx T
senSx
11) I sec Sx

13) j—l”xx2 dx =

15)Il+e"

N
17) I%dxz

19) J(1 + ctg?x)?csc? x dx =

21) [x?- ctgx’ dx =
23) [sen® x dx =

25) [cos?3x dx =

27) [costx dx =

29) [sen®x - cos?x dx =
31) [tan*x dx =

33) _[ctg5x dx =

35) [cos 3x - cos 4 x dx =

37) [sen5x - cos 2x dx =

2) [\2x+1dx=
4) .[23 dx—
x+5 _
6) =
d _
8) | T de=

10) J. X 7nx

12) [esc?wess™ dw =

14) fctgx - In(sen x) dx =

16) [YtanZx + 1 dx =

18) [e* - tan e** dx =
20) J (103x +

éﬁ)dx=
22) f sen 2x
N4 -cos® x

24) [senSx dx =

26) [cos’x dx =

28) [cos?x - sen?x dx =

30) Jcos®x - sen®x dx =

32) [tan®x dx =

34) _fctg“x dx =

36) [sen 2x-sen x dx =

38) [cos 3x - sen 4x dx =
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39) [sectxdx =
41) [escixdx =
43) [tan‘x-sectx dx =
45) [tan’x-sec’x dx =

47) Ictgzx ~csctxdx =

49) [—dx

x+16

51) [—x-

53) -

5n1824

dx
59) '[x Ax+7

61) I9xgjfl
63) [rL -
65)J- 2xdx

67),[ cosxdx _

2-sen’x

69) J' 4de _

1) J.4/100 6

40) [sec’x dx =
42) [cscixdx =
44) [tan®x - sec’x dx =
46) _fctg5x ~csctxdx =
48) _fctg3x -esc’xdx =

50) ISx dx _

dx _
52) i 1o -

dx
) I

dx __ _
56) J NO-(x-3)F

%) e

50) [

62) j25x 4

64) I4 725

66) f4+7x
68) [ (e2-1)"" dx =

70) J 9£fd-x 25

x+6 _
7afﬂgfdx
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2.2.2 Integracion por partes
El método de integracion por partes tiene como propdsito determinar o calcular la
funcién primitiva del producto de una funcién por la diferencial de otra funcion de la
misma variable, sea pues:
d(uv) =udv+vdu ; Iintegrando ambos lados de la igualdad anterior

[d (uv) =fudv + [vdu = uv = [ udv + [ vdu

Despejando la integral: [udv, tendremos la férmula de integracion por partes:

fudv =uv — [vdu

Para aplicar esta forma de integrar, no existe una regla general para definir quién
es u y quién es dv, pero es recomendable que al determinar cual es la derivada, ésta
sea facilmente integrable. Sin embargo, al momento de integrar son bastante utiles las
siguientes recomendaciones generales:

1. Que dx seasiempre una parte de dv.

2. Que dv seafacilmente integrable

3. Cuando una expresion para integrar es el producto de dos funciones, fre-
cuentemente se elige la expresion de apariencia complicada, con tal que
pueda integrarse, como parte de dv

Ejemplos resueltos:

1.Jxe"dxzuv—fvduzxe"—_fe"dxzxex—e"+c=

u=x =>du=dx
dv=e'dx = v =[e'dx = ¢*

2. [xe*dx = uv - [vdu = ex? —[e2xdx = ex? — 2[e* x dx = ?
u=x* = du=2xdx
dv = e'dx = v =[e'dx = ¢

A la integral que nos queda podemos aplicar sucesivamente la misma férmula, sin
embargo ya fue calculada en el ejemplo anterior, por lo cual tnicamente retomamos este
resultado:

[x2erdx = ex? - 2[e*xdx = |ex® - 2e*(x-1) + ¢
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3. [x cos x dx = uv-[vdu = x sen x - [senx dx = x sen x- (- cos x) + c=|x sen x + Cos X + ¢

u=x =>du=dx
dv = cos x dx = v =[cos x dx = sen x

4, Ix*lx -3dx=uv —fvdu =4 (x-3)% _I%(x__o,)m dx=7?
u=x = du=dx

dv = (x-3)7 dx = v =[(x-3)" dy = &3 — 2 (¢ 3y

(12)+1 3

Resolviendo por cambio de variable la integral:

I%(x _3)%2 dx :%f(x_3)3/2 dx :%% +c :_145_ (x-3)° + ¢

De donde finalmente se obtiene que:

fx*lx—?a dx :%x(x_3)3/2 —1;4’5(x—3)5/2 e

CActividades de Aprendizaje # 9)

Calcula, en equipo de 4 a 5 integrantes, las siguientes integrales indefinidas apli-
cando el método de integracion por partes, y realiza la comprobacion del resultado

mediante derivacion.

1) [x?e* dx = 2) [xerdx=

3) [lnxdx= 4) [xinxdx=
5) [xlnxdx= 6) [x2e>dx =

7) [ersen x dx = 8) [x*In*xdx =
9) [a*xdx = 10) [ex dx =
11) [xsenxdx = 12) [x? cos x dx =
13) [x?sen x dx = 14) [xsec?x dx =
15) [arc tan 3x dx = 16) [e* cos x dx =

17) [sec* xdx = 18) J’sene_icdx =

52
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19) [arc cos x dx =

21) [(x* + 3x)cos 2x dx =
23) [xA x> +3dx=

25) [sen x - sen 3x dx =

2.2.3. Integracion por sustitucion trigonométrica

20) [arc senx dx =

22) _fcos - In(senx) dx =
24) fxs'\/ x2-4dx=

26) [sen 4x - sen 3x dx =

Este método de integracion se aplica cuando en el integrando aparecen expresiones

de la formas: Alg? - u?

0 Afu?xa’ En estos casos la manera mas corta o efectiva

para calcular la integral es hacer un cambio de variable, de la siguiente manera:

CASO

FORMATO EN
EL INTEGRANDO

CAMBIO DE
VARIABLE

RESULTADO EN
EL INTEGRANDO
DESPUES DEL
CAMBIO DE VARIABLE

u=asenz

v is
c

Na? - u?

Na* - v* =Na? - (a sen z)?
=Na? - @’ sen 22
=Na? - (1- sen®z))?
=Aa? cos’ z

=dadcosz

Na* + u’ =Na? + (a tan z)?
=Na’+a’tan’ z
=Na’(1+ tan? 7))?
=Na?sec’ z

=asecz

Au? - a?

AU’ - a*> =N(a sec z)*- a®
=Na?sec’z - @

N (sec’ z - 1)
=Aa’tan’ z

=qgtanz
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Ejemplos resueltos:

Casolj 2)/ =? cambio;x=u=2senz =>dx=du=2coszdz

[ dx | 2 coszdz ) 2coszdz  _
22 x2Y: 0 (22- (2 senz)?)* (22 - 22 sen?z)%

2coszdz _(_2coszdz _ (2coszdz
(22(1-sen?z))% ~ (W2%-cos?z)? (2 cos z)?

Zceszdz tan z
J DY fcos z ——fsec2 zdz ===+ c=?
Finalmente del triangulo rectangulo se obtiene que: tan z = 2“ >
a -u
De donde: | de ) x .
(4 - x2)% [444 - X
Caso 2. |—==—— =7 Estaintegral es de la forma: | ——=——="7?
'[xAMx +9 g fu/\lu + a?

u? = 4x% u=2x x=%; dx=—d2u ; 2=9;a=3

u=atanz; du=asec’zdz

du a sec’ dz a sec’dz

uNw+a®> “atanzN@tan’z+a>  atan zN@? (tanzz+1)_

A sec? zdz I seczdz _ f dz
Adtanz - a.secz tan z sen z

:%fcsc ZdZ:%l” (cscz-cotz) +c

del triangulo rectangulo se tiene que:

2 2

@+ u
cscz=""— ycotz=4
u u

1 N +u g _1 ﬁ4x2+9 3
‘[x'\/4x+ j_l[ TJ-FC_?M[ 2x _2xJ+C

|1, (Al4x2+9-3)+
- In | ———————HC
3 2x
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Caso 3. [N -9dx= [NuZ- 2 du=

“a*=9=a=3;cambiocx=u=3secz=dx=du=3secz-tanzdz
" f'\/(3 secz)’-9-3secztanzdz = 3N9 (sec’z-1)secztanzdz =
3[A9tan’z secztanzdz=9secztan?z dz = 9[secz (sec?z-1)dz =

9fsec®zdz - 9fseczdz =9[sec’z dz - 9 In|secz + tanz|+ c=7?

Resolviendo la primera integral por partes se obtiene que:

9fsec® zdz = [sec z-tanz+Injsecz+tanz|]+c
SN -9dx = % [secz-tanz + In|secz + tan z |]- 9in|secz +tanz| +c
%[sec ztanz-In|secz +tanz|] +
Finalmente del triangulo rectangulo se obtiene que: tan z = @ y secz =%
De donde: [A/x*-9 dx = % I:x"/%_—9 -In %M\/xZTT il« c

CActividades de Aprendizaje # 10)

Calcula, en equipo de 4 a 5 integrantes, las siguientes integrales indefinidas aplican-
do el método de integracién por sustitucion trigopnométrica, y realiza la comprobacion
del resultado mediante derivacion.

1. f%dx: 2. IVZS"%xrdF
3. [xl ¥ 1 dx= 4. [
5. [ - 6. [ =
9. f—""**wdx: 10. W7+ 29 2 dx =
11, =& d16 = 12. fm
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2.2.4. Integracion por fracciones parciales

Cuando en una integral el integrando es una fraccion en la cual el denominador es
factorizable en factores lineales o cuadraticos, o en una combinacién de ambos, la forma
de cdmo estas integrales pueden ser calculadas es recurriendo al método de descom-
posicion del integrando en una suma de fracciones parciales.

Aunque en este tipo de integrales se pueden presentar cuatro casos, en general, el
meétodo consiste en lo siguiente:

P(x) ., P(x) _ ]2 L px) p,(x)
e _I[ql(x)-qz(x)---qk(x) ]dx‘f[ql(x) 0. i'"iqk(ao]dx

p,(x) p,(x) p.(x)
=] Xe) dx+ | dx +... ith(x)

Los requisitos algebraicos basicos para poder aplicar con éxito este método de in-
tegracion son: primeramente saber factorizar el denominador del integrando, segundo
saber resolver el sistema de ecuaciones lineales que resulta de la descomposicion del
integrando en fracciones parciales en aras de poder determinar los numeradores (que
frecuentemente seran constantes) de las fracciones parciales, y tercero saber resolver
las integrales inmediatas que resultan al final del proceso de la descomposicion y deter-
minacion de las fracciones parciales. Y finalmente, al expresar los resultados también es
necesario conocer y saber aplicar las siguientes propiedades de los logaritmos:

log, AB =log, A +log, B log. A"=n-log A log, %= log A -log, B

Ejemplos resueltos del caso 1. El denominador se factoriza en factores lineales no

repetidos.
1. dx ) .
I f(2x+ 3) (2x - 3) Entonces, hagase:
1 A B _ A(@2x-3)+B2x+3) _2(A+B)x-3(A-B)
(2x+3) (2x-3) 2x+3 %3 (2x +3)(2x - 3) (2x +3)(2x - 3)

Comparando término a término las expresiones resulta que:

2(A+B)x=0 = A +B=0=[Ec.]]

3(A-B)=1 :>A—B=—%:>Ec.2
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Sumando miembro a miembro las ecuaciones 1y 2 del sistema anterior se obtiene:

-1 -1 d.p- -1
2A = 3:>A_ G = 6+B 0=28B G
1 -1/6 + 1/6

Entonces: (2x+3) (2x-3) 2x+3 @ 2x-3

1 1
° d_x: _?dx ?dx :L[ dx - dx _I: L[ - - ]
"j4x2-9 j (2x+3)+(2x-3) 3 IZx—3 2x+3J i3 In(2x - 3) - In(2x + 3)|+ ¢

|1, [2x-3
= 121”(2x+3)+c

dx _ dx _
2"[5x2-18x+9 =l (5x - 3)(x - 3) =

N 1 A B A(x-3)+B(5x-3)
(5x-3)(x-3)  (5x-3)  (x-3)  (5x-3)(x-3)

_ Ax-3A+5Bx-3B _ (A+5B)x- 3(A +B)

(5x-3)(x-3) — (5x-3)(x-3)
(A+5B)x=0 = A+5B=0=|Ec. 1
-3(A+B)=1=:>A+B=-%:>Ec.2
A+5B=0 A+5B=0 1 1
A+B:-%:>7A-B:% =4B== " B=15

Sustituyendo B en la [Ec. 1]: A+5(1L2J=0:>A+15—2:0:> A:-%

~f dx :LI:I dx _de:l
5x*-18x+9 12 |1 x-3 5x-3

- 11—2 [In (x-3) - In (5x-3)] + ¢

| x-3
52 1exs 9 12 MBx 3|t €

[ dx 1
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3_I(5x—2)dx :I (5x - 2)dx

Y ox18 - - ¢ Descomponiendo el integrado en:
5x-2 __A , B _ Ax-A+ Bx - 8B _ (A+B)x - (A + 8B)
(x-8)(x-1) x-8 «x-1 (x-8)(x-1) (x-8)(x-1)

Comparando los términos de la igualdad

(A+B)x=5x=>A +B=5->[Ec. 1] -(A+8B)=-2= A +8B=2—[Ec. 2]

Resolviendo el sistema: £+ B =5 ~[Ec.1]

—~ TB=3—>B=_ L — A =22
-K-8B=-2—|Ec.2

3 3

f%%:%@zf%- 713%} L 2200 (x8)-7In (1)) + ¢

_L Q)22 _ _1Y7 — L M
=3 [in (x-8)* = In (x-1)"] + c = 31” (1) €

4-f (3x - 4)dx :J' (3x - 4)dx _J‘ (3x - 4)dx

x> - x% - 6x x(x2-x-6)  x(x+2)(x-3)
3x -4 _ A, B . _C _ A(x*-x-6) + B(x*-3x) + C (x*+2x)
x(x+2)(x-3)" x " x+2 x-3 x(x+2) (x-3)

(F-A-3B+2C)x=3x=-A-3B+2C=3—>|Ec. 1
(A+B+C)x*=0=>A+B+C=0—|[Ec.2|

-6A =-4—>|[Ec. 3

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

-%-3B+2C=3 -3B+2C=13—1
A= - =B=-1> C=+
?+B+C:O B+C=-

w|t\>

.’f§3x-4!dx=%fdylcx _J’dx +lfdx

= =& In x - L (x-
-2 6x 12 3 x_3—3lnx In (x+2) + 3ln(x 3) +c

58 DGEP-UAS



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

Ejemplo resuelto del caso 2. El denominador se factoriza en factores lineales y
algunos son repetidos.

f(6x+3)dx :I (6x + 3) dx :I (6x + 3) dx =f (6x + 3) dx

x2-x2-x+1 x*(x-1) - 1(x -1) (x-1)(x*-1) (x+1)(x-1)>
6x +3 A LB . _C _ A (x-1)*+ B (x+1) + C (x + 1)(x-1)
D1 7 (x+1) " (x-1)2 7 kT (x+1)(x-1)?

_ AW 2x+1)+Bx+B+Cx’-C _ (A+C)x* + (B-2A)x+ (A +B-C)
(x+1)(x-1)? (x+1)(x-1)?

Comparando los términos de la igualdad se obtiene que:
(A+C)x*=0=A +C=0—>[Ec. 1]
(-2A+B)x = 6x = -2A + B = 6 »>[Ec. 2
A+B-C=3-[Ec]
A+C=0 B=9/2

Resolviendo el sistema de ecuaciones: |-2A+B=6 |=|A =-3/4
A+B-C=3 C=3/4

. (6x+3) dx 3/4 9/2 3/4
"[x3—x2—x+1 '[I:x+1 (x- 1)2+ dx

_ |x1| 9

D (6x+3)dx _-3(dx .9 dx 3 (dx
) =) f +4fx—1 ln |x+ 1] 2(x- 1)

X -xt-x+1 x+1 27 (x-1)?

Ejemplo resuelto del caso 3. El denominador se factoriza en factores cuadraticos
y ninguno se repite.

Para este caso, por cada factor cuadratico de la forma ax?>+ bx + ¢ que resulta de la
factorizacion del denominador, le corresponde en la descomposicion del integrando una

fraccion del tipo %. Si ademas, resultan factores lineales, estos se resuelven

como en los casos 1y 2.

f (4x? + 2x) dx =f 2(2x% + x) dx _ o
X438 +4x2+3x+ 1 (x+ 1 +x+1)

(2xX* + x) A B . Cx+D
(x+1)2(x+x+1) T(x+1)? T (x+1) X+x+1

AX+x+D+Bx+1Dx*+x+1)+(Cx+D)(x+ 1)
(x+1)>*(x*+x+1)
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B+O)x*+(A+2B+2C+D)x*+ (A+2B+C+2D)x+ (A+ B+ D)
(x+1)>2*(x*+x+1)

= B+C)x*=0=B+C=0-[Ec. 1]
= (A+2B+2C+D)x*=2x"=>A+2B+2C+D=2—>|Ec.2
= (A+2B+C+2D)x=x= A +2B+C+2D =1 -[Ec. 3]

=A+B+D=0—|Ec. 4

B+C=0 D=1

) ) . A+2B+2C+D=2 A=1
Resolviendo el sistema de ecuaciones: A+2B+C+2D =1 = B =
A+B+D=0 C=2

, (4x> + 2x) dx [ 1 -2 2x+1 ]
"Jx4+3x3+4x2+3x+1 :2f|_(x+1)2 T+ 1) +x2+x+1de

_ dx dx 2x+1
=2 (x+1)? 4J‘(x+1)+2fx2+x+1 dx

=—(xi—1)—4 ln|x+ 1|+21n|x2+x+ 1| + C

Ejemplo resuelto del caso 4. El denominador se factoriza en factores cuadraticos
y algunos se repiten.

Para este caso, si resultan factores lineales estos se resuelven como en los casos 1
y 2,y por cada factor cuadratico de la forma (ax?+ bx + ¢)" que resulta de la factorizacion

del denominador, le corresponde en la descomposicion del integrando una suma de n
; P Ax+B Cx+D Vx+ W
fracciones del tipo: + .
b (ax*+bx +c)" (ax*+bx+c)"! (ax* + bx + ¢)

Eiemplo: [_(2x> +10x-3x2-12)dx _ [(2X°-3x’+10x-12)dx _,
jemplo: | x'+ 8x* + 16 J (x? + 4)?

(2x*-3x*+10x-12) _ Ax+B , Cx+D " (Ax+ B)(x* +4) + (Cx + D)
(x* + 4)? (x*+4)  (x*+4) (x* + 4)?

_Ax¥’ +Bx’+ (4A + C)x + (4B +D)
(x*+4)?
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Igualando los numeradores de ambas expresiones se concluye que:

A=2;B=-3;4A+C=10=C=10-4(2)=2;4B+D=-12=D=0

2x° +10x - 3x*- 12) d - -
o 20+ 10x- 3 - 12) x:I[ 2x-3 2x+0]d :f(32c§+i) dx+f(x22f4)2dx

X+ 8x+ 16 C+4) (2 +ay
2x dx
Ix +4 fx +4 f(x +4)2

1

—+c
x> +4

=|In|x* + 4|-% arc tan(%)—

CActividades de Aprendizaje # 11)

Calcula, en equipo de 4 a 5 integrantes, las siguientes integrales indefinidas aplican-
do el método de integracion por fracciones parciales, y realiza la comprobacion del
resultado mediante derivacion.

dx xdx
—_— = 2. |—2A&Xx -
'[xz—x—12 '[3x2—7x+4
3. I(Sx -4x + 3)dx _ 4, [AZx+1)dx (2x+1)dx
6x*+12x-8 (x*+3x-10)
5 [(Zx+3)dx _ 6. [[5x-2)dx (5x-2)dx
TYoxt+ 62+ 1 X -8x +26

7 f!Zx + 3x* - 4) do =

x*-4x+3

0. J‘4x;3;€-1dx_

1. Ix X2+ x- 1dx—

2x3 - 4x - 8
13 x- X3+ 4x% - 4x

2x>-x+2
15. J-x3+3x2+x

8 J(2x2—3x+ 7)dx
’ xX*-8x+26

2
10, [t Adx

2x°+3x2+ 10x+12
12. } x*+8x* + 16 dx=

8x3 + 13x
14. |y a s

16. f4x -x>+9x+4.5
x® + 18x* + 81x?
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2.3. Otras aplicaciones de la integral indefinida

Con los métodos y técnicas de integracion estudiados anteriormente el abanico de
las aplicaciones de la integral indefinida se amplia considerablemente tal como se mues-
tra a continuacion en los siguientes problemas.

Ejemplo 1: Determinar una funcién y =f(x) cuya derivada sea f'(x) =A2x+1 Yy
que f(4)=15.

Resolucion: con lo estudiado en la unidad 1 se sabe que con la integral indefinida
podemos determinar dicha funcion primitiva y = f(x). Y que:

3 1 3
: +c:?(2x+1)2 +c

F(x) = JWx 7 D) de = [ (2 + 17 dx =L 222 +1)

De donde, la antiderivada o funcién primitiva general (o integral indefinida) de

f'(x)=A2x+1es:

y=f(x)=F(x)=%(2x+1)%+c

Y en consecuencia:

3
2

y=f@=F@)=+2@)+1] +c=15 =c=6 y:f(x):%(2x+l)%+6

Como ya se estudié en la primera unidad de aprendizaje, este proceso de resoluciéon
puede desarrollarse y ser interpretado también de la siguiente manera a partir del con-
cepto de diferencial y de ecuacion diferencial:

Sea la ecuacion diferencial: %:f' (x) =A2x +1

Despejando de la ecuacion diferencial el diferencial dy e integrandolo:

dy="12x+1dx:>fdy='|"\12x+1dx
= y:_f'\/2x+1 dx=%[2x+1]%+c

3
:15:%[2(4)+1]2+c = c=6

1 T
Ly= ?[2x+1] +6
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Ejemplo 2: Determina la funcion y =f(x) tal que f'(x)=xcosx, y f(%):-?’Tﬂ

Resolucion:

F(x)=[xcosxdx=? Integrando por partes:

=uv- [vdu= xsenx-J senxdx=xsenx- (- cosx)+c

. y=f(x)=F(x) = [xsenx + cosx+c|

Para determinar el valor ¢, sustituimos para x =7/ 2 en la primitiva general:

y=f(71/2)=F(Tt/2)=%sen(n/2)+cos(n/2)+c=37n:> c=T

SLy=f(x)=F(x)= %senx+cosx+ﬂ

Ejemplo 3: Después de t segundos, un cuerpo se mueve con una velocidad
v(t)=t "> metros por segundo. Determine la posicion s = s (t) del cuerpo como
una funcion del tiempo, sis=s(0) =0

Resolucion: Si s =s (t) representa la posicion del cuerpo en el tiempo de ¢ seg,
entonces:
s(t) = [v(H)dt = [te”? dt = ? Integrando por partes:

= 2te? - 4e"? + ¢

55 (0)=-200)(1) -4(1) +c=0=>c=4 = s(t)=|-2te" -4 +4|

Ejemplo 4: La tasa de consumo de petréleo al tiempo ¢ es C'(t) = 16 "% miles de
millones de barriles al afio. Si el consumo total de petréleo, del tiempo 0 al tiempo ¢,
es C (t). Calcular la cantidad de petroleo consumido en una década.

Resolucion:

D~ () = dC() = C(dt = C(n) = [(16°)dt =S 0%+ c = 2008 + ¢

= C(O) = 20060'08(0) +c=0 = c=-200
. C(t) = 2006"%" - 200 = 200(e*-1)

= C(10) = 200(e*%19 _1) ~ 245 miles de millones de barriles.
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Ejemplo 5: Si F(x) = ff (x)dx entonces, se puede calcular su integral definida corres-
pondiente en el intervalo a < x < b de la siguiente manera:

[2f G)dx=F (b) - F (a).
A partir de esta consideracion calcular el valor de: I12,4Z”Tx dx=7?
Resolucion: Primeramente calculamos la integral indefinida
_fl”Txdx =?
Resolviendo mediante el cambio de variable: u = Inx = du :%

F(x) :flnTx dx = [Inx (de) =[u du= %uz +c :%(ln x)2+c¢

X Gy = F(2) - F(1/8) = [71— (In 2) + c]— [%(ln %)1 c]z 0.721

Ejemplo 6: Siy = f(x) es una funcion continuay f(x) > 0 en el intervalo a < x < b, en-
tonces el area A limitada por la curva de y = f(x) , las rectas x =a, x = by el eje de las X
puede ser determinada por la siguiente integral definida:

ﬁf(x)dx =F(b)-F(a) ; donde: F (x) = If(x) dx

A partir de esta consideracion calcular el valor del area bajo la curva f (x) = e*+4x en
elintervalo 0 <x<1.

Resolucion: Ya que

f(e"‘ +N% )dx =-e* +%x3/2 + c; entonces:

A=[' (e +47 )dx =[-e-1 + 2"+ c]— [eo + 20" + c]z 3

(Actividades de Aprendizaje # 12:)

Resuelve, en equipo de 4 a 5 integrantes, los siguientes problemas aplicando el cal-
culo de integrales indefinidas.

1. Determina una funcioén y = f (x) cuya derivada sea f' (x) =

1 _
AT IO , 'y que f(5) = 20.

2. Determina la funcion y = f (x) cuya tangente tiene una pendiente m = m para
cada valor de x, y cuya grafica pasa por el punto P (4, 10).
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3. Se lanza verticalmente hacia arriba una pelota con una velocidad inicial de 95 m/seg
desde un edificio de 60 m de altura. Calcular: (a) la altura a la que se encuentra la pelota,
con relacion al nivel del suelo, después de 2 y 7 segundos de haber sido lanzada, y (b)
el tiempo que tarda la pelota en llegar al suelo.

4. Se ha determinado que la poblacién P (t) de una colonia de bacterias, ¢t horas después
de iniciar la observacion, tiene una razén de cambio de P'(t) = 350 '8 + 2203, Si la pobla-
cion era de 250,000 bacterias cuando se inici6 la observacion, ¢ Cual sera la poblacion
20 horas después?

5. Calcular las siguientes integrales definidas:

a) | o %: b) fn’; . €08 3x - e dy =

Niox

6. Calcular el area debajo de la curva de la funcion f (x) = sen 2x en el intervalo
0<x<m/2.

7. Calcular el area debajo de la curva de la funcion f (x) = 4x en el intervalo 0.5 <x <1.
8. Calcular el area debajo de la curva de la funcion f (x) =425-x* en elintervalo -5 < x <5.

9. Un bidlogo determina que la altura de un cierto tipo de arbol crece a una razén de
H(t) = 0.2t + A/t pies/afio. Si cuando se planté el arbol éste tenia una altura de 2 pies,
¢cual sera su altura en metros dentro de 15 y 30 afios?

10. En cierta ciudad el nivel de ozono L(t) alas 7:00 a.m. es de 0.25 ppm. Una prediccién
del clima anticipa que el nivel de ozono t horas mas tarde cambiara a una tasa de:

0.24 - 0.03¢
L() = ——— ppw/h

N36 + 16t - 2

a) ¢ Cudl sera el nivel de ozono a las 10:00 a.m.?
b) ¢en qué tiempo el nivel de ozono sera maximo?
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UNIDAD DE APRENDIZAJE Il

CAMBIOS ACUMULADOS E
INTEGRAL DEFINIDA

Competencia de unidad: Calcula numéricamente y mediante el teorema
fundamental del célculo las integrales definidas, y las aplica en el calculo
de areas.

wnN

COMPETENCIAS DISCIPLINARES A DESARROLLAR

Construye e interpreta modelos mateméticos mediante la aplicacion de procedimientos y
operaciones aritméticas, algebraicas, geométricas y variacionales, para la comprension y
andlisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Argumenta y comunica la solucién obtenida de un problema, con métodos numeéricos, gra-
ficos, analiticos y variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las
tecnologias computacionales, informaticas y de la comunicacion.

Analiza las relaciones entre dos 0 mas variables de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes del es-
pacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientifi-
CcOoS.

CONTENIDO TEMATICO:

3.1.Cuantificacion de cambios acumulados: Calculo por métodos algebraicos y geométricos de

areas bajo curvas, y de distancias recorridas por cuerpos que se mueven con velocidad variable
en un intervalo de tiempo.

3.2. Area e Integral definida: Concepto y definicion de integral definida y sus propiedades. Interpre-

tacion geométrica (como area bajo una curva) y fisica de la integral definida.

3.3. Teorema fundamental del Calculo: Calculo de integrales definidas.
3.4 Aplicaciones de la integral definida: Calculo mediante la integral definida de areas bajo y entre-

curvas.
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Unidad de aprendizaje Il

Cambios acumulados e integral definida

3.1 Cuantificacion de cambios acumulados: el problema del areay
la distancia.

Como recordaras, en las referencias historicas de esta unidad se hablé del calculo
del area en figuras no elementales, en especial el area bajo la grafica de una funcién, y
se dijo que habia sido un problema de gran importancia desde tiempos remotos. De las
soluciones encontradas a dicho problema nos ocuparemos en esta unidad.

El problema planteado es calcular el area A comprendida entre la grafica de una fun-
cion f(x) > 0, el eje X y las rectas verticales x =a y x = b. (Ver figura 3.1)

//\y&/
/ A=?

0 X=a x=b

Figura 3.1

> X

Una solucién aproximada al calculo de esta area se puede obtener dividiendo pri-
mero el area en rectangulos por debajo o por encima de la gréfica de f (x), después cal-
culando el area de cada uno de ellos y finalmente sumando todas las areas tal como se
muestra en las figuras 3.2 (a) y 3.2 (b) de abajo:

/

d [

Figura 3.2 (a) Figura 3.2 (b)
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Obsérvese como la aproximacién se puede mejorar aumentando el nUmero de rec-
tangulos, y como en la figura 3.2 (a) hay un error por defecto y en la figura 3.2 (b) el error

es por exceso. De donde se deduce que:

Ejemplo 1: Aplicando la idea anterior calcular de manera aproximada el area A com-
prendida entre la grafica de la funcion y = x, el eje X y las rectas verticalesx =0y x = 1.

Resolucion: En las figuras de abajo se puede observar que la figura geométrica que
resulta al hacer la representacion grafica de este problema es la del triangulo cuya area
puede ser calculada inmediatamente por la férmula ya conocida:

A= basexaltura _ 1x1 _1 _ 8 0.5

2 2 2 16

Sin embargo, para ilustrar el poder, generalidad y funcionalidad de la idea de las
aproximaciones mediante rectangulos la calcularemos a continuacion mediante este
nuevo procedimiento.

Figura 3.3

N

N[

Mlw
-

Al dividir en cuatro partes iguales a la base del triangulo, se forman los rectangulos,
unos por debajo de la recta y los otros por encima de la recta (ver figura 3.3). Si cal-
culamos el area aproximada del triangulo en base a los tres rectangulos por debajo de la
recta se obtiene que:

DGEP-UAS 69



CALCULO INTEGRAL UNIDAD III

Rectangulos . Y yz(zltura) Base Area
B EEE N R
S Il B S I i O s
s 4]t A bt

Sumatoria de las dreas parciales:

3
- — 1 . 1,3 _ 6
A _iglAi_A1+A2+A3_16+8 *16 ~16

Véase que de esta manera encontrar el area bajo la curva no fue lo mas exacto,
pero si una manera aproximada que puede mejorarse aumentando el nimero de rectan-

gulos, ya que se pierden 1% del area real. Obsérvese también que el area faltante esta

en los cuatro pequefios triangulos que estan entre la recta y los rectangulos y cuya suma
de &reas no fueron contabilizadas, y que equivalen al faltante como se muestra en los

siguientes célculos:
L|Ilyll|= 371 =2

Si ahora calculamos el area del triangulo en base a los cuatro rectangulos que so-
brepasan la recta, se obtiene que:

Rectangulos " 4 y= (zltura) Base Area
BN T
2 |4+ | 3 [t
R
] 4 | b
) Sumatoria de las dreas parciales:
A+ :i:ZIAi = A1 +A2+A3 +A4:1_16 +% +%41;46 =%
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Véase que en este caso se ganaron 4/16 con respecto a la primera aproximacion
y 2/16 con respecto al area real. Obsérvese también que ahora el exceso de area esta
en los cuatro pequefios triAngulos que estan sobre la recta y cuya suma de &reas fueron
contabilizadas demas, y que equivalen a los 2/16 de exceso. En conclusién el area real
se encuentra entre ambas areas, es decir:

_6_ + 10
A == <A<A T

En tanto que el &rea promedio de las dos areas aproximadas es:

6 .10 16
A__l6"16 _ 16 _1 _
A== ‘z‘A

Como ya se dijo estos calculos pueden aproximarse tanto como se desee al area
real aumentando el nimero de rectangulos ya sea por abajo o por arriba de la curva. Asi,
dividiendo en n partes iguales el area bajo la recta y en el mismo intervalo, entonces el
area del triangulo en base a los rectangulos por debajo de la grafica sera:

2 y=x Area
Rectangulo Base
g X y (altura) (base x altura)
1 1 1 1
1 n n n n?
2 2 2 1 2
n n n n?
3 3 3 1 3
n n n n?
4 4 4 1 iz
n n n n
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
22 n-2 n-2 1 n-2
. n n n nz
- n-1 n-1 1 n-1
n-l n n n n’
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De donde, la suma total de las areas de los n-1 rectangulos sera:

A =% (LJ[I_) =Ll,2,3,4,5, 4020l
i=1\ 1N

=—[1+2+3+4+5+..+(n-2) + (n-1)]

1
n
1 |[ntl _n+l
| (5] -5
Para mejorar la aproximacion hasta el maximo aumentamos (imaginariamente) el
numero de rectangulos hasta el infinito, lo cual implica que:

a1 ( 1

+—= 1 +=—
A=LimA_=Lim(—n+1J=Lim A | n(_-1+0 _1
n—oo n—>oo 2n n—>oco 2E n—»ook 2 2 2

Comparando las areas obtenidas, por la formula del triangulo, el area promedio de
los rectangulos y por esta ultima que la encontramos a través de limite de la sumatoria de
las areas de los rectangulos, encontramos y corroboramos que el area encontrada para
los tres casos es la misma. ¢ Sera una simple coincidencia?

A continuacion resolveremos un caso mas complicado en el cual no se conoce el re-
sultado de antemano y donde se aprecia mejor la pertinencia de este método de aproxi-
maciones sucesivas infinitas.

Ejemplo 2: Calcular con la mejor aproximacion posible el area A comprendida entre
la grafica de la funcidn y = x* , el eje X y las rectas verticales x=0y x = 1. (Ver figura 3.4)

Resolucion:

NI

N

Alw
-

Figura 3.4
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Rectangulo . v ;(t:ltura) Base Area
S 5 e O S
RS
R

Sumatoria de las dreas parciales:
3
A :i§1Ai = A +A +A; :é +%+% :%

= x? .
Rectangulo v Base Area
x y (altura)

Lo (AL 1 _1

1 4 (4 ]Z =16 4 A Tos
2 2)_4 1 -4

e 4 (4 ]Z =16 4 A =54
3 32 1 -9

3 4 (4 JZ =16 4 A =54
4 40 _ 1 =L

4 4 (4 JZ‘ 1 4 A=y

Sumatoria de las dreas parciales:
4
r_ _ 1 .4 .9 1 _15
AT =ZA S A A A A g e e

Por tanto: A~ :3L2<A <At =%

7 15 22
| — A +AY 3t 5
Y el rea promedio es: A = 5 =32 5 32 _ 322 =é—i=0.34375z3i
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Ahora si dividimos en n-partes iguales el intervalo 0 < x <1y calculamos el area me-
diante la suma de los rectangulos por arriba de la curva cuando el numero de ellos crece

indefinidamente el resultado es:

_ 2 i
Rectangulo Y Base Area
x y (altura)
1 . 1 L
1 n n® n n’
2 2 4 1 2
n n? n n?
3 3 2 1 32
n n? n n?
[} [ ) [ [ ] [ ]
[} [ ) [ [ ] [ ]
[} [ ) [ [ ] [ ]
o n L n’
n n n? n n’

Entonces la suma de las areas es:

A= 1112 +2—2+3—2+ 4 I,

Pero:S=1+2%+ 32+ 4% + ... + n> =120 +61)(n+1) )

De donde:

At 1z(n(2n+1)(n+1)] (20 +3n+1) _
n’ 6 } 6n’

Jim A _5%(2+L+L2]:;+0+0:

n—>co

=~ +.. +i:r}—3(1+22+32+42+...+n2)
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Generalizando y formalizando el procedi-
miento anterior para calcular areas bajo una cur-
va, podemos establecer que para determinar el
area bajo una curva dividamos el intervalo [a, b]
en n subintervalos iguales Ax = x-a, Ax, = x—
x,., Ax_=b-x_ donde cada uno de ellos sera la
base correspondiente a uno de los rectangulos
los cuales podrén estar por arriba o por debajo de
la curva, mientras que la altura de dicho rectan-
gulo vendra dada por el valor de la funcién para

algan valor de x dentro de cada subintervalo, o sea y en particular y. = f (x,). De donde
podemos escribir el area aproximada por » rectangulos S, bajo la curva como la suma
de las areas de todos los rectdngulos de la siguiente manera:

S, = f )Ax, + £ (x,) Ax, + ..+ f(x, )Ax,  +f(x,)Ax, =3 f (x)Ax,

Esto nos permite visualizar que si consideramos un numero infinito de subintervalos
en que se divida el intervalo [a,b] entonces,cada Ax, sera cada vez mas pequefio, Ax.— 0,
y tendremos cada vez mas rectangulos llenando el area bajo la curva, y en consecuencia
el area definida por la suma se aproximara cada vez mas al area total buscada hasta
llegar a ser igual a ella, es decir:

A :Alxiirpo Sn :Ag—r}% i;f (xi) Axi

Lo cual nos indica, que el area real puede ser determinada mediante el calculo del
limite de la sumatoria de las areas de los rectangulos usados en la aproximacion.

El célculo del limite anterior también se presenta en el problema de calcular o de-
terminar la distancia recorrida por un cuerpo que se mueve a lo largo de una curva, con
velocidad variable v = f (1), en el intervalo de tiempo entre t =ay t = b.

Supongamos que la funcion v =f(t) es continua, o sea, que en intervalos pequefios
de tiempo la velocidad solo varia ligeramente. Se divide el intervalo [a,b] en n partes de
longitudes At , At,,At, ..., At . Para calcular un valor aproximado de la distancia recorri-
da en cada intervalo At,(con: i =1, 2, 3, ..., n) vamos a suponer que la velocidad en este
intervalo de tiempo es constante e igual a su verdadero valor en algun punto del mismo
intervalo, en particular para t,. Luego, la distancia total recorrida estara expresada aproxi-
madamente por la siguiente suma:

S, = DAL + F(6) Aty + .+ f(£, DAL+ F (L)AL = X F ()AL,

De donde, el valor real de la distancia recorrida en el tiempo b - a, sera el limite de
tales sumas para subdivisiones cada vez mas finas o un numero infinito de ellas, o sea
cuando At,.— 0, en consecuencia:

S=limS =lim Y f(t) At,

At—>0i=1
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1.

(Actividades de aprendizaje #13:)

Completa el siguiente cuadro y menciona que representa geométricamente en cada
calculo A*:

Rectangulos | A* :%4_ 6Ln + é Interpretacion geométrica A*

n=1 A=
n=38 At =

n=20 At =

n =50 At =

n =80 A=

n=100 |A*=
n=7¢ At=033

Aplicando el método de aproximaciones rectangulares sucesivas, y considerando que

. . . - .5 n*(n+l)?
la suma de los cubos de los primeros n nUmeros naturales es igual a le =7
=

calcular el area A comprendida entre la grafica de la funcion y = x* , el eje OX y las

rectas verticales x=0 yx=1.

(a) Mediante 2 rectdngulos  (b) Mediante 4 rectangulos
(c) Mediante 8 rectangulos (d) Mediante un "namero infinito" de rectangulos

Investiga como puede aplicarse este método de aproximaciones sucesivas pero con
triangulos, en lugar de rectangulos, en la determinacion de la férmula para calcular
el area de un circulo.

En la siguiente tabla se muestra las velocidades promedio que alcanza una persona
en una bicicleta en diferentes intervalos de tiempo

Horas Velocidad promedio (km / hora)
06: 00 - 07:00 20
07:00 - 08:00 16
08:00 - 09:00 14
09:00 - 10:00 12
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(@)
(b)

horas.

Dibujar una grafica que represente las velocidades promedio en el tiempo.
Calcular la distancia total recorrida por la persona entre las 06:00 y las 10:00

5. Una persona deja caer una pelota desde lo alto de un edificio, y ésta tarda 5 se-
gundos en llegar al piso. ¢ Qué altura tiene el edificio, si consideramos que la unica fuerza
gue actua sobre la pelota es la fuerza de gravedad?

Nota: resolverlo como un problema de areas.

6. Calcular la distancia recorrida por un automovil de carreras que se mueve en el
intervalo entre 0 y 1 minutos con velocidad variable segun la funcion v = .

3.2

El area y la Integral Definida.

Para comenzar se utilizara un lenguaje y una simbologia que posteriormente se

precisara mejor.

Si f(x) = 0, el area comprendida entre el eje
X, la grafica de la funcion f (Ver figura 3.5) y
las rectas verticales x=ay x =Db se denota:

S2(f (x))

y se lee area de fentreay b.

yn

y=f ()

S (f (x))

Figura 3.5

»

X=a

>

x=b X

Algunos ejemplos de aplicacién de esta nueva notacion para el area de figuras ele-
mentales conocidas por ti, son las funciones representadas en la Figura 3.6.

Figura 3.6
a)
fl(x):3

+ + o+ 4+

A

0 + 2 + + + o+ 7 +

+ + + + + o+ o+ +

S (3)=15

b)

A

fz(x)=—x+ 6

+ C)

+ o+ + + +

S(-x+6)=8

A

fa(x): x?

\

Six)=1

Ademas, usando la integral indefinida también se puede escribir que:

S1(3) =3 dx]; = 3x + c|=[3(7) + c]-[3(2) + ¢]=15

S3(x+6) = [(x+6)dxl; = [+ 6x + e[y = [+ 6(6) + c]-[Z-+ 6(2) + c]=8
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En los ejemplos a) y b) la funcion dentro del simbolo para el area es una funcion
lineal cuya grafica es la recta que limita por arriba a la superficie de la figura sombreada.
Por ejemplo, la primera es la recta de ecuacion y = 3, y se trata del area de un rectangulo
de base cinco (5=7-2) y altura 3. Utilizando la férmula conocida se tiene que el &rea de ese
rectdngulo es 15, y se halla multiplicando la base por la altura del rectdngulo (A=5x3=15).

La segunda es la recta de ecuacion y = -x + 6 , y se trata del area de un triangulo de
base cuatro (4=6-2) y altura 4. De igual modo que en el ejemplo anterior, en este caso el
area del triangulo (mitad del producto de la longitud de la base por la altura), que en este
casoes (4x4)+2=8.

En el Ultimo ejemplo, se trata del area que se forma debajo de la parabola de ecua-
cion y=x? en el intervalo de 0 a 1, y cuyo resultado ya fue determinado (en la pagina 74)
apartir de la suma acumulada de un numero infinito de rectangulos.

Los resultados de estos tres ejemplos muestran la estrecha relacion que existe entre
el calculo de areas y el calculo de integrales indefinidas, o que nos permitira mas ade-
lante definir una funcion de area apartir de la cual se demostrara formalmente la relacién
gue existe entre el calculo diferencial y el célculo integral.

Para continuar este analisis introductorio hay que darle sentido a la nueva notacion
introducida utilizando los conceptos ya conocidos. La relacion la establecemos mediante
un nuevo concepto al que se denominara integral definida.

Definicion 1

Sea f(x) una funcién continua en un intl()-:-rvalo I, se llama Integral definida
de f desde a hastab (a,b e I) y se denota | f{x)dx al nimero

J.f(x)dx = F(b) — F(a)

donde F es una primitiva cualquiera de f, a y b son limites de integracion.

Esta definicion es correcta pues la expresion F (b) - F (a) no depende de la primitiva,
en efecto si G (x) es otra primitiva de f (x), tenemos:

J. fxax = G(b) — G(a)
= [F(b)+c]-[F(a)-+c]
= F(b) — F(a)
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Con respecto a la notacion ya conocida para las integrales indefinidas podemos re-
tomarla ahora para la integral definida, solamente que en este caso aparecen los limites
de integracion, tal como se muestra en el esquema de abajo.

Integral definida

* dx: indica que x es la variable con
respecto a la cual fes derivada.

Ies el

simbolo integral

J. flx)dx

* f (x): es la funcién subintegral

*ay b sonlos limites de integracion.

f(x) dxes el integrando

Con esta definicidn sobre la integral definida, y retomando lo estudiado en el epigrafe
anterior, resulta claro que también podemos escribir la siguiente expresion de igualdad:

A=limS =limY f(x) Ax, = [ fix)dx

Ax;—>0 i=1

La cual pone en evidencia que detras del concepto de integral definida esta un pro-
ceso de calculo aproximado de area mediante la determinacion de un limite al infinito.

Veamos ahora como se relaciona esta definicion de integral definida con los ejem-
plos introductorios de calculo de areas.

Ejemplo 1. El del area del rectangulo.
Yaqué: [3dx=3x+c
En este caso se tiene, usando la definicién y el hecho de que 3x es una primitiva de
y =3, que: : ;
[, 3dx=3x+c| =[307) +c]-[3(2) +c]=21-6=15

Es el mismo resultado que se obtuvo mediante la férmula conocida para el area de
un rectangulo.

Ejemplo 2. El del area del triangulo.

En este caso se tiene que la primitiva de f(x) =-x + 6 es:
F(x) = [(-x + 6)dx = -22é+ 6x + ¢

IE('X+6)dX= -%+ 6x + c|z=?
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Esto es, se escribe la primitiva y se indican los limites de integracion, luego se
evalla la funcion y se efectla la diferencia indicada. La notacion de la barra con el 6y
el 2 se utiliza para indicar que se debe evaluar la primitiva en 6 y restarle la evaluacion
en 2, donde 2 y 6 son los limites de integracion. Calculando:

[3(-x +6)dx = -(x?z)+ 6x+c|z =[-%+ 6(6) +c] [ZL)Z+ 6(2) + c]

=—32—6+36+c—(—%+ 12+c)=-18+36-10=8
De nuevo se obtiene el mismo resultado que utilizando la formula conocida del area
del triangulo.

Nota: Obsérvese como al calcular una integral definida la constante de integracion
de su funcion primitiva correspondiente siempre se elimina, por lo que se puede prescin-
dir de ella en los calculos.

Hasta aqui se ha introducido un nuevo concepto, el de Integral Definida y en algu-
nos ejemplos introductorios se ha calculado con dichas integrales el area debajo de la
grafica de la funcion del integrando en el intervalo determinado por los limites de inte-
gracion.

Con ello se ha visto, a modo de introduccion, la posibilidad de utilizar dicho concepto
en el calculo de areas lo que sera fundamentado en el epigrafe siguiente y que de ma-
nera intuitiva utilizaremos en este epigrafe para ilustrar mas claramente. Veamos otros
ejemplos de calculo de integrales definidas.

Ejemplo 3. Calcula la integral definida: ffxzdx

Resolucion: Como F (x) =[x?dx =3 x’ + ¢, tendremos que
L3 _1.3P_1ryas _é
s flxzdx—.,)x3 =331 = 3

A partir de la experiencia con los ejemplos introductorios podemos interpretar que el
area debajo de la parabola y = x* en el intervalo de 1 a 3 es 23_6 .

Laregién cuya area estamos postulando
es la que aparece sombreada en la figura 3.7.

Mas adelante fundamentaremos esta
afirmacion.

Figura 3.7
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El proceso para calcular integrales definidas se puede sintetizar en la siguiente regla
gue también se le denomina Regla de Barrow, en honor al te6logo y matematico inglés
Isaac Barrow nombrado en las referencias histéricas iniciales.

Regla de Barrow

Pasos para calcular la integral: I:f(x)dx
a) Se busca una primitiva F(x) de f, Entonces: F(x) = If(x)dx
b) Se calcula F(b) y F(a) y se calcula la diferencia F(b) - F(a)

c) Se hace [ f(x)dx = F(b) - F(a)

Las funciones para las que se puede calcular la integral definida desde x=a hasta
x=b se llaman integrables en el intervalo [a,b]. De la definicién 1 resulta entonces, que
las funciones continuas son integrables.

Las integrales definidas conservan las propiedades de las integrales indefinidas.

Teorema 1

Si f y g son funciones continuas en un intervalo I; (a,b € I), se
cumple:

a) Paratodoc € R; I:cf(x)dx = cf:f(x)dx
b) [T £ (x) + g(x)] dx = [ f (x)dx + [} g(x)dx

C) fl;f(cx +d)dx =%F(cx +d) : ; donde F'(x) =f(x)

Estas operaciones resultan inmediatamente a partir de las propiedades de la integral
indefinida.
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Ejemplo 4. Calcula las siguientes integrales definidas:

a) fz 2x*dx b) ﬁ(xl-i-x_lz]dx
Resolucion:
a) [;2xdx =2} dx =25 3: > [%ML _486

/2

c) [7 " cos2x dx =2L sen2x

0

21

d)[ sen x dx = - cos x

/2

o) J1” cos2x dx

(sen 7 -sen 0) =

=-[cos2m-cos (m/2)]=-(1+0) =-1

d)[ 7 sen x dx

-—|=1.2

b) ﬁ(xL +x—12) ( ) dx + [ ( ) =Inx —xl‘j=[ln2 -%] —[lnl— 1
ZL 0

En el ejemplo 4d anterior puedes apreciar que el valor de la integral definida también

puede ser un numero negativo. Eso
sucede cuando la funcién es negativa
en un intervalo dado. En este caso no
representaria el area geométrica de-
terminada por la grafica sino un “area
con signo” como en la figura 3.8.
Esta idea se desarrolla en el epigrafe
siguiente.

Las integrales definidas poseen
otras propiedades que dependen del
intervalo tal como se muestra en el teo-
rema 2.

Figura 3.8

Teorema 2.

Si y = f (x) es continua en el intervalo (a, b), y ademas a < c < b, entonces se
cumple:

1) [° f(x)dx=-[°f(x) dx ; Si se intercambian los limites el valor de la
integral cambia de signo

2) fi’f(x)dx = [ f(x) dx + f'jf(x)dx ; La integral se puede calcular por tramos
o0 subintervalos del intervalo principal

Este teorema no lo vamos a demostrar, pero su demostracion es muy sencilla utili-

zando de nuevo las propiedades de la derivacion.
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CActividades de aprendizaje #1SD

1. Enelejemplo de la figura 3.6¢ de la parabola (pagina 77), expresa el resultado usan-
do la integral indefinida tal como se hizo en los casos 3.6a y 3.6b.

2. Aplica la integral definida para calcular el siguiente limite:

i 1 2 .3 4 -2, n-1
Lim( L+ 2+ vbs . o020l

3. ¢Cumple la integral [‘—1 dx con las exigencias de la definicion?
¢ gral), g
X

4. ;Cudles de las siguientes igualdades son correctas? Justifica (sin efectuar el calcu-
lo).
a))ff (x-Ddx = (1-x)dx
b) [2x*dx = [Txdx = [ (x* + x?)dx
¢) [Z6x*dx = [} 6x°dx = [ x*dx
d) [23dx + [1x2dx > [[(x*+x%)dx
e) [ x2dx + [x*dx + [x2dx = 0

5. Enequipo de 3 a 5 integrantes calcula las siguientes integrales definidas, y comprue-
ba el resultado con un procesador.

1J (-2 +10x -vx ) dx = 2)[° (x* 223+ 2)dx =
a7 de= 4)f327fz_—1dx =
5)[[ A dx = 6)f 2t dx =
Nty da = 8} eosrardx =
9)[(9x - 5)*dx = 10)y§x<§_xﬁ -
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/5 g@sen 5x _ 7 5 B
11)[; SecEr dx = 12)[, 7 (5 + x sen x )?dx =
13)f, I e = 14)f" V%dx:

1 dx 3
IS)IOW: 16)_[0de:

17)[7" sen® 2x cos 2x dx = 18)f;sen4x dx =
19)]3«/1 T+ 42 dx = 20)]?(103@%)@6:
21)[7* cos*x sen x dx = 22)[A25 + X dx =

L x?dx 1 dx _

23, L+x 29, (1+x)2+4x+1

(4x% + 2x) dx

25, C+ D)(P+2x+1) 26, % Ine dx =
27)f %% Inx dx = 28)[}x% e dx =
29)f, e senx dx = 30)f, 5% cos x dx =
31)f7x? dx = lim [} x? dx ]= 32) [T T da=

6. Calcular el area limitada por la recta y=3x + 5, el eje X y las rectas x = -1y x =4.

7. Calcular el area limitada por la pardbola y =3x*+ 3, eleje X ylasrectas x=-1y x=3.

8. Determinar el area de la region R bajo la curva y = x* -2x* + 2 en los intervalos:
(a) -1<x<0 (b)0<x<2 (c)-1<x <2

9. Determinar el area de la region R bajo la curva y = 1 + x en los intervalos:
a)0<x<2 (b)2<x<4 (c)0<x <4

10. Determinar el area de la region R bajo la curva y = 425 - x% en el intervalo -3 <x <5.

84 DGEP-UAS



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

11. Determinar el area de la region R bajo la curva y = sen x en el intervalo 0 < x < 7.

I1/2 y

3.3 Teorema fundamental del calculo.

En este epigrafe fundamentaremos la relacion entre area e integracion. Para ello
definiremos una funciéon que se le denominara funcion area debajo de la curva y la
denotaremos A(x).

Teorema 3
Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a,b] y definimos la funcién area A(x)
tal que: §
A(x) =S(f(x)=[.f(x)dx ; conx e [a,b] entonces:
a) A'(x)=f (x) paratodo x € (a,b)

b) [, f(x)dx = F(b) - F(a)

Una consecuencia de este teorema es que el area de la region comprendida entre
la grafica de la funcidon y el eje X desde a hasta b (a<b) se calcula mediante la integral
definida: fif(x)dx, lo que fundamenta las afirmaciones de la introduccién y nos permite

calcular &reas que antes no podiamos calcular, y de una forma relativamente comoda.

Como te informamos en las referencias histéricas de esta unidad, este teorema co-
nocido como teorema fundamental del calculo fue demostrado por el matematico ale-
man Gottfried W. Leibniz (1646-1716) y con él probo que la derivacion y la integracion
son inversas.
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Demostracion del Teorema 3: A y=f(x) A (x+h)-Ax)
Quererpos calcular la derivada de la funcién -
A(x)=S_(f (x)) representada (Fig. 3.9).
Para ello usemos la definicion /
de derivada y calculemos el limite: A(x)

lim A(x+h;l- Alx) _ ° R

h—> 0 0 a x\"h""§c+h b

como:
Figura 3.9

A(c+h)-AG)=82" (f (x))-Ss (f (x))=S" ( f (x))

es el area de la region rayada que esta comprendido entre el eje X y las verticales x y
A(x+h) - A(x)
h

xt+h y es el cociente entre esa area rayada (una especie de trapecio con

el lado superior curvo) y su base que es x+h-x = h.

El cociente es entonces la “altura media” que estara comprendida entre f(x) y f (x+h)
y serd mas proxima a f (x) cuanto menor sea h. Por tanto el limite del cociente, cuando
h tiendeaOes f(x):

A’ (x)= }}H} A(x+h21_A(X) = f(x)

Ahora bien, como A(x) es una antiderivada o primitiva de f(x) resulta que:
Ax)=F (x) +c

donde F (x) es otra antiderivada de f (x). Por otro lado para x=a se tiene que:
A(@)=[f(x)dx=F(a) +c=0 = c = - F(a)

- A(b)= F(b) + c = F(b) - F(a):fjf(x)dx

[, fix)dx
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Ejemplo 5. Calcula el area de la region limitada por las rectas y =5x; x =2y el eje de
la abscisas.

Resolucion: A y=>5x

Figura 3.10

— x=2

Como f(x) > 0, para toda x entre 0 y 2 (Ver figura 3.10) se tiene que:

fszdx = szxdx = 5(%x2)

2
= 5(%- 22-0)=5(2) = 10u?
0

3.4 Aplicaciones de la integral definida al calculo de areas.

Hasta ahora has visto como utilizar la integral definida para calcular el area de una
superficie plana limitada por las rectas x=a;x=b (a<b), el eje de las abscisas y la grafica
de una funcion f(x)> 0 continua para todo x de su dominio.

En esos casos el teorema fundamental del calculo permite calcular dicha area. Si la
funcion es negativa entonces el area se calcula mediante el valor absoluto de la integral
o de la funcion.

Como pueden observar, este teorema exige que se conozcan los limites de integra-
cion, y no siempre esa condicién se cumple, 0 sea que se nos presentan situaciones en
donde no estan dados esos limites. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Calcula el area de la region comprendida entre la curva y =-x>*+4 y el
eje de las abscisas.

Resolucion: En este caso no se indican los limites para el calculo del area. La figu-
ra 3.11 ilustra que la grafica corta al eje “X” en dos puntos y el &rea comprendida entre la
graficay el eje “X” esta limitada por esos puntos; luego, debemos comenzar por calcular
los puntos donde la grafica corta al eje “X”, es decir, los ceros de f. Ya que sobre el eje X,
y =0, entonces: -x* + 4 = 0, de donde x = + 2, luego los limites de integracion son -2 y 2.
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En estas condiciones ya podemos apli-
car el teorema fundamental del calculo.
El area seria:

A=[ (- +4) dx :[_%L, 4x]2

)

Figura 3.11

Un analisis que se puede hacer a partir
de la funcion (y =-x? + 4) dada en el ejemplo
anterior es que si reflejamos su grafica en
el eje X, obtenemos la grafica de la funcion
y=x*-4.En lafigura 3.12 aparece rayada
su area en el intervalo de -2 a 2.

Figura 3.12

Observen que el area rayada corresponde a una integral negativa, pero como el
area de una regién no varia al reflejarla en una recta, este resultado puede ser utilizado
para calcular el area comprendida entre la grafica de una funcién continua, positiva o
negativa, y el eje “X”; basta utilizar el valor absoluto. (Ver figura 3.12)

A=+ 4) de=| [} (- 4)dx|= 7 | 22 - 4] dx
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En general se tiene que el area A limitada por la grafica de una funcion con-
tinua f(x), el eje “X” y las rectas x=a, x=b esta dada por:

A =[] f(x)ldx

No obstante esa no es la Unica situacion que te vas a encontrar. Por ejemplo te pue-
des encontrar otros casos como el siguiente.

La grafica de la funcidn corta al eje X en un
punto (hay un cero de la funcién) y esté limitada por
dos rectas que cortan al eje X en los puntos a y b. b
Observa en la fig 3.13 que en ese caso el resultado
de la integral no representa al area buscada pues

una parte es positiva y la otra negativa. .
Figura 3.13

Lo anterior es debido a las compensaciones que se producen de las partes positivas
con las negativas como se muestra en la figura 3.13.

En los dos casos siguientes la parte de la figura 3.14 representada corta en dos
puntos al eje X, o sea, cada una de ellas tiene dos ceros en el intervalo [a,b]. Quedan
entonces determinadas regiones que corresponden a resultados positivos y negativos
de las integrales respectivas, y de nuevo no representan las areas buscadas.

Figura 3.14

La forma correcta de proceder en estos casos es calcular por separado las inte-
grales de los diversos sectores y posteriormente sumar sus valores absolutos.

Es decir la solucion es calcular el &rea “a trozos” tomando la integral de la funcion
si el &rea es positiva y el valor absoluto de la integral de la funcién si el area es negativa.
Luego se suman las areas obtenidas para obtener el &rea total.
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En la figura 3.15 se ilustra que para calcular el area A es necesario descomponer el
intervalo de integracion en subintervalos, segun la funcién cambie de signo.

y
y=1(x) y=1f) | Figura 3.15
y=fx)

y=f(x)

El area total es, entonces, una suma de areas:

A= fx)dx-f7 f(x)dx+ . fx)dx

Observa que los limites de integracion son las abscisas x=a y x=b, y l0os puntos de
corte de la curva con el eje X, o sea los ceros de la funcidén en ese intervalo. Si no
estan dados debes calcularlos.

Ejemplo 7: Calcular el area de la region comprendida entre la grafica de y=senx y
el eje “X” enelintervalo [ 0, 2n]. La gréfica seria como la siguiente (fig. 3.16) :

Figura 3.16

Resolucion: hay que analizar el signo de y = sen x, sabemos que:

Sixe[0,n],senx >0 Yy Sixe[n,2n],senx <0
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Luego hay que descomponer el intervalo de integracion en dos subintervalos. Para
encontrar el limite de integracion que falta (se conocen 0 y 27t ) se tiene que determinar
el cero de la funcién en ese intervalo pues es donde la funciébn cambia de signo. Este es
7 pues sen 7 = 0. Entonces:

b 2n
A = [sen x dx + ‘f sen xdx‘= -cosx [y +cosx [F=-(-1-1) + (1-(-1))=4u?
0 s

Ejemplo 8: Calcula el area de la region comprendida entre el grafico de la funcion
f(x)=x-x*-2x yel eje “X”

Resolucion: Para calcular el area debemos analizar donde la gréafica corta al eje “X”.
Como en este caso no tenemos la grafica debemos calcular donde la funcion cambia de
signo, o sea, los ceros de la misma:

x*-x*-2x=0,0seax (x-2)(x+1) = 0de donde se tiene que

x,=-1;x,=0;x,=2que son también los limites de integracion.

El &rea debe calcularse de -1 a 2 porque en ese intervalo la funcion limita un area con
el eje “X” (fig. 3.17) pero hay que tener en +
cuenta que hay un cero intermedio que es +
X, = 0. I T I

Figura 3.17

Vemos que f es no negativa en [-1, 0] y no positiva en [ 0, 2], (fig. 3.17)

Luego el area buscada se calcula mediante la integral:

0 2 3 2
A = [ (5- x-2x)dx - [(x*-x2-2x)dx = %— E sz— (% - x? - xz)]
-1 0 -1

3 0
oo o] g 3+)
~54)-

Observa que los ceros encontrados, hay que ordenarlos de menor a mayor para utili-
zarlos como limites de integracion.

En este ejemplo, la grafica de la funcién es la siguiente (Figura 3.18):
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Figura 3.18

Por lo general no te van dar la grafica de la funcién a la que le debes determinar su

area. Si la representas eso te ayudaria a orientar el calculo que debes hacer.

(Actividades de aprendizaje #14D

1.

En los siguientes ejercicios, traza la grafica correspondiente y luego, auxiliandote del
calculo integral, determina el area.

a) limitada por la recta y =2x, el eje X y larecta x =6
b) limitada por la recta x + y =10, el eje X y las rectas x =2y x = 8.

c) Comprueba cada resultado de los incisos anteriores, hallando el area por la for-
mula estudiada en geometria.

Traza las graficas de las funciones siguientes y calcula en cada caso el area de la
region limitada por el grafico de la funcion, el eje X y las rectas x =ay x=b donde a
y b son los extremos de los intervalos dados.

a)y=x’ [-4,-2]
b)y=x+2 [-2,5]
Q) - +4 [-2,2]
d)y= x [1,4]
&) y=x+1 [-1,1]
f)y=x° [-3, 3]

92
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3.

5.

Demuestra, usando el célculo integral, que:

a) El area de un rectangulo es el producto del largo por el ancho.

b) El area de un triangulo rectangulo es el semiproducto de los catetos.

c) El area de un trapecio rectangulo es el producto de la semisuma de las bases
por la altura.

Comprueba que [,x dx =0y que el area de la region determinada por la funcion y = x
en el intervalo[-1, 1] es igual a 1u?. Justifica por qué el area no se corresponde con el
valor de la integral.

Calcula al area de la figura limitada por la parabola y = %— x> y por las rectas

x=1,x=3Yy el eje de las abscisas.

6.

7.

Calcula el area limitada por la parabola y = 4x - x* y el eje de las abscisas.
Determina el area bajo cada una de las curvas siguientes en el intervalo indicado.
a)y=4x-2 en 2<x<5
b)y=x’ en 1<x<3
c)y=sen3x en OSXS%
d)y=e-1 en-1<x<0

3

e)yz; en 2< x <4

7. La figura 3.19 muestra la curva y = x> - x* en el intervalo [0, 2].

Calcula el area sombreada. A

y

Figura 3.19
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8. Calcula el area de la region limitada por la funcion f y el eje de las abscisas.
a)y=4x+x* b) y=x*-6x*+8x
b) y=x>-7x+6 dy=x*-7x+6
Areas comprendidas entre dos 0 mas curvas.
Otra aplicacion importante del célculo integral es la posibilidad de calcular areas
comprendidas entre dos o mas curvas.
Sean y = f (x), y = g (x) dos funciones, sus graficas comprenden una region sobre el

intervalo limitado por las abscisas de los puntos de interseccion de ambas curvas (fig.
3.20).

A
Y f@
g(x) Figura 3.20
0 X1 X, XV

En la figura 3.20 podemos ver que si ambas funciones son no negativas y g(x) <f(x)
para todo x € [x,, x,], el area limitada por ellas puede calcularse:

A=[2f(0dx - [g(0dx = [ [f (x) - g(x)] dx

En general si fy g son dos funciones continuas, el area entre dos curvas se
calcula: A =[| f(x) - g(x)| dx ; donde x, Y x, son las abscisas de los puntos de inter-
seccion. Si tenemos mas de dos puntos de interseccion el area se calcula por partes.

Ejemplo 9: Calcula el area limitada por los graficos de:

@fx)=x y gx)=x* b)fx)=x y gk =x.
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Resolucioén:

(@) Enlafigura 3.21 se ha representado ambas curvas. Para calcular el area debe-
mos determinar los puntos de interseccion y para hacerlo planteamos la igualdad x = 2,
equivalente a x*- x = 0 de donde se tiene que x, =0, x, = 1

A

y

Como en el intervalo [ 0, 1] la funcion
x* - x es no positiva, entonces:

A = [y - x|dx = [} (x - x)dx : Figura 3.21
:x—z—x—:;l:L_L:Luz E
2 3,72 3 6 - .
X1 7 0 X, = 1 X

(b) También aqui planteamos la igualdad x= x*que es equivalente a x°* - x = 0. Resol-
viendo la ecuacion x (x> -1) =0 se tiene que:x (x- 1) (x +1) =0 = x,=0;x,=1; x, = -1

Por tanto, los ceros son x=-1,x =0y x = 1 estos valores son también los limites de
integracion. Analicemos el signo de x° - x.

En la figura 3.22, se tiene el comportamiento de los signos de la funcién en los inter-

valos determinados por los ceros. N N

- 1 o — 1 Figura 3.22

Entonces, los intervalos que interesan para la integracion son los que estan entre los
limites. En el intervalo [-1, 0] es no negativay en el [ 0, 1] no positiva. Para calcular el area
entre las curvas y = x* y y = x hay que tener en cuenta el modulo de x*- xesigual a x’- x en
el intervalo [-1, 0] pues x* - x > 0. De igual modo el médulo de x*- x es igual a x-x* en el
intervalo [ 0, 1] pues x* - x < 0. Entonces el area se calcula mediante la integral:

YA
A =} |- x|dx + [, |x*-x |dx

= 7 (x> x) dx + Jo(x - x%) dx

0 1 =-1
Xl x| 1,1 .1 1.1 .
- ]f 4] s 2T
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CActividades de aprendizaje #159

1. Calcula el area de las regiones representadas en las figuras de abajo.

a) b)

0 X X
C) d)
i - y=mnx-x
Yy y= qx-1
yA
0 2 )Z 0 y=senx .
\Tt X
e) f)
A
y f(x) =2 cos bx A / f(x) =Ax+1
2
O 1 3_1.[ n X -1
4 4
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g)

N

h)

y
A qx)=-x+4

g(x) =vx +1 f(x) =Vx +2

y A
e
h(x) =A1-x
0

Figura 3.23

2. Calcula el area de las regiones representadas en la figura 3.24.

a)

b)

SUGERENCIA: (xInx-x)'=Inx

Figura 3.24
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3. Sean las funciones f(x)=x*-6x+8 Yy g(x) =-3x .Determina el area de la region
del plano limitada por las funciones fy g.

4. Calcula el area comprendida entre las curvas.

a) y=Ax+1,larecta y=x+1y el eje "X"
b) y=1-x,y=¢"-ey x=0

C) y=AX,y=2-xy y=0

d)x*=4y, x¥*=8y-4

5. El &rea bajo la curva comprendida por el grafico de la funcion y=+4x-3 vy el eje
“X” enelintervalo3<x<bes A :% . Determina el valor de b.

6. El area de la porcion del plano limitada por la funcion f (x) = % (x#0)y el eje de

las abscisas en el intervalo [k, 1les 26w ¢,Cual es el valor numérico de k en dicho in-
tervalo?

7. Calcula el area limitada por la curva y = x* - 9x* + 24x - 18, el eje de las abscisas y
dos rectas paralelas al eje de ordenadas y trazadas de manera que pasan por los puntos
de extremos locales de la funcion.

8. Calcula el area comprendida entre la curva y = -x* - x + 12, el eje de las abscisas y
la tangente a la curva en el punto de abscisa x = -1.

9. Investiga y contesta las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué diferencia esencial existe entre el Calculo Diferencial y el Calculo
Integral?

b) ¢Qué afirma y para qué sirve el Teorema Fundamental del Calculo?

c) ¢Cual es la condicién analitica que garantiza que una funcion sea siempre inte-
grable en un intervalo cerrado?

d) ¢, Conoces algun software con el cual se puedan calcular integrales?

Nota: si tu respuesta a esta cuestion es afirmativa describe brevemente dicho soft-
ware, en caso contrario, investiga al respecto.
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Competencia de unidad: Aplica en forma critica y reflexiva el calculo integral
en la modelacion, formulacion y resolucion de problemas en diversos contex-
tos, y hace una evaluacion de los resultados

N

COMPETENCIAS DISCIPLINARES A DESARROLLAR

Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimien-
tos y operaciones aritméticas, algebraicas, geométricas y variacionales, para la com-
prension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Argumenta y comunica la solucion obtenida de un problema, con métodos numeéri-
cos, graficos, analiticos y variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el
uso de las tecnologias computacionales, informaticas y de la comunicacion.

Analiza las relaciones entre dos 0 mas variables de un proceso social o natural para
determinar o estimar su comportamiento.

Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes
del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

CONTENIDO TEMATICO:

4.1 Introduccién

4.2 Volumen de sélidos de revolucién

4.3 Longitud de un segmento de curva

4.4 Otras aplicaciones (en base a proyectos)
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UNIDAD DE APRENDIZAJE IV

APLICACIONES DE LA INTEGRAL

4.1 Introduccién

Esta unidad de aprendizaje tiene un caracter integrador de todo el curso, y también
de todos los cursos del &rea de matematicas, y aunque es de caracter obligatorio al igual
gue las restantes, aqui se recomienda seleccionar las aplicaciones en funcién del tiempo
disponible para finalizar el curso, y de las capacidades, habilidades e intereses de los
alumnos.

El concepto y las propiedades de la integral definida y su relacién con el area tam-
bién pueden ser utilizados en multitud de fenébmenos de otra naturaleza no propiamente
geométrica como has visto hasta ahora. A continuacion veras algunas de estas aplica-
ciones.

4.2 Volumen de sélidos de revolucion (Método del disco).

Si f es una funcion continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. Recibe el
nombre de solido de revolucion, el solido generado al girar alrededor del eje X, la region
limitada por la grafica de la funcion y = f (x), el eje X y las graficas de las rectas x=a y x=b.
El eje X es un eje de simetria de dicho sélido y una seccion recta perpendicular al eje X es
un circulo (Ver Figura 4.1).

Tal como se ilustra en la figura 4.1 para determinar el volumen de este tipo de sdli-
dos, seguiremos un procedimiento similar (lamado método del disco) al utilizado para
el &rea de una region, aproximando el volumen de un sdlido de revolucion por medio de
una suma de volumenes de sélidos mas elementales cuyos volimenes individuales ya
estan determinados.
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En particular vamos a considerar n discos o cilindros circulares de igual espesor (Ax)
como los solidos elementales, asumiendo que el volumen de un disco circular V; es, por
definicion, el producto del area de la base (A=t y?) por el espesor. Por tanto, el volumen
de un disco o cilindro representativo en base a la funcién sera:

V.=mn[f(x)]* Ax

Luego, el volumen total V del sélido de revolucion debe ser aproximadamente igual
a la sumatoria de todos los V., es decir:

V=1 ()] Ax, + 7 [fl)PAx, +ot 7 ()] Ax, = EV,= £ 7t [flx)]? Ax,

Y de manera semejante al problema de area, al considerar el limite de la sumatoria
de un numero infinito de discos o de cilindros, lo cual es equivalente a decir que n tiende
a infinito (n > «) 0 que el espesor de los discos tiende a cero (Ax — 0), se obtendra el
valor exacto del volumen del sélido de revolucion, el cual estara determinado por la ex-
presion siguiente:

v=lim{ £ 7 ()P A= - lim 8 (7)1 Ax] =[x JT 0P d

Ejemplo 1: Calcula el volumen del sélido de revolucion que se genera al girar en
torno al eje X, la region limitada por la grafica de la funcién f(x) =4x y la recta
x=4 . (Ver Figura 4.2)

Figura 4.2

Resolucioén:

(b e (TP de = (e de = | = _
V=n[[[f @) de=n [ ] de=mfixde =T =TL(4 - 0%) =[8m u]
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Ejemplo 2: Calcula el volumen de una esfera de radio r.

Resolucion (ver Figura 4.3): en este caso se puede considerar que la curva que
genera a la esfera es la correspondiente a la ecuacion de la circunferencia de radior. O
sea: y’ +x’ =1

y =T =y=Ar-x
V= 71_[2[\/1’2 - xz]zdx
= ﬂf_rr(rz-xz) dx
_ X3
= n(r2x -?J
_4
=3

Figura 4.3

Ejemplo 3: Calcula el volumen de un cono de radio Ry altura h.

Resolucion: Primeramente dibujemos un cono en el sistema coordenado tal como
se muestra en la figura 4.4. Luego determinamos la ecuacién de la funcion cuya grafica
es una recta que al girar alrededor del eje X genera el solido de revolucion de forma co6-
nica. A partir de los datos se obtiene que dicha ecuacion es:

y-y, =m(x-x)
=7-0=-3 (x-h)

.'.y:-WRx+R

Figura 4.5

Por lo tanto, el volumen sera:

2

V= 7'[_[2 [f(x)]*dx= ﬂfﬁ[—%x + R] dx

= nf]; Iz—sz -% x+R2) dx

_ n[ﬁ_jgi-Rszz + sz) " n[RTZh _Rh+ RZhJ: LR

0
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4.3 Longitud de un segmento de curva

De manera similar a como el area bajo una curva se puede aproximar por las areas
de los rectangulos bajo (o arriba) de ella, la longitud de una curva puede ser aproximada
por pequefos segmentos de recta tal como se muestra en la figura 4.5.

A
>
As y=f(x)
Ay /
Ax
— "
a X, X, X, X, X, b x
Figura 4.5

Sea una curva cualquiera, definida por una funcion y = f (x), y supongamos que que-
remos aproximar la longitud del arco de curva S desde un punto donde x = a hasta un
punto donde x = b. Con este propdsito podemos construir una serie de n (n = 6) triangulos
rectangulos cuyas hipotenusas concatenadas "cubran" el arco de curva elegido tal como
se ve en la figura 4.5. Para facilitar los calculos podemos hacer que las bases de todos
los tridngulos sean iguales a Ax, de manera que al aplicar el teorema de Pitagoras existira
para cada triangulo un cateto Ay y una hipotenusa As relacionados por las expresiones:

(As) = (Ax)* + (Ap) = As =A{(Ax)” + (Ay) =N(Ax) + (Ay)° (ﬁ_ﬁ)

=A ,1 +(%xl]2 (Ax)

De donde, una aproximaciéon de S estaria dada por la sumatoria de todas las n hipo-
tenusas desplegadas. Obteniéndose que:

" ’ Ay. ¥
S = i§1 1+ [EJI—) . Axi

Resulta facil imaginar que mientras mas pequefias sean estas » hipotenusas (n seg-
mentos de recta), mejor sera la aproximacion buscada. Por lo cual haremos que Ax
tienda a cero (Ax—0), lo que equivale a trazar un numero infinito de pequenos triangulos
rectangulos de hipotenusas infinitamente pequefas.
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Pero, cuando Ax—>0, Ax esigual adx, y Ay,/ Ax, se transforma en el cociente de dife-
renciales dy/dx, que es por definicion la derivada de la funcion ( f'(x)), resulta que como
consecuencia de estos cambios, la aproximacion de la sumatoria anterior se convierte en
un valor exacto para la longitud S del arco de la curva, y da origen a la siguiente integral
definida:

S=LimY Al1+ (ﬁ—ﬁé) Ax =[ AT+ (F(0) dx

Ax—>0 =1

Ejemplo 4: Calcula la longitud S del segmento de la curva y = 4x+2 del punto (-3,-10)
al punto (2,10).

Resolucion: ya que f(x) =4, y haciendo a=-3y b =2, se obtiene que.

S =LA+ (F () d
=PNT+(@) dx = N17 [ dx =17 (2-(-3)) = 5417 u

Nota: dado que en este caso se trata de una funcion lineal, comprueba que se obtie-
ne el mismo resultado aplicando la conocida formula d :«/(y2 -y)*+(x,-x)* que se aplica
para calcular la distancia entre dos puntos de una recta.

Ejemplo 5: Calcula la longitud S del segmento de la curva y = x** de punto (0, y,) al
punto (4, y,).

Resolucién: ya que f'(x) =% x'?,'y haciendo a= 0 y b= 4, se obtiene que.

S =°Al + (f'(x))* dx = jﬁ/\/u(% xl/Z]zdx =/ 1+%x dx=2?

Esta integral se puede resolver haciendo el siguiente cambio de variable:

1+ -9 -4
u—1+4x:>du 4dx =d. 9du
Por tanto:
4 9 454 4 ¢+, 8 3
= = 2 = = 2 = 2
S=J, 1+4 xdx=[ u 5 du 5=, du 57U 0
_8 2)34_&\/ 9 3_\/ 90V =8 1]~
> [1+ T x 0_27[ (1+4 (4)] (1+4 (O)J =55 [10 4T0-1]= 9.07

104 DGEP-UAS



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

CActividades de aprendizaje #1D

1. Calcula el volumen del sélido de revolucion que se genera al girar en torno al eje
X, la region limitada por la grafica de la funcion f(x) =4x +3 y larecta x =5.

2. Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar la grafica de la
funcion f (x) = x + 2 en torno al eje X en el intervalo [0,4].

3. Calcula el volumen del sélido de revolucidon que se obtiene al girar la grafica de la
funcion f (x) = e* en torno al eje X en el intervalo [0,1].

4. Calcula el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar la grafica de la
funcion y = x> en torno al eje X en el intervalo [0,2].

5. Calcula el volumen de un cono de radio 5 y altura 20.

6. Calcula el volumen que genera la regién limitada por las graficas de las curvas
f(x)=x+2 y f(x)=x? cuando giran alrededor del eje X.

7. Calcula el volumen del sélido de revolucion que se genera al girar alrededor del
eje X la region entre las graficas de las funciones f (x) = X’y f (x)=x.
8. Cuando en un solido de revolucion el eje de giro es el eje Y, el volumen se de-

. .z b .z
termina por la expresion |V =z [, [f(y)]*dy| . Calcular el volumen que genera la regién
limitada por x =Aly y las rectas y =0y y =3, si gira alrededor del eje de las Y.

9. Calcula la longitud del arco de la curva y = 24 en el intervalo [1, 5].
10. Calcula la longitud del arco de la grafica de y = x?en el intervalo [1, 4].

11. Calcula la longitud de la curva x? + y* = 16 en el intervalo [1, 3].

12. Calcula la longitud de la curvaf(x):%+% en el intervalo [%%]

13. Sea y=f(x) una funcion continua en el intervalo a < x < b. Entonces el valor pro-
medio VP de la funcién en dicho intervalo esta determinado por la integral definida:

VP =ﬁ [ f(x)dx

a) Calcula VP de f(x) -—70X_ enelintervalo 0<x <6

N4x* 425

b) Calcula VP de f(x) :Ml;’x—'zl en el intervalo 50 < x < 70
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4.4 Otras aplicaciones (basadas en proyectos)

El objetivo central de este apartado es que el alumno, conforme a sus intereses, se-
leccione un campo disciplinar y al menos tres situaciones problematicas (o problemas)
de dicho campo que requieran para su resolucion de los conceptos y procedimientos del
calculo integral. En consecuencia este apartado se trabajar4 basado en proyectos de

investigacion grupal.

Los problemas seleccionados deberan estar dentro de uno de los siguientes campos

disciplinares o de conocimiento:

Campo de la matematica:
Problemas sobre célculo de probabilidades

Problemas sobre la resolucion de ecuaciones diferenciales de variables separables.

Problemas contextualizados sobre la determinacion del valor promedio de una
funcion.

Campo de lafisica:

Problemas sobre el movimiento de un cuerpo.

Problemas sobre el calculo del trabajo producido por una fuerza variable.
Problemas sobre la determinacion de la presion y fuerza ejercida por un fluido.
Problemas sobre la ley de enfriamiento de Newton.

Campo de la quimica, biologia y medicina:

Problemas sobre velocidades de reacciones quimicas.

Problemas sobre crecimiento de poblaciones.

Problemas sobre la acumulacién o concentracion de medicamentos

Campo de las ingenierias:

Problemas sobre célculo de momentos, centro de masas y centroides de una
lamina homogénea.
Problemas sobre circuitos eléctricos.

Campo de economiay administracion:

Problemas sobre economia

Problemas sobre acumulacion de capital y valor presente de flujos de dinero.
Problemas sobre costo total de produccion.

106

DGEP-UAS

UNIDAD IV



ARTURO YLE MARTINEZ CALCULO INTEGRAL

Justificacién, forma, metodologia y contenidos del proyecto:

Para la ejecucion del proyecto, tanto el profesor como los estudiantes deberan tener
en consideracién que el aprendizaje basado en proyectos esta orientado a un saber
hacer complejo de donde adquiere su caracter interdisciplinario o multidisciplinario, por
lo cual en su desarrollo posiblemente se necesiten multiples recursos y medios, asi como
de la promocion y puesta en juego de un conjunto de competencias tanto genéricas como
disciplinares que posibilitan una actuacion activa, autbnoma, creativa y colaborativa del
estudiante. De donde, la enseflanza y aprendizaje basada en proyectos se constituye en
una estrategia didactica pertinente para la promocién y evaluacion de las competencias
disciplinares de matematicas que conforman el perfil del egresado del nivel medio supe-
rior.

El proyecto deberd ser realizado de manera colaborativa, donde se integren equipos
de 5 a 6 estudiantes, y debera ser desarrollado y presentado describiendo los siguientes
lineamientos de forma, metodologia y de contenido:

1. Eldocente informara a los alumnos de los tiempos y formas del trabajo.

2. Los alumnos informaréan al docente sobre los integrantes del equipo y del cam-
po disciplinar de donde se seleccionaran los problemas a investigar y resolver
durante el proyecto.

3. El equipo debera justificar brevemente en el reporte escrito las razones por la
cual seleccion6 el campo disciplinar.

4. En cada problema resuelto se debera incluir minimamente el enunciado del
problema, los desarrollos matematicos donde se deducen las férmulas y ex-
presiones matematicas utilizadas en el proceso de resolucion del problema, los
calculos y operaciones mateméticas realizadas, y una evaluacion y analisis de
la pertinencia de los procedimientos y resultados obtenidos, y finalmente las
fuentes de donde obtuvo la informacion necesaria para resolverlo.

5. El profesor, en el salén de clases, deber& darle asesoria en tiempo y forma a
los equipos que lo soliciten previamente, y en caso de que la situacion rebase
sus posibilidades los orientara para que la busquen con especialistas del campo
disciplinar o de conocimiento.

6. El equipo debera hacer frente al grupo, al menos una vez, un informe y una
presentacion verbal de los avances y de los resultados parciales obtenidos. Asi
como, hacer correcciones a su trabajo en caso de que se le sefialen errores en
el proceso de resolucion.

7. El equipo entregara un reporte escrito al maestro, en tiempo y forma, de su in-
vestigacion final, y con anexos (por ejemplo formularios) al final, en caso de ser
necesario.

8. El equipo hara frente al grupo una presentacion y defensa de su investigacion
final.

9. Del cumplimiento de los puntos anteriores se consideraran los criterios e indi-
cadores para evaluar el proyecto de investigacion realizado por los equipos.
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(Actividades de aprendizaje #2:)

1. Investiga y contesta las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué es un modelo matematico?
b) ¢Qué diferencia existe entre problema real y el problema matematico mediante
el cual se representa?

2. Disefla y desarrolla, en equipo de 5 a 6 integrantes, un proyecto sobre aplica-
ciones del Célculo Integral donde resuelvan al menos tres problemas de un campo de
conocimiento previamente elegido por el equipo y autorizado por el profesor o profesora
de la asignatura.
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