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Presentacion

Este libro, fue escrito para utilizarse en la asignatura de PROBABILIDAD (Jue Se cursa
en el sexto semestre de bachillerato plan 2009 de la Universidad Auténoma de
Sinaloa.

Su principal caracteristica esté en el énfasis que se hace en el uso de representa-
ciones visuales al solucionar problemas de probabilidad. En este sentido, uno de sus
principales objetivos es promover que los estudiantes usen de manera espontanea tales
representaciones visuales mientras resuelven problemas de probabilidad o cuando
estan explorando o desarrollando algin concepto. Basicamente son tres las repre-
sentaciones usadas: listado de resultados, diagramas de arbol y diagramas de Venn.

La evidencia aportada por la investigacion didactica en probabilidad, sugiere que
la visualizacion juega un rol importante en la manera como los expertos resuelven
problemas de probabilidad (y en general problemas matematicos). Las representa-
ciones visuales se convierten en un fuerte apoyo de la memoria, facilitan la aten-
cién y comunicacion, el registro de informacion, y facilitan el descubrimiento y las
inferencias. En suma, el uso de representaciones lleva a una comprension total del
problema y a un incremento en la profundizacion del proceso implicado.

El uso de representaciones visuales, nos ha permitido plantear en este libro, una
estrategia de ensefianza desde una perspectiva constructivista, donde se busca que
el alumno a través de un intenso trabajo en el estudio de ejemplos y la solucion de
problemas, adquiera una so6lida base, antes y como preparacion para la introduccion
y el trabajo con féormulas, de modo que se tenga mas posibilidades de lograr un
aprendizaje significativo. En otras palabras, a través del estudio bajo esta propuesta
de trabajo, el alumno podra resolver practicamente cualquier problema basico de
probabilidad, sin una necesidad obligada de utilizar formulas.

Sin embargo, no debemos perder de vista, que uno de los propdsitos centrales
en el estudio de las matematicas, es el proceso mismo de abstraccion. De lo que se
trata, es de evitar presentar al estudiante un objeto abstracto ya construido, sin una
comprension de las ideas basicas implicitas. En palabras de Miguel de Guzman: «La
matematica est4 muy lejos de ser una coleccion de recetas. La matematica es un
ejercicio de la imaginacion y del pensamiento. La aplicacion de una rutina, de una
formula, sélo tiene sentido, dentro de la matematica, si va acompafiada de otras
estrategias del pensamiento». O en palabras de Stewart: «¢Formula? ¢quién se
preocupa por las formulas? Las formulas estan en la superficie de las matematicas
no en la esencia».

La presente propuesta metodoldgica para estudiar probabilidad, también con-
templa un nuevo orden en el tratamiento de los contenidos. Se plantean cuatro




bloques: conceptualizacion del azar, estudio de los sucesos compuestos, estudio de
los experimentos compuestos, y estudio de las distribuciones de probabilidad. A su
vez, el primero y segundo bloque constituyen el conocimiento conceptual basico de
la probabilidad, y, el tercero y cuarto el estudio de los experimentos compuestos.
Esto ultimo, significa, que debido al enfoque didéctico utilizado, el estudio de las
distribuciones es simplemente una extension de los experimentos compuestos: es la
llegada a modelos probabilisticos abstractos. En otras palabras, un alumno(a) que
domine la unidad tres, no tendra ninguna dificultad para abordar el estudio de las
distribuciones.

Con respecto al uso del libro en el salon de clase, asumimos que un libro de texto,
es un instrumento de ensefianza para el profesor y un instrumento de aprendizaje
para el alumno. El libro de texto debe estar disefiado de tal manera que fomente el
trabajo independiente de los alumnos(as).

Holmes plantea que «la peor manera de ensefiar es hablar, y la mejor manera
de aprender es hacer»

En esta idea, debemos tener muy en cuenta que: «en el proceso docente-educativo
el profesor debe ensefiar lo esencial, lo fundamental. Explicar aquellos aspectos
basicos de los cuales se pueden deducir todo un conjunto de elementos derivados,
secundarios que no deben, por lo general ser explicados, para que los alumnos (as),
los desarrollen de manera independiente. A la exposicion inicial se le debe dedicar
el minimo imprescindible del tiempo y a la independencia escolar el méximo. Todo
el contenido no debe ser expuesto por el docente, solo lo esencial, lo que posibilite
que el alumno trabaje y forme la habilidad».

A partir de esta concepcion, el libro esta basado en el desarrollo de actividades de
aprendizaje en las que el rol principal del maestro es la mediacion. Las actividades
fueron disefiadas para estimular la experimentacion, el planteamiento de conjeturas
y la busqueda de explicaciones.

Este libro, es producto de muchos otros. Cada uno de los libros o materiales
citados en la bibliografia aportaron algo, desde una idea vaga, hasta un propuesta
que solo requirié de ajuste.

Finalmente, ante la incertidumbre natural que implica el tratar de implementar
cambios en lo establecido, nos permitimos citar a Gilberto Guevara Niebla: «No
se sabe si una nueva propuesta pueda modificar la situacion actual, pero lo que si
se conoce es que las practicas tradicionales no han rendido los frutos esperados».

Cualquier comentario o sugerencia para mejorar esta propuesta, que agradecemos
de antemano, favor de enviarlo a la direccion: jjuarez@uas.uasnet.mx.

Deseamos a profesores y estudiantes, mucho éxito en su estudio de la proba-
bilidad, disciplina que junto con la estadistica, nos permite entender fendmenos
del mundo real que incluyen incertidumbre, esto es, fendmenos que no pueden ser
predecidos con certeza.

Atentamente
Culiacan Rosales, Sinaloa, enero de 2012.
Los autores
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significado de probabilidad

" A Conceptos basicos: azar, experimento aleatorio,
Leccion @ p P

Objetivos:

Conocer la nocién de azar y de experimentos aleatorios.
Diferenciar entre experimentos aleatorios y deterministas.
Comprender el concepto de probabilidad.

La nocion de aleatoriedad es el punto de partida para el estudio de la proba-
bilidad. En la vida diaria nos referimos de manera indirecta a este concepto
de muchas formas; por ejemplo, con frecuencia decimos que algo sucede
por azar. En la siguiente actividad, se pide que expongas tus ideas iniciales
sobre estas cuestiones.

Actividad @ ad

Qué hacer

Contesta las siguientes preguntas:
a) ¢Qué es lo primero que piensas al escuchar los términos azar y aleatorio?

b) Elabora una lista de términos del lenguaje ordinario que utilizas en vez de azar o aleatorio

¢) Compara los términos que escribiste con los de tus compafieros.
¢Qué coincidencias encuentras?

d Intenta explicar lo que significa para ti azar.

Existen muchas expresiones que se usan en la vida diaria, que de manera
implicita se refieren al azar o a la aleatoriedad. Por ejemplo:
“Por suerte, de chiripa, sin querer, sin intencion, por accidente,
por casualidad....”

Utlizamos estos términos para hacer referencia a la casualidad, a cosas
fortuitas o imprevistas, a situaciones inciertas o no controladas.

Asi pues, en el lenguaje ordinario, el azar es entendido como sinénimo
de suerte o casualidad, de falta de intencion. Por ejemplo, hablamos de
encuentros casuales o accidentales, de coincidencias al azar, de logros por
suerte, de acciones sin intencion, etcétera.
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Ejemplo:

2
2

Sin embargo, el azar no debe entenderse simplemente como sinénimo de
suerte o casualidad, sino como una accién altamente compleja, debido a
gue una pequefia variacion en dicha accion, produce un efecto considerable
en el resultado. Esto ocasiona una total incertidumbre respecto a lo que va a
ocurrir en el futuro. Decimos entonces que el resultado es aleatorio, porque
la prediccion resulta imposible.

Consideremos el sencillo experimento de arrojar una moneda al aire y ob-
servar de qué lado cae. La experiencia nos indica que, aungue se intente
repetir el experimento en idénticas condiciones, es imposible predecir con
certeza cual serd el resultado. La explicacién de esta incertidumbre, es que
no se pueden replicar idénticamente las condiciones iniciales, porque cual-
quier cambio imperceptible, por ejemplo en la fuerza de lanzamiento o en
la posicion en que se coloca la moneda, tendra un gran efecto en el resulta-
do. Ese efecto considerable, causado por cosas modestas e imperceptibles,
a falta de mejor explicacion, se dice que es causado por el azar.

Los fendmenos cuyos resultados se atribuyen al azar se llaman fendme-
nos aleatorios o sucesos aleatorios. Es decir, los fendbmenos aleatorios son
aquellos cuyos resultados no se pueden predecir con certeza debido a que
pequefios cambios en las condiciones iniciales producen efectos muy com-
plejos en el desarrollo del fenémeno.

En contraparte, los fendmenos cuyos resultados si pueden preverse, se lla-
man deterministicos.

Experimentos aleatorios y experimentos deterministicos

En probabilidad la palabra “experimento” tiene un significado amplio. Se
le llama experimento, tanto a los verdaderos experimentos que se pueden
provocar, como a los fendmenos observables en el mundo real. Es decir, la
accion de observar un fendmeno se considera un experimento. Por lo ge-
neral, antes de observar debemos realizar otra accion, por ejemplo: extraer
o seleccionar un objeto y después observar alguna caracteristica de interés,
tirar un dado o una moneda y observar su cara superior.

Asi como distinguimos entre fendmenos aleatorios y deterministicos, tam-
bién diferenciamos entre experimentos aleatorios y deterministicos.

Un experimento es deterministico, si al realizarse en las mismas circuns-
tancias solo tiene un resultado posible el cual es predecible.

Por ejemplo, si colocamos un trozo de hielo bajo el sol, sabemos de ante-
mano cual seré el resultado.
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Un experimento es aleatorio, si cumple con las siguientes caracteristicas:

» Se conocen de antemano, todos los posibles resultados, pero no se sabe
cual de esos resultados se va a obtener al realizarse el experimento.

»  Se puede repetir en circunstancias similares.

Actividad@ b

a) Indica cudles de los siguientes experimentos son aleatorios y cuales deterministicos. En el
caso que sean aleatorios, anotar todos los posibles resultados, y si son deterministicos ano-
tar el resultado esperado.

1) Observar un partido de fatbol y registrar el resultado
Experimento Posibles resultados (o resultado)

2) Ejecutar un tiro libre en basketbol y observar si el balon entra en la canasta.
Experimento Posibles resultados (o resultado)

3) Medir con gran precision tanto la longitud de una circunferencia como su didmetro y

calcular el cociente Circunferencia / Didmetro.
Experimento Posibles resultados (o resultado)

4) Colocar dentro del congelador una botella de vidrio cerrada llena de agua.
Experimento Posibles resultados (o resultado)

5) Lanzar un dado y observar el nimero de puntos que muestra la cara que queda hacia
arriba.
Experimento Posibles resultados (o resultado)

b) Escribe tres ejemplos de experimentos aleatorios y sus resultados posibles.

c) Escribe tres ejemplos de experimentos deterministicos

d) Lanza una moneda al aire diez veces y realiza lo indicado:
1) Anota un resultado cualquiera obtenido
2) Registra todos los resultados obtenidos
3) ¢Cuantas aguilas obtuviste?

Si repites varias veces un experimento aleatorio, obtendras una sucesién de resultados muy
irregular, denominada sucesion aleatoria.
Anota la sucesién aleatoria que obtuviste al lanzar la moneda 10 veces

15




Actividad @ C

En resumen, en un experimento aleatorio, se destacan cuatro aspectos:

« El proceso de generacion de resultados, el cual es el experimento mis-
mo.

» Los posibles resultados.

« El resultado obtenido en un ensayo.

« Lasucesion de resultados obtenida en una serie de ensayos particulares.

Ahora, cabe plantear la siguiente pregunta: si al efectuar un experimento
aleatorio, de lo Gnico que estamos seguros es que ocurrira uno de los posi-
bles resultados, ¢qué utilidad tiene estudiar este tipo de experimentos?

En la siguiente actividad, podrés convencerte que, aunque parezca un con-
trasentido, el azar tiene leyes, y es precisamente la probabilidad el campo de
las matematicas que trata de encontrar esas leyes a fin de tomar decisiones
adecuadas en aquellas situaciones que parecen estar dominadas por el azar.

Qué hacer

a) Contesta las siguientes preguntas:

1) Si lanzas una moneda una vez y cae “aguila”, ;qué puedes comentar?

2) Si lanzas una moneda 5 veces y caen 5 “aguilas”, ¢qué opinas?

3) Si lanzas una moneda 1000 veces y aparece “aguila” 950 veces, ¢qué opinas de este

hecho?

Con toda seguridad, de acuerdo a tu experiencia, consideras totalmente
“normal” que al lanzar una moneda una vez, pueda caer aguila, o al lanzarla
5 veces puedan caer 5 aguilas. Pero, si al lanzar la moneda 1000 veces caen
950 aguilas, inmediatamente sospecharas de la moneda. Tal vez concluyas
que se esta haciendo trampa o0 que la moneda no es “honesta” o que esta
“cargada”.

Al concluir que algo no anda bien cuando al lanzar una moneda 1000 veces
caen 950 aguilas, estés ya aplicando una ley del azar. Asi pues, las leyes del
azar surgen cuando en lugar de considerar un sélo fenémeno, contemplas
cientos o miles de tales fendmenos.
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Para que adquieras mas elementos sobre esta cuestion, seguiremos con la
exploracién de fendmenos aleatorios trabajando con el sencillo experimen-
to de lanzar una moneda.

Actividad @2 d

Qué hacer

a) Contesta con base en tu experiencia: “si lanzas una moneda, ¢cuél es la probabilidad de
que caiga aguila? ¢En qué basas tu respuesta?

b) Lanza una moneda 5 veces. Denota con “a” al resultado cae aguila, y con “s” al resultado
cae sello. Anota la sucesion obtenida . A continuacidon, completa la tabla
siguiente y traza su grafico de barras correspondiente

Frec. rel. Distribucion de
Resultado | Frec. abs. | Frec. rel. 1.0 4 aguilas y_sellos para
— 0.84 5 lanzamientos.
aguila .
I 009
S0 0.4
Total 5 1.0 0.21

] 1
aguila  sello Resultado
c) Lanza una moneda 50 veces. Anota la sucesion obtenida

A continuacion, completa la tabla siguiente y traza su grafico de barras correspondiente

Frec. rel. Distribucion de

10 aguilas y sellos para

6 g| 50 lanzamientos.
Resultado Frec. abs. | Frec. rel. 0'6
aguila 0.4
sello 0.2

1. ” y
Total >0 0 aguila  sello Resultado

Compara tus resultados con los de tus compafieros, y escribe alguna conclusién sobre los
resultados obtenidos.
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Gran parte del trabajo matematico ( y en consecuencia de la probabilidad),
consiste en encontrar patrones o leyes que nos permitan modelar los feno-
menos estudiados. En este caso, estamos interesados en encontrar algln pa-
tron mostrado por las sucesiones aleatorias. Pero, como ya se menciong, la
Unica manera de descubrir patrones en una secuencia aleatoria, es repetir un
gran namero de veces el experimento correspondiente. Por tanto, deberas
trabajar en equipo tal y como se indica en la siguiente actividad.

Actividad @ €

a) Un equipo de dos alumnos (as) lanza la moneda 50 ve-
ces y anotan el numero de veces que caen aguila y sello.
Ademaés, debes calcular la frecuencia relativa tanto de

aguila como de sello.

Resultados primer
equipo
# de lanz.

50

f de aguila

f de sello

f de aguila
f de sello

b) Otro equipo de dos alumnos (as) vuelve a lanzar la moneda 50 veces, pero ahora, sumaran
sus resultados con los de la primer pareja, de tal manera que contabilizaremos 100 lan-
zamientos y un numero de aguilas y sellos igual a la suma de lo obtenido por los equipos

uno y dos.

Equipo

# de lanz.

50

100

f de aguila

t de sello

f.de aguila

f de sello

Estamos asumiendo
que el equipo 2 lanzé la
moneda 100 veces

¢) Un tercer equipo vuelve a lanzar 50 veces la moneda y suma sus resultados a los de las
parejas anteriores.

Equipo

Estamos asumiendo

# de lanz.

50

100

150

que el equipo 3 lanzé la

f de aguila

moneda 150 veces

f de sello

f de aguila

f de sello

Y asi sucesivamente, otras parejas de alumnos deberan lanzar la moneda y los resultados
de cada pareja se van acumulando con los anteriores.
A continuacién, deben organizarse para completar la siguiente tabla:
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Act

idad (L.0)e com

Equipo 112(3|4|5(6]|7 8] 9/10[11 |12(13[14| 15| 16|17|18| 19| 20

# de lanz. | 50{100]150|200 250/30¢ 35¢ 400 45 500 550600 650|70q 750 800 857 90Q 950 1000

aguila

sello

f

r 4guila
f

r sello

h)

Frecuencia relativa

de aguilas

Enseguida, realiza cuatro graficos de barras que muestren el comportamiento de las dis-
tribuciones de las frecuencias relativas de los dos resultados posibles: aguila y sello, al
aumentar el numero de lanzamientos.

Frec. rel.
Frec. rel. Frec. rel. Frec. rel.
i 1.0
1.0 1.0 — 1.0 —
0.8 - 0.8 -
0.8 0.8 -
06 | 0.6 _ '
1 0.6 | 0.6
. 04 e T T
0.4 0.4 - 0.4 -
0.2 0.2 '
0.2 4 0.2 4
0 _|_|I_ 0 _|_||_
aguila_sello aguila sello 0 '_|_'I_éguila sello 0 '—|—||—E,lguila sello
Distribucién para 5 Distribuci6n para 50 Distribucion para 500 Distribucién para 1000
lanzamientos lanzamientos lanzamientos lanzamientos

Ahora, regresemos a la primer pregunta planteada al inicio de esta actividad: “si lanzas
una moneda, ¢cudl es la probabilidad de que caiga aguila?”. Seguramente contestaste
que Y2, 0.5 0 50%. Pero, ¢qué significa ésto? Los graficos de barras que acabas de trazar,
nos permiten avanzar hacia una respuesta: con pocos lanzamientos la frecuencia relativa
puede ser cualquier valor, pero después de muchos (cientos o miles), esta frecuencia se
mantiene muy cerca de 0.5. Esto se aprecia mejor si nos concentramos Ginicamente en un
resultado; para ello, traza un grafico que muestre cada una de las frecuencias relativas del
resultado aguila conforme aumenta el nimero de lanzamientos:

1.0 4—

o
3
|
|

1 1 T 1 1 , .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000  Numero de lanzamientos
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Actividad @ e (Cont)

AUn sin conocer tus resultados en el momento de escribir este texto, estamos seguros que el
comportamiento de tu segundo gréafico es muy parecido al mostrado a continuacion:

Grafico que muestra lo que ocurri6 al ir repitiendo el experimento de lanzar una moneda hasta 10
veces. Analiza la tabla adjunta para que interpretes mejor lo mostrado en el grafico.

Lr—=x NUMero 1 sycesion — |Frec. rel.
. delanza- f5eatoria  |ge “4guila”
=z W\ mientos
s 05 ¥ 1 a 1.0
- 2 as 0.5
—_—
S 3 asa 0.66
S5 4 asaa 0.75
8 G 0 T T T T T
Is 0 2 4 6 8 10 12 5 EERED 0.6
, . 6 asaasa 0.66
Numero de lanzamientos 7 T — 0.55
8 asaasasa 0.62
9 asaasasaa 0.66
10 asaasasaas | 0.6

Ahora, observa lo que ocurrié conforme se lanzaba la moneda hasta 100 veces:

1

[

=

B 0.5

o

S

O @©

C =

% >

o5& 0 T T T T T NUmero de
I3 0 20 40 60 80 100 120 |anzamientos

Finalmente observa lo sucedido conforme se lanzaba la moneda hasta 1000 veces:

Frecuencia relativa

de aguilas

I T T I I
0 200 400 600 800 1000 1200

Ndmero de lanzamientos
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Actividad @ € (Cont)

Estudia con mucha atencion la siguiente conclusién derivada de tu trabajo realizado, y de los
gréficos presentados como apoyo:

Si atendemos los resultados obtenidos con pocos lanzamientos de una moneda, las fre-
cuencias relativas del resultado “&guila” son muy irregulares; sin embargo, si a partir
de un cierto momento, siguen aumentando los lanzamientos, dicha frecuencia relativa,
tiende a estabilizarse alrededor de 0.5. Esta frecuencia relativa también puede verse
COMO una proporcion:

150

2 100

A este numero al que tienden a estabilizarze las frecuencias relativas de un suceso (en este
caso el suceso “cae aguila™) se le llama probabilidad de que ocurra el suceso.

Probabilidad de que ocurra un suceso: es la frecuencia relativa con la que puede esperarse
que el suceso ocurra, al repetir el experimento mas y mas veces.

Entonces, segun estos resultados, la probabilidad de que ocurra aguila al lanzar una mone-
daes0.5.

Simbélicamente: P(aguila) = 0.5 _ Se lee: “la probabilidad de que
ocurra el suceso aguila™ es 0.5

i) Lee con mucha atencion: La afirmacion P(aguila) = 0.5, significa que, conforme aumenta
el nimero de lanzamientos de una moneda, (cientos o miles de veces), la frecuencia relati-
va 0 proporcion conque aparece el resultado aguila tiende a ser 0.5.

Ahora, considera el experimento de lanzar un dado. Segun tu experiencia contesta:
1) ¢Cuadles son los resultados posibles?

2) ¢Cuadl es la probabilidad de que la cara superior muestre un punto?
¢En qué basas tu respueta?

3) Observa las siguientes distribuciones que muestran las frecuencias relativas de cada uno de
los seis resultados posibles, obtenidas conforme se lanza un dado méas y mas veces:
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Actividad @ e (Cont)

Distribucion de 101 DiStfibUCiéf_‘ de Distribucion de Distribucion de
lanzamientos 301 lanzamientos 1001 lanzamientos 5001 lanzamientos
x f f x f 1 x f f x f f
1 19 0.188 1 57 0.189 1 203 0.203 1 802 0160
2 14 0.139 2 47 0.156 2 163 0.163 2 818 0.164
3 20 0.198 3 57 0.189 3 167 0.167 3 815 0.163
4 19 0.188 4 49 0.163 4 162 0.162 4 862 0.172
5 18 0.178 5 540179 5 157 0.157 5 864 0.173
6 11 0.109 6 370123 6 149 0.149 6 840 0.168
0.2 0.2 0.2 0.2
Lo oo . 0.16]. } .|. . 0.16] . L | ez ... 016
0.15 0.15 0.151 0.15
0.1 0.1 | 0.1 L 0.1
0.05 0.05 H 0.05 | 0.05
4B 0 0 , 0
12 3 45 6 12 34 5 6 1 2 34 5 6 12 34 5 6

Ahora, considera tu respuesta a la pregunta: al lanzar un dado, ¢cual es la probabilidad de que
la cara superior muestre un punto? Tu respuesta seguramente fue 1/6 6 0.166. Una vez mas,
(qué significa ésto? Apoyandonos en los graficos anteriores, podemos asegurar que, confor-
me el nimero de lanzamientos del dado se hace cada vez mas grande, la frecuencia relativa
conque aparece cualquier cara del dado tiende a ser 1/6 6 0.166. Esto se aprecia mejor si nos
concentramos Unicamente en un resultado; para ello, observa el siguiente grafico, que mues-
tra el comportamiento de las frecuencias relativas del resultado “cae un punto” conforme
aumenta el nimero de lanzamientos de un dado.
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Nudmero de lanzamientos
Describe el comportamiento de este grafico:
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Actividad (L.1) e (Cont)

Atendiendo este grafico, ;qué se quiere decir cuando se afirma que la probabilidad de que caiga
un punto al lanzar un dado es 1/6?

Ya estamos en condiciones de establecer las siguientes conclusiones:

» En un suceso aleatorio, después de un gran nimero de repeticiones del experi-
mento que lo genera, surge una especie de orden o regularidad estadistica, ma-
nifestado por la estabilizacion de la frecuencia relativa (o proporcion), conque
aparece dicho suceso. Esa frecuencia relativa se conoce como probabilidad de
que ocurra el suceso.

« El valor conocido como probabilidad de un suceso, s6lo nos informa sobre la
proporcidn de veces gque aparecera dicho suceso en un gran numero de repeticio-
nes del experimento correspondiente. En otras palabras, en la sucesion aleatoria
originada por la repeticion de un experimento aleatorio, se observara mucha va-
riabilidad local que impide predecir su comportamiento inmediato, pero hay una
regularidad global (llamada regularidad estadistica) manifestada por la estabi-
lidad de las frecuencias relativas.

La interpretacion dada a la probabilidad de un suceso, también se
conoce como ley de los grandes nimeros, y fue enunciada por primera
vez por Jakob Bernoulli en su obra «arte de conjeturas» a finales del
siglo XVII de la siguiente manera:

«La frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse en torno
a un numero, a medida que el nimero de pruebas del experimento
crece indefinidamente»

= Jakob Bernoulli

(1654 - 1705)
Lee con atencion:
Debe quedar muy claro, que la estabilizacion a largo plazo, se presenta en las frecuencias re-
lativas y no en las absolutas. Por ejemplo, en el caso de la moneda, no es correcto decir que a
medida que el nimero de lanzamientos aumenta, el nUmero de aguilas se aproxima a la mitad
del nimero de lanzamientos. Asi pues, la regularidad a largo plazo significa que la proporcion
de veces que aparece aguila (o sello), tiende a estabilizarse. Esto puede apreciarse en la siguien-
te tablas que muestra los resultados obtenidos por diversos investigadores:

Resultado :
Investigad féguilas fr Aguilas Total de lanzamientos Nota._ En la moneda norte-
Buffon b048 105069 | 4040 americana, se habla de caras
Pearson 12012[ 0.5005] 24000 y cruces, en vez de aguilas y
Kerrich 067 [0.5067 [ 10000 sellos.
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Ejercicio @

1. Contesta:

a) Explica la relacion que existe entre azar y experimento aleatorio.

b) Explica qué es una sucesion aleatoria.

c) Explica la diferencia entre experimento aleatorio y experimento deterministico.

d) Al repetir mas y mas un experimento aleatorio, ¢qué ocurre con la frecuecnia relativa
de un suceso?

e) Segun la ley de los grandes nameros, ¢por qué se dice que al lanzar una moneda honesta, la
probabilidad de que caiga aguila es 0.5?

2. Investiga en algun periodico o revista, cinco enunciados que lleven implicito lo que hasta este
momento entendemos por probabilidad.

3. Frecuentemente se critica, a los encargados de pronosticar el tiempo, afirmando que siempre
ocurre lo contrario a su pronostico, ¢cémo explicarias estas supuestas fallas?

4. Supdn que lanzas una moneda honesta, esto es, una en la que la probabilidad de salir sello en
cada lanzamiento es %. Tienes la posibilidad de escoger 10 6 100 lanzamientos.
a) En la primera apuesta, ganas si la proporcion de sellos esta entre 0.4 y 0.6. ;Escogerias
10 6 100 lanzamientos? ¢Por qué?
b) En la segunda apuesta, ganas si exactamente la mitad de lanzamientos fueron sellos.
¢Escogerias 10 6 100 lanzamientos ¢Por qué?
5. Si lanzaras una moneda honesta 8 veces, ¢cudl de los siguientes resultados es méas probable?
(A, indica que sali6 aguila; S, indica que salio sello):
ASASASAS AAAASSSS ASAASSAS

6. Supon que en 6 lanzamientos consecutivos de una moneda obtienes AAAAAA. (Qué es mas
probable obtener en el préximo lanzamiento, aguila o sello? Explica por qué.
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|_eccion @ Asignacion de probabilidades: enfoque

frecuencial.

Objetivos: Conocer el enfoque frecuentista para asignar probabilidades.
Asignar probabilidades segun el enfoque frecuencial.

Hay diferentes maneras de asignar probabilidades a los resultados de un
experimento aleatorio. En las proximas lecciones estudiards tres de ellos:
frecuencial, subjetivo y tedrico.

Actividad @ a

Qué hacer

Estudia con atencion:

La asignacion de probabilidades mediante el enfoque frecuencial, utiliza
la frecuencia relativa obtenida al repetir el experimento aleatorio un gran
nimero de veces. De esta manera, surge la siguiente definicion:

Definicion de probabilidad segun el enfoque frecuencial

Se define la probabilidad frecuentista o empirica de un suceso A, repre-
sentada por P (A) como el valor obtenido para la frecuencia relativa con-
que se observa A, en un nimero grande de repeticiones del experimento.

Al aplicar esta definicion, estamos asumiendo que el nimero de veces que
se repitio el experimento es suficiente para garantizar una cierta estabiliza-
cion de las frecuencias relativas; por tanto, s6lo nos fijamos en el nimero
total de casos considerados, y en las veces que aparecio el suceso de inte-
rés. Entonces, aplicamos directamente la siguiente férmula:

frecuencia absoluta del suceso f
P (de un suceso) = — — : = —
numero total de repeticiones del experimento N

En la préactica, este enfoque nos permite utilizar como fuente de datos, las frecuencias
relativas de sucesos del pasado.
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Ejemplos:

1. En beisbol, si un bateador peg6 120 hit en 400 intentos, el porcentaje de
bateo (asi se Ilama en ese deporte) es

120 0.300

400

En términos probabilisticos, decimos que este jugador, tiene una probabili-
dad de 0.300 de pegar de hit en su préximo turno.

Simbolicamente: P(hit) = 0.300. O bien P(hit) = 30%.

¢Queé nos indica ésto? que en promedio en cada 100 turnos pegaréa de hit 30
veces. Sin embargo, no puede asegurarse que sean exactamente 30; pueden
ser digamos 34 0 28.

2. Cuando el encargado del tiempo observa que en el pasado, en 1200 de
1500 dias con condiciones meteorologicas parecidas a las observadas
al dia de hoy, se presentaron lluvias, entonces, pronosticara que la pro-
babilidad de que el dia de mafana llueva es de:

1200 0.800

1500
Probabilidad de Iluvia = 0.800 = 80%
Si llamamos LI al suceso lluvia: P(LI) = 80%
Simbolicamente P(lluvia) = 80%

3. ¢Va a someterse dentro de poco a una intervencién quirurgica? jLas
posibilidades sefialan que no habra complicaciones! A continuacion se
presentan las estadisticas del nimero de determinadas operaciones rea-
lizadas y el nimero de éxitos obtenidos en el dltimo afio.

TIPO NUMERO DE OPERACIONES| NUMERO DE EXITOS
Vesicula biliar 472 000 465 300
Apéndice 784 000 781 000
Hernia 508 000 506 000

Con base en estas estadisticas, calcule:

a) La probabilidad de que una operacion de la vesicula biliar tenga éxito.
b) La probabilidad de que una operacion del apéndice resulte exitosa.
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Ejemplos:
(Cont.)

Solucién:

a) Este experimento se realizd 472 000 veces.
Los posibles resultados son: éxito (e) o fracaso (f)

eee...f...ee...f...

472 000 resultados
El nimero de veces que aparecié éxito (e) fue: 465 300

465 300

472000 _ 098%8

Por lo tanto: P(e) =

b) Este experimento se realiz6 784 000 veces.

Los posibles resultados son también: éxito (e) o fracaso (f).

eee...f...ee...f...

784 000 resultados

El nimero de veces que aparecid “e” fue: 781 000

Porlotanto: P(e) = % =0.9961
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Ejercicio @

1. Utilizando los datos del ejemplo de la actividad 1.2 a, calcula la probabilidad de que:
a) Una operacion de vesicula fracase
b) Una operacién apéndice fracase
¢) Una operacion de hernia fracase.

2. Como ya se menciono, el estadistico Pearson lanzo una moneda 24000 veces y obtuvo
12012 aguilas. Con base en estos datos determina:
a) La probabilidad de que una moneda caiga aguila.
b) La probabilidad de que una moneda caiga sello.

3. La siguiente tabla, muestra la distribucion de 5001 lanzamientos de un dado.

X

[o2 BN NS GV RN \O RN

f

802
818
815
862
864
840

f
0.160
0.164
0.163
0.172
0.173
0.168

Determina:
P(1) , P(2) , P(3) :
P(4) , P(5) y P(6)

4. De los ultimos 12 000 tornillos para coches producidos por la corporacién Tuercas y Tor-
nillos, 66 eran defectuosos (D) y los tornillos restantes eran buenos (B). Se tomara un tor-
nillo al azar para inspeccionarlo. ;Cual es la probabilidad de que el tornillo seleccionado
sea defectuoso? ¢ Y de que sea bueno?

5. Las estadisticas demograficas demuestran que sobre 1000 nacimientos, se registran un
promedio de 515 mujeres y 485 varones. Si se escoge una persona al azar de una pobla-
cion. ¢Cudl es la probabilidad de que sea mujer?
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LeCCién @ Asignacion de probabilidades: enfoque subjetivo

Objetivos: Conocer el enfoque subjetivo para asignar probabilidades.
Asignar probabilidades segun el enfoque subjetivo.
Conocer la escala de probabilidad.
Distinguir entre suceso seguro y suceso imposible.

Actividad @ a

Qué hacer

a) Estudia con atencién:

En la actividad anterior, asignamos probabilidades a sucesos mediante la
expresion: f
P (suceso) = N

Recordemos que los datos requeridos por esta férmula, pueden obtenerse
repitiendo el experimento muchas veces o bien utilizando datos ya conoci-
dos en el pasado. Sin embargo, no siempre existen posibilidades de repetir
un experimento en circunstancias semejantes, ni contar con datos registra-
dos previamente. En estas circunstancias, podemos utilizar el denominado
enfoque subjetivo.

Definicidon de probabilidad segun el enfoque subjetivo

Se define la probabilidad subjetiva, como el nimero asignado para cuan-
tificar la ocurrencia de un suceso, segun el grado de confianza o credibi-
lidad que se tiene de que ese suceso ocurra.

Esta manera de asignar probabilidades se Ilama subjetivo debido a que la
confianza o credibilidad que se atribuye a la ocurrencia de un suceso, es ge-
neralmente reforzado por la cantidad de informacion que tenemos sobre el
fendmeno. Es decir dos personas diferentes pueden asignar probabilidades
diferentes.

Para asignar valores a la probabilidad de un suceso, debemaos tener en cuen-
ta la escala de probabilidad.
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Escala de probabilidad. Suceso seguro y suceso imposible

Para entender la escala de probabilidad, contesta las siguientes preguntas
relacionadas con la férmula de la probabilidad frecuentista:

f
P(suceso) = —
( ) N

1) ;Como es el valor de f con respecto a N? ¢Puede ser f > N? ¢Es f < N?
¢Puede ser f = N? ¢Puede ser f =0?

En la tabla siguiente se presentan algunas sucesiones que pueden ocurrir al

lanzar una moneda.

Sucesion fouia | N Probabilidad de

aleatoria aguila (f/ N)
SSSSSSSSSS 0 10 0/10=0
ASSAASSSSS 3 10 3/10=0.3

SSSSAASAAA 5 10 5/10=0.5
AAASAAAASA 8 10 8/10=0.8
AAAAAAAAAA| 10 10 10/10=1.0

Aunque las frecuencias relativas calculadas no son propiamente probabili-
dades (por corresponder a sucesiones demasiado pequerias), el rango que
muestran dichas frecuencias ilustra los posibles valores que puede tomar la
probabilidad de un suceso. Dicho rango, es el siguiente:

La probabilidad de un suceso, es un nimero real que va desde 0 hasta 1.

En otras palabras, para medir la mayor o menor posibilidad de que ocurra
un suceso en un experimento, se le asigna un nimero entre 0 y 1, llamado
su probabilidad. Se asigna una probabilidad 0, cuando el suceso de interés
nunca puede ocurrir, y 1, cuando el suceso ocurre siempre que se realiza el
experimento.

Un suceso con probabilidad cero, se llama imposible, y un suceso con
probabilidad 1, se llama seguro.

Por ejemplo, la probabilidad de que una persona viva 200 afios es 0; el suce-
S0 “una persona vive 200 afios” es un suceso imposible. La probabilidad de
que haya nubes si esta loviendo es 1; el suceso “hay nubes si esta lloviendo”
€S un suceso seguro.

30




A continuacién, se presenta la escala de probabilidad:

0 1/4 1/2 3/4 1
| 1 1 : ]
Impoéible I I I SegLIJro
Ejercicio @
1. Inventa un suceso de cada tipo.
a) muy probable o casi seguro b) medianamente probable

C) poco probable d) casi imposible

2. Contesta las siguientes preguntas. (Si desconoces el deporte al que se hace referencia, pregun-
ta a tus comparfieros (as). Compara tus respuestas con las de tus comparieros (as).

a) En fatbol soccer profesional, ;cuél es la probabilidad de que se anote un gol en las siguien-
tes siuaciones?:
« Tiro libre___
 Tiro de esquina___
» Tiro de penalty
» Tiro de media cancha___

b) En basketbol profesional, asigna un valor a la probabilidad de encestar en:
« Tiro libre___
 Tiro de dos puntos____
 Tiro de tres puntos_____

c) En lavida cotidiana, asigna un valor a la probabilidad de:
« Infraccionen a una persona por estacionar su auto en linea amarilla____
* Nevaen tu lugar de origen___
+ Llueva un dia de verano en tu lugar de residencia____

3. Considera el experimento de colocar una chincheta en un vaso y lan-
zarlo sobre una mesa. Aplicando el enfoque subjetivo, ¢podrias asig-
nar una probabilidad al suceso “la chincheta cae apuntando haciaarri- k
ba” y una probabilidad al suceso “la chincheta apunta hacia abajo?”
(Como podrias verificar tus probabilidades?
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tedrico.

|_eccion @ Asignacion de probabilidades: enfoque clasico o

Objetivos: ~ Conocer el enfoque tedrico o clasico para asignar probabilidades.
Asignar probabilidades segun el enfoque teorico o clasico.
Distinguir entre resultados equiprobables y no equiprobables.

Conocer la regla de Laplace y aplicarla en la asignacion de probabili-
dades de experimentos simples (de una etapa).

La manera mas inmediata de asignar probabilidades, es utilizando el razo-
namiento parte-todo. Cuando afirmaste que al lanzar una moneda la pro-
babilidad de que caiga aguila es un “medio” (o0 0.5), o “una posibilidad de
dos”, usaste el hecho de que la moneda tiene dos caras, y una de ellas es

aguila.

Actividad ad

Qué hacer

a) Estudia con atencion:

Experimen- P(équila) = 112
to: Lanzar ~———» T rocitioin > —>r(aguila) =
una moneda  D0S resultados Un resultado

corresponde a

posibles -
aguila

Asimismo, P (sello) = 1/2.

¢Cual es valor de la suma: P (aguila) + P (sello)?

De manera semejante, al lanzar un dado, podemos razonar de la siguiente manera:

Experimento: lanzar un dado

Seis resultados
posibles:

OB E B B B B
Un resultado

corresponde a
un punto
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Actividad g (Cont)

b) Resuelve: Si 1, 2, 3,4, 5y 6, representan los sucesos: cae uno, dos, tres, cuatro, cinco y
seis puntos respectivamente, determina:
P)=__  PE=___ P(B)=__
P@=__  PM@A=—__ P®)=___

¢Cudl es el valor de lasuma: P (1) +P (2) + P (3) + P (4) + P (5) + P (6)?

Ademas del razonamiento parte-todo, se hace uso de un supuesto: al lan-
zar la moneda, los dos resultados posibles (aguila y sello) son igualmente
probables, y al lanzar un dado, los seis resultados son también igualmente
probables. Los resultados que son igualmente probables, se llaman equi-
probables.

Para cumplir con el supuesto de equiprobabilidad, deben cunplirse algunas
condiciones que dependen del contexto en el que se realiza el experimen-
to. En el caso de experimentos con monedas o dados, la equiprobabilidad
exige que dichos artefactos no estén “cargados”, es decir sean totalmente
simétricos en el sentido de estar perfectamente balanceados. A continua-
cién analizaras otros contextos.

Contexto de ruletas
Imagina los siguientes tipos de ruletas (en cada caso, se garantiza el giro
libre de la flecha). Los experimentos consisten en girar vigorosamente la
flecha y observar en qué sector se detiene. Analiza lo que se afirma y con-
testa lo que se indica.

1) ‘m Se cumple la equiprobabilidad puesto que el todo (el circulo)

estd formado por cuatro sectores de igual area.
q P(apuntar en cualquier sector) = 1/4.
Completa: P(1)=__ ,P(2)=__ ,P3)=__ ,P@)=__

P(1)+P(2)+P(3)+P(4)=__
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2) ‘m Se cumple la equiprobabilidad puesto que el todo (el circulo)

estd formado por cuatro sectores de igual area.

P(apuntar en cualquier sector) = 1/4.

Completa: P(1)=__ ,P(2) = PR =__ .

P +P2)+P@) = _

En esta ruleta aparece un suceso que no es elemental: el suceso “la flecha apunta en 1”

Sucesos elementales y sucesos compuestos

Un suceso es elemental, si no se puede descomponer en otros sucesos, Yy
es compuesto si se puede descomponer en dos 0 mas sucesos elementa-

les.

Los sucesos: “la flecha apunta en 2"y “la flecha apunta en 3” son elemen-
tales. En cambio el suceso “la flecha apunta en 1”” €s compuesto puesto que
estd formado por dos sectores de area que equivalen a dos sucesos elemen-

tales.

La probabilidad de un suceso compuesto es igual a la suma de las proba-
bilidades de los sucesos elementales que lo componen.

P(1) = 1/4 + 1/4 = 2/4 = 1/2.

En esta ruleta, no se cumple la equiprobabilidad puesto que el todo

3)
(el circulo) esta formado por tres sectores de diferente area.

Para que se cumpla la
equiprobabilidad, podemos
presentar la ruleta con secto-
res iguales.

m P(apuntar en cualquier sector) = 1/4.
v Completa: P(1)=__ ,P(2) = ,P(3) = .
P(1)+P2)+P@3) =
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4) qp En esta ruleta, no se cumple la equiprobabilidad puesto que el todo
A /A (el circulo) esta formado por cinco sectores de diferente &rea.

Para que se cumpla la
equiprobabilidad, podemos
presentar la ruleta con secto-
res iguales.

qp P(apuntar en cualquier sector) = 1/8.

Completa: P(A) =, P(B) = ,P(C)=___ P(D)=__
\iE./ O

P(A)+P(B)+P(C)+P(D)+P(E) =

Contexto de urnas, bolsas o cajas

En estos casos, los experimentos consisten en seleccionar elementos de un
conjuno (poblacion). Para que se cumpla la equiprobabilidad, cada elemen-
to debe seleccionarse al azar; para ello, antes de cada seleccidn el contenido
del conjunto debe mezclarse perfectamente y la seleccion debe hacerse sin
ver los elementos.

Por ejemplo, sea una bolsa con siete canicas. El experimento consiste en
extraer una canica al azar.

Se cumple la equiprobabilidad puesto
que las extracciones se hacen al azar

Contesta:

1) P(extraer cualquier canica) =

2) P(extraer una canica negra)=

3) P(extraer una canica blanca) =

4) El suceso “extraer una canica negra” , ¢es elemental o compuesto?
¢Por qué?

5) El suceso “extraer una canica negra”, ¢es elemental o compuesto?
¢Por qué?

6) P(negra) + P(blanca) =
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La probabilidad asignada de esta manera, se Ilama probabilidad tedrica o
clasica.

Definicion de probabilidad segun el enfoque tedrico o clésico

Se define la probabilidad teorica o clasica, como el nimero asignado para
cuantificar la ocurrencia de un suceso de la siguiente manera: Si N es el nu-
mero de sucesos elementales (partes) equiprobables, que forman una unidad
(el todo), entonces la probabilidad de cada suceso elemental (parte) es igual
a ﬁ .Ysiun suceso consta de k sucesos elementales, su

probabilidad serd 7.

Esta férmula, generalmente se plantea de la siguiente manera:

Numero de resultados favorables al suceso k

Probabilidad de un suceso = - : =
Ndmero total de resultados posibles N

Esta manera de asignar probabilidades, la enuncio por primera vez el
matematico Pierre Simon de Laplace, razon por la cual al enfoque tedrico
o clasico, también se le Ilama probabilidad Laplaciana.

= Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), astronomo

y matematico francés. Trabajo sobre la teoria

de la probabilidad en su Teoria Analitica de las
Probabilidades (1812) en la que enuncia la definicion
de probabilidad: «la probabilidad de un suceso A es el
cociente entre el nimero de casos favorables al suceso
y el nimero de casos posibles»

De esta definicion surgen dos conceptos importantes: resultados favorables
a un suceso y espacio muestral.
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Espacio muestral y resultados favorables

Ejemplos

El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio.

El nimero de elementos del espacio muestral, constituye el total de resul-
tados posibles que tiene el experimento.

Los resultados favorables a un suceso, son aquellos que tienen la propiedad
0 cualidad del suceso.

a) Consideremos el experimento de extraer una canica de una bolsa que
contiene cuatro rojas y 3 blancas.

El espacio muestral esta formado por siete elementos:
0000000

o El suceso “se extrae una canica roja” tiene cuatro resulta-
- @) dos favorables. ocoe

El suceso “se extrae una canica blanca” tiene tres resulta-
dos favorables. 000

b) Consideremos el experimento de girar la flecha de las distintas ruletas
mostradas:

® B D E

El espacio muestral El espacio muestral El gspacio muestral El espacio muestral
esta formado por esta formado por esta formado por tres  esta formado por
cuatro elementos cuatro elementos elementos no equi-  cinco elgn;elntoi,_no
; i p equiprobables
equiprobables. equiprobables. robables los cuales  equiprobables los

se pueden convertir cuales se pueden
El suceso “la flecha El suceso “la flecha ~ €N cuatro equiproba-  convertir en ocho

apunta en 17, tiene a_puntg en 1”,I ; bles. equiprobables.
n resultado favo-  tiene dos resultados )
lrjalblgsu fadofave favorables. El suceso “la flecha  El suceso “la flecha
' apuntaen 17, apunta en E”, tiene
tiene dos resultados ~ cuatro resultados
favorables equipro- favorables equipro-
bables.. bables.
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El espacio muestral en el lenguaje de conjuntos

Ejemplos

Puesto que el espacio muestral es un conjunto, podemos representarlo utili-
zando las notaciones conjuntistas.

Asi, al lanzar un dado, obtenemaos el siguiente espacio muestral:
$={1,23,4,5,6}

Los espacios muestrales como el anterior se llaman finitos, porque se pue-
den contar sus elementos. Para indicar el nimero de elementos que tiene
S, utilizamos la notacion n(S). Los espacios muestrales que corresponden
a experimentos cuyos resultados pueden ser cualquier valor de una escala
continua, se llaman infinitos. Por ejemplo, la duracidon de una ldmpara podria
variar en el intervalo [0,2000] .

Antes de asignar probabilidades a los resultados de un experimento aleatorio,

debemos describir todos los resultados posibles del experimento, es decir,

debemos establecer su espacio muestral. Por desgracia un experimento pue-

de tener mas de un espacio muestral, dependiendo de lo que el observador

decida registrar. Solamente deben cuidarse tres requisitos:

+ Todo elemento del espacio muestral es un resultado potencial del expe-
rimento.

« Cualquier resultado que se observe al realizar el experimento, debe ser
un elemento del espacio muestral.

» El resultado observado debe coincidir con un sélo elemento del espacio
muestral.

a. Suponga que se lanza un dado. Establece tres espacios muestrales.

Espacio muestral 1. Observando que un dado tiene 6 caras con 1, 2,
3,4, 5y 6 puntos respectivamente, podemos listar:

s-{ Kl 15 K5 BH B HH}

o simplemente: S = {1, 2,3,4,5, 6}

Espacio muestral 2. Si el observador registra que la cara mostrada tiene
un namero par o impar de puntos, podria listar:

s ={par, impar }={ p.i}

p es favorecido por: E m m
i es favorecido por: n E E
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Ejemplo Espacio muestral 3. Si al observador le interesa la aparicion de la cara
(Cont.) con 3 puntos, podria listar:

S={3,n03}
3, es favorecido por: E

no 3, es favorecido por: - E m m m

b. Supo6n ahora, que de una bolsa que contiene 3 canicas
negras y dos blancas, se tomara una sola canica. Encuen-
tra tres espacios muestrales.

Espacio muestral 1. Observando que los objetos son cinco canicas,
podemos listar:

s-{@ @@ O O}
O bien, s:{Cl, C, C,, C,, Cs}

Espacio muestral 2. Si queremos registrar el color de la canica extrai-
da, podemos escribir:

S= {roja, blanca} 0 S= {r, b}

Espacio muestral 3. Si nos interesa la aparicion del color rojo, escri-
biriamos:

S= {rojo, no rojo} 0 S—= {r, no r}

Actividad L.4) b

Resuelve:

1. De un grupo de personas de los cuales 25 son mujeres y 15 hombres, se va a
seleccionar a una de ellas. Establece tres espacios muestrales.
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Sucesos como subconjuntos del
espacio muestral

Cada suceso serd un subconjunto del espacio muestral formado por sus re-
sultados favorables; por ejemplo,

A = “obtener un nimero par” = {2, 4,6}

Recordemos que la probabilidad de un suceso es igual a la suma de las pro-
babilidadesde los sucesos elementales que lo componen.

Asi: 1 1 1

3 1
P(par) = P(Z)“r‘ P(4)+ P(6) =E+—+—=g=z
Actividad C

6 6
Escribe los elementos que favorecen a cada suceso:
B = “ndmero impar” = { }
C =“nlmero primo”={  }
D = “maltiplo de 3” = { }

Asigna probabilidades a cada uno de los sucesos B, Cy D:
PB)=____ _;P(C)=___ ;P(D)=

En el lenguaje de conjuntos, la regla de Laplace, puede establecerse de la
siguiente manera:

- ) Numero de elementos de X n(X)
Probabilidad de un suceso X cualquiera =P (X) = — =
Ndmero de elementos de S n(S)

iAtencion! Para aplicar la férmula anterior, n(X) y n(S), deben provenir de
espacios muestrales equiprobables.
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Analiza cuidadosamente los siguientes casos, que muestran la forma de proceder
para transformar en espacio muestral equiprobable, uno que no lo es.

1)

(Ll
NI

S equiprobable = {1’ 2,3, 4}

n(S) =4

3) m
2

S no equiprobable = {1’ 2’ 3}

«

S equiprobable = {11' 12' 2, 3}
n(s) =4

72\
>/

5)

S equiprobable = {nl’ nz’ n

n(s) =7

kS5

S no equiprobable = {1’ 2, 3}

(172

NP

S equiprobable = {11’ 12' 2’ 3}

A
Y

S no equiprobable = {A, B, C, D, E} q

S equiprobable = {A, B,C,D,E ,E,E,
n(S) =8

— S 20 equiprobsble — {negra, bIanca} = {n, b}

N, by, by 0}

n(S) =4
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Actividad L.4)d

1. El dibujo de la derecha muestra un tiro al blanco. Si
un dardo que se lanza al azar cae en la zona 1, dire- 1 ?
mos que ha ocurrido el suceso 1. La probabilidad de 3
que ocurra el suceso 1 la representamos por P(1). De
manera semejante nos referimos a los sucesos 2, 3, 4,
5y 6. Ademas consideremos el suceso “el dardo cae
en zona coloreada” y representemos su probabilidad
como P(zona de color)

a) Clasifica estos sucesos en elementales o compuestos. Argumenta tu respuesta.
b) Determina:
P=-__P@=__PR)=__PA=___ POB)=___ ,PE)=___

P(zona de color) = , P(zona blanca) =

N

. Un raton sale de Ay puede irse, con igual probabilidad,
por cualquiera de las bifurcaciones que encuentra. Asig-
na un namero a la probabilidad de llegar a B.

A1 T~

B

3. Una bolsa contiene 8 canicas rojas y 5 blancas. Si se extrae una canica
al azar.
a) Establece dos espacios muestrales uno equiprobable y otro no equi-
probable.

b) Sea b el suceso “sale una canica blanca” y r el suceso “sale una
canica roja”. Determina:
- P(b),
- P(n),
-P(o) +P(r)=_
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Relacion entre probabilidad frecuentista y tedrica

Una vez estudiados los distintos enfoques, es necesario contestar la siguien-
te pregunta: ;Que relacion existe entre la probabilidad teorica vy la frecuen-
cial (empirica)?

Para contestar, recuerda que cuando estudiaste el comportamiento de las
frecuencias relativas del suceso “cae aguila” en el experimento de lanzar
una moneda, se pudo apreciar que, conforme aumenta el nimero de lanza-
mientos, dicha frecuencia relativa tiende a estabilizarse alrededor de valores
muy cercanos a 0.5. Y, cuando aplicaste el enfoque clasico, encontraste que
la probabilidad de que “caiga aguila” es: %: 1.5

De igual manera, en el lanzamiento de un dado, la frecuencia relativa del
suceso “cae un punto”, se estabiliza en valores cercanos a 0. 16 y 0.17,y
aplicando el enfoque clésico encontramos que la probabilidad de “cae un
punto” es: + = 0.1666...

Asi pues, la probabilidad teérica, nos indica la proporcién aproximada con-
que aparecera el suceso a la larga. Se debe recalcar que las probabilidades
tedricas solo seran aproximadamente validas para el experimento real. Este
hecho, no debe sorprendernos, puesto que la asignacidn tedrica, esta basada
en una idealizacion de la realidad. Esta idealizacion recibe el nombre de
modelo. Por ejemplo, imaginamos que las monedas o los dados son com-
pletamente simétricas. Un modelo es adecuado, si a pesar de la simplifica-
cién que hace de la realidad, los resultados que proporciona son bastante
aceptable para todos los propdsitos practicos. La probabilidad se encarga
de encontrar modelos apropiados para describir los fenémenos aleatorios.

Otro aspecto que debe recordarse es que, la estabilizacion se presenta con
las frecuencias relativas (o proporciones), y no con las absolutas. Por ejem-
plo, si n es el nimero de lanzamientos de una moneda, el nimero tedrico de
aguilas (o sellos ) es: 5 (n).

Sin embargo, Kerrich por ejemplo, obtuvo en 10000 lanzamientos, 5067
aguilas contra 4933 sellos, en vez de % (10000) = 5000 &guila (o sellos).

También, debemos recordar que, si el nUmero de veces que se repite el expe-
rimento es muy pequefio, las frecuencias relativas son muy irregulares, y, en
estos casos, no podemos asegurar nada acerca de los resultados esperados.
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Propiedades de la probabilidad

En los apartados anteriores estudiaste tres modos diferentes de asignar pro-
babilidades:

1) Si es posible y préactico repetir muchas veces el experimento o si conta-
mos con informacion estadistica sobre las frecuencias relativas de apari-
cion de distintos sucesos, podemos utilizar el enfoque frecuencial de la
probabilidad.

2) En el caso de espacios muestrales con un numero finito de resultados
equiprobables, calculamos las probabilidades usando el enfoque clasico
o tedrico.

3) En los demas casos, el unico modo de asignar probabilidades a los suce-
sos es de modo subjetivo.

En todos los casos, las probabilidades deben cumplir las siguientes propiedades:

1. Una probabilidad es siempre un valor numérico entre cero y uno, incluyen-
do a éstos. Es decir, para todo suceso A se cumple que: 0 <P (A) <1

Propiedades relacionadas con la propiedad 1:

La probabilidad es 0, si el evento no puende ocurrir (suceso imposible).
La probabilidad es 1 si el evento siempre ocurre (Suceso seguro).

En los demas casos, la probabilidad de un suceso es un nimero fracciona-
rioentre Oy 1.

2. La suma de las probabilidades de todos los resultados de un experimento es
igual a 1.

Esta propiedad es consecuencia de las condiciones que debe reunir todo
espacio muestral: El espacio muestral debe incluir a todos los posibles re-
sultados del experimento, y el resultado observado debe coincidir con un
solo elemento del espacio muestral.

3. La probabilidad de un suceso compuesto es la suma de las probabilidades de
los sucesos elementales que lo componen.
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Ejercicio

1. Escribe un espacio muestral para cada una de las flechas giratorias de las figuras de
abajo. Indica si son equiprobables o no. En caso de que no sean equiprobables, deter-
mina uno equiprobable.

B G
= B
A ZT /{

2. Una bolsa contiene 4 canicas rojas, 3 azules y 3 verdes. Se extrae una sola canica.
a) Tabula un espacio muestral con tres resultados.
b) Tabula un espacio muestral con diez resultados.
¢) Tabula un espacio muestral suponiendo que nos interesa el color rojo.

3. Sise tira un dardo a la rueda de la figura, encuen-
tra las probabilidades de obtener:
a) Tres puntos
b) Numero par
c¢) Nimero menor que 4
d) Numero impar, mayor o igual que 7

4. Investiga la composicion de una baraja es-
pafiola y contesta:

a) Si se extrae una carta al azar, ;cual es la
probabilidad de que sea un as?

b) Se llaman figuras a las cartas As, Sota,
Caballo y Rey. Calcular la probabilidad
de sacar figura al extraer una carta de esta
baraja.

45




Ejercicio (Cont)

. Al extraer una carta de una baraja americana calcular:

. En el experimento de lanzar un dado, calcula las si-

a) P(as de corazones)
b) P(as)

c) P(diamante)

d) P(no diamante)

e) P(as de tréboles)

guientes probabilidades:
a) Sacar un 4

b) Sacar par

c) No sacar 4

d)Sacar 306 4

e) Sacar nimero primo.

. Tenemos 20 canicas rojas y 2 negras Extraemos una. ¢Cudl es la probabilidad de que sea

roja? ¢Y de que sea negra?

. Sea S ={a, b, c} el espacio muestral de cierto experimento aleatorio.

SiP(a) =0.3 P(b) = 0.6, ;cudnto debe valer P(c)?

. Encuentra los errores de cada una de las siguientes aseveraciones:

a) Las probabilidades de que un vendedor de automoviles cierre 0, 1, 2, 3 0 mas opera-
ciones en cualquier dia de febrero son, respectivamente, 0.19, 0.38, 0.29 y 0.15.

b) La probabilidad de que llueva mafiana es de 0.40 y la de que no suceda es de 0.52

c) Las probabilidades de que una impresora cometa 0, 1, 2, 3, 4 0 mas errores en la im-
presion de un documento son, respectivamente, 0.19, 0.34, -0.25, 0.43 y 0.29.
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AUTOEVALUACION (UNIDAD I)

1. Relaciona correctamente las dos columnas

a) Segun este enfoque, ( ) Probabilidad
n(E) Resultados favorables a E frecuentista
P(E) = =
n(S) Total de resultados () Evento imposible
b) Probabilidad emitida en base a la experiencia. ( ) Espacio muestral
Por ejemplo: “si estudio es muy probable que equiprobable
apruebe”
( ) Probabilidad
c)P(E)=1
( ) Probabilidad clasica
dP(E)=0
( ) Evento seguro
e) La asignacién de probabilidades mediante este
enfoque, requiere que el experimento se repita ( ) Espacio muestral no

muchas veces. equiprobable
f) Cada resultado tiene distinta probabilidad de ( ) Probabilidad subjetiva
ocurrencia.

g) Parte de la matematica que trata de manejar con
numeros la incertidumbre

2. Lee cuidadosamente las preguntas. Selecciona la mejor respuesta.

A. El enfoque laplaciano con respecto a la asignacion de probabilidades consiste en:
a) Asignar a cada resultado la mitad de la probabilidad del resultado anterior.
b) No hace ninguna hipotesis a priori acerca de la probabilidad del resultado anterior.
c) Asignar a cada resultado la misma probabilidad.
d) Suponer que todos los resultados son iguales.

B. La equiprobabilidad requiere que:
a) Solo haya un nimero finito de resultados favorables.
b) Cada resultado tenga la misma probabilidad de ocurrir.
c) No se dé ningln resultado.
d) Todos los resultados son iguales.

C. La frecuencia relativa de un suceso es:
a) El nimero de veces que se observa.
b) ElI nimero de veces que lo anotamos.
c) El cociente del numero de veces que ocurre dicho suceso entre el nimero de repeticio-
nes del experimento.
d) Un nimero irracional.
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D. Los sucesos elementales son aquellos que:
a. Constan de un solo resultado.
b. Son muy sencillos.
c. Se ven al principiop del curso.
d. No son muy importantes.

E. Al evento seguro se le asigna una probabilidad de:
a. 1.
b.0.5
c. Igual a la de los demas.
d. 0.

3. Se emitio un documental sobre terremotos y la frecuencia con que éstos ocuren. EIl docu-
mental incluia un debate sobre la posibilidad de predecir los terremotos.

Un geodlogo dijo: En los préximos veinte afios, la posibilidad de que ocurra un
terremoto en la ciudad de Zed es de dos de tres.

(Cual de las siguientes opciones refleja mejor el significado de la afirmacion del gedlogo?

A) % x 20 = 13.3, por lo que entre 13 y 14 afos a partir de ahora habra un terremoto en la
Ciudad de Zed.

B) % es mas que % por lo que se puede estar seguro de que habra un terremoto en la Ciudad
de Zed en algin momento en los proximos 20 afos.

C) La posibilidad de que haya un terremoto en la Ciudad de Zed en algin momento en los
proximos 20 afios es mayor que la probabilidad de que no haya ningun terremoto.

D) No se puede decir lo qué sucedera, porque nadie puede estar seguro de cuando tendra lugar
un terremoto.
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Leccidon @ Elementos bésicos de conjuntos:

Objetivos:

Comprender la simbologia basica de los conjuntos.
Identificar y representar en un diagrama de Venn las operaciones entre
conjuntos y entre sucesos.

La probabilidad utiliza el lenguaje de los conjuntos para establecer muchos
de sus conceptos y leyes. Por tal razén a continuacion se hara un repaso de
los conceptos y operaciones entre conjuntos que ya estudiaste en tu curso
de matematicas I.

Actividad @ a

Qué hacer

Estudia con atencion:

Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos los cuales se llaman
elementos.

Un conjunto puede expresarse de dos maneras:

a) Por extension: nombrando todos y cada uno de los elementos que lo
forman. Para escribirlo, se encierran los elementos entre llaves separa-
dos por comas.

Ejemplo: el conjunto formado por las vocales del alfabeto castellano puede
escribirse, _

V={aelio0u}
y se lee: “V es el conjunto formado por las letras a, e, i, 0, U”.

Para indicar que un elemento “a” esta en un conjunto “A” escribimos a € A
Si un elemento “b” no pertenece al conjunto “A”, se simboliza, be A.

b) Por comprensién: nombrando una propiedad que cumplan todos los
elementos del conjunto.

El conjunto de las vocales definido por comprension, se escribe:
V = {x/x es letra vocal}
y se lee: “V es el conjunto de los elementos X, tal que x es letra vocal”

El simbolo / se lee “tal que”.
También podemos escribir simplemente la propiedad entre las llaves

V = {letra vocal}
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Ejemplos

Los siguientes conjuntos estan dados por extension. Escribelos por
comprension:

a) O = {suma, resta, multiplicacion, division}
b) B = {enero, febrero, marzo, ..., diciembre}
c)P={2,4,6,8, 10,12, ..}
dQ={23,5,711,13,17,..}

Solucidn

a) Es el conjunto de las operaciones fundamentales de la aritmética.

O ={x/xes una operacion fundamental de la aritmética}

Se lee: “Aes el conjunto de todas las X, tal que x es una
operacion fundamental de la aritmética”.

b) Es el conjunto de los meses del afio.
B = {x/x es un mes del afio}

Se lee: “B es el conjunto de todas las x, tales que x es un mes
del afio”.

c) Es el conjunto de los nimeros naturales pares.

P ={x/x esun ndmero natural divisible entre 2}

O bien:
P ={x/ x es un numero natural par}.

O en forma més compacta:
P={x/xeNyespar},
P={x/x eNyesdivisible entre 2},
P={x/x=2n,n e N}
d) Es el conjunto de los nimeros primos.

Q ={x/x esun ndmero primo}

A continuacion recordaremos las definiciones y operaciones elementales
entre conjuntos que se utilizan en el estudio de la probabilidad.
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Conjuntos finito e infinitos
Un conjunto es finito si sus elementos se pueden contar.
El conjunto V ={a, e, i, 0, u} es finito

En caso contrario, es decir, un conjunto en que no se pueden contar sus
elementos se denomina conjunto infinito.

El conjunto de los nimeros naturales, el de nimeros pares, el de nimeros
enteros, el de los racionales, el de los reales, son todos conjuntos infinitos.

Cardinalidad de un conjunto

En un conjunto finito cualquiera A, se llama cardinalidad del conjunto al nimero
de sus elementos.

La cardinalidad del conjunto A suele representarse por n(A).

La cardinalidad del conjunto A ={a, e, i, 0, u} es n(A) = 5.

Conjunto vacio
Tratemos de enumerar los elementos del siguiente conjunto:

A = {x/x es una mujer que haya sido presidente de México hasta el afio 2009}

Obsérvese gque no existe persona que tenga esta propiedad. Por lo tanto, este
conjunto A, no tiene elementos:

A={}

Este tipo de conjuntos sin elementos, se presenta frecuentemente en matematicas;
se llama conjunto vacio y se representa con el simbolo: ¢.

Conjunto vacio, es un conjunto que no tiene elementos. El simbolo que lo
representa es: ¢

Subconjuntos

Un conjunto A se dice que es subconjunto del conjunto B cuando todo elemento
de A es elemento de B.

Serepresenta: Ac B

y se lee: “A es subconjunto de B” 0 “A esta contenido en B” 0 “A esta incluido
en B”

Para representar que un conjunto no es subconjunto de otro, se utiliza el
simbolo <.

H & D significa que H no es subconjunto de B.

El conjunto vacio, ¢, es subconjunto de cualquier conjunto.

Si A es un conjunto arbitrario, entonces ¢ — A
Sea A un conjunto cualquiera, se cumple que Ac A.
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Ejemplos:

1. Enlos conjuntosA={1, 2,3,4,5}, B={1, 2,3,4,6, 7} el elemento 5
pertenece a Ay no pertenece a B; por lo tanto A no es subconjunto de
B. Esto se denota A & B (Se lee: A no esté contenido en B, 0 Ano es
subconjunto de B).

2. El conjunto A= {x/x es un paralelogramo}es un subconjunto del conjun-
to C = {cuadrilateros}

Conjunto universal

Ejemplo

Se llama conjunto universal, al conjunto que contiene como subconjuntos,
a todos los conjuntos que intervienen en el problema que se esté tratando.

Generalmente el conjunto universal se representa por la letra U.

Por ejemplo, si trabajamos con conjuntos de letras, un conjunto universal
seria el conjunto de todo el abecedario. Si hablamos de los deportistas
olimpicos, un conjunto universal podria ser el conjunto de deportistas de
alto rendimiento o bien el conjunto de todos los deportistas, esto muestra
que el conjunto universal no es Unico y su seleccion depende del proceso o
problema que se aborde.

Establecer un conjunto universal para los siguientes conjuntos:
A = {x/x es un alumno de primer afo de la preparatoria Allende}
B = {x/x es un alumno de segundo afio de la preparatoria Allende}
C = {x/x es un alumno de tercer afio de la preparatoria Allende}

Conjunto universal: U = {x/x es un alumno de la preparatoria Allende}
O bien:

U = {x/x es un alumno de la UAS}

Diagramas de Venn

Al trabajar con conjuntos es ilustrativo representarlos en un diagrama,
esto nos ayuda a ver con mas objetividad la situacion que se aborda.
Generalmente se utilizan regiones del plano representadas por figuras
cerradas. Por convencidn, se acostumbra representar al conjunto universal

U con un rectangulo.

Cualquier conjunto, deberé quedar incluido dentro del area del rectangulo.
Estos diagramas se llaman diagramas de Venn.
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Ejemplo | SiUu={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}y y A={1,2,3,4,5}
El diagrama de Venn es:
6
8
En estos diagramas, se utilizan colores o sombreados | s 9 U

para destacar algun conjunto de interés. En el diagra-
ma de la derecha se ha coloreado el conjunto A.

La representacion de dos conjuntos presenta alguna de las siguientes
opciones

U A

U

Cuando A y B no tienen
elementos comunes.

y B se llaman conjuntos
mutuamente excluyentes,
disjuntos o ajenos.

Ejemplo

a) Los conjuntos:

U=4{0,1,2 34,586,789}

A={1,23,4,5}
B={24,6,8}
quedan representados:

0 7

El diagrama ilustra que los
elementos 2 y 4 pertenecen a
ambos conjuntos.

Cuando Ay B tienen al
menos un elemento comun.

conjunto A.

b) Los conjuntos:

Cuando todos los elementos
del conjunto B pertenecen al

U={0,12 345,678, 9}

A={1,2,3,4,5}
B={6, 7}
quedan representados:

9 U

8

El diagrama ilustra que los
conjuntos A 'y B no tienen
elementos comunes. Son conjuntos
disjuntos, ajenos 0 mutuamente
excluyentes.
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¢) Los conjuntos:
u={0,1,23,4,56,7,8, 9}
A={1,23,4,5}
B={3,5}

quedan representados:

El diagrama ilustra que A contiene
a B, o lo que es lo mismo, todo
0 elemento de B es elemento de A.

BcA

Interseccion

Dados dos conjuntos A 'y B, la interseccion de Ay B, que se escribe
AN B, esel conjunto formado por todos aquellos elementos que son comunes
aAy aB. En forma simbolica:

AnB={x/x e Ay x € B}

En un diagrama de Venn:

Laregion [ representa A~ B

Ejemplo| SiA={1,2,4,8,16}y B ={2, 5,8, 11, 14}
AnB={2 8}

Para formar el diagrama de Venn, primero se localizan los elementos de la
interseccion y después se completa cada conjunto.

o)
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La interseccion cumple con las siguientes propiedades

ANnB=BnA
AnA=A
ANo =0
ANnU=A

SiAn B = ¢, entonces Ay B son conjuntos disjuntos o ajenos.

U

AnB =19¢

Complemento

Ejemplo

Si tenemos un conjunto universal U y A un subconjunto de U, el conjunto
formado por todos aquellos elementos de U que no pertenecen a A, se llama
complemento de Ay se denota como A' o bien como A. Simbodlicamente:

A ={xIxeUyxgA} — Equivale a decir: no estaen A

Visto en un diagrama de Venn:

U

Laregion [ representaA' — A'= No A.

SeaU=4{0,1,2,3,4,56,7,89}yA={23,4,9}
a) Determina el complemento de A.

Solucion

a) Complemento de A: Esta formado por los elementos que estan en U y
no pertenecen a A; estos elementos son: 0, 1, 5, 6, 7, 8. Entonces:

A'={0,1,5,6,7,8} |8 6
También leemos A' La region
CoOmo “no esta en ! representa A'
A”. . o A
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Las operaciones combinadas, AnNB',A'nByA'n B’

Ejemplo

Estas operaciones cobran relevancia especial en el tratamiento de la pro-
babilidad. Nos interesa de manera particular, la region que ocupan dentro
de un diagrama de Venn. Utilizaremos un ejemplo para encontrar tales re-
giones.

Dados: U = {x/x es un niimero digito}
A = {x/x es digito multiplo de 2}
B = {x/x es digito maltiplo de 3}

Determina: a)AnB, b)AnB, ¢)A'nB y dA'nB

Solucion

Primero formemos el diagrama de Venn. Para ello necesitamos expresar los
conjuntos dados, por extension

U={0,1,2 345,678, 9}
A={2,4,6, 8}
B ={3, 6, 9}

Para formar el diagrama de Venn primero se localizan los elementos comunes
y después se completa cada conjunto

1 A
2
7
4
0 8
5
a)ANnB

Esta formado por los elementos que estan en Ay en B (multiplos de 2 y
maultiplos de 3)

A B = {6}

Laregion ™ representaAn B
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b) AN B'

Esta formado por los elementos que estan en Ay no estan en B (mdultiplos de 2
y no son mdltiplos de 3)

AnB'={2,4,6,8}n{0,1,2,4,57,8} ={2,4,8}

Laregién = representa AN B' (si Ay no B)

0)A'NB

Esta formado por los elementos que no estdn en Ay si estan en B (no son
maltiplos de 2'y son multiplos de 3)

A'nB={0,1,3,57 9N (3,69} ={3, 9}

Laregion " representa A'n B (no Ay si B)
d)A'nB'

Estd formado por los elementos que no estdn en Ay no estan en B (no son
maltiplos de 2’y no son mudltiplos de 3)

A'nB'={0,1,3579n1{0,1,2,4,5 78 ={0,1,5 7}

La region representa A' n B' (no Ay no B)
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Resumen de regiones

Actividad @ b

1. Sean los conjuntos: U = {x/x es nimero digito}
A = {x/x es numero digito primo}
B = {x/x es numero digito impar}

Determina e interpreta a) AN B
b)An B’
)A'NB
d)A'NnB'

Diferencia

La diferencia del conjunto Ay el conjunto B, se denota A- By es el conjunto
formado por los elementos que estan en A pero no estan en B.

A-B={x/Ix e Ayx ¢ B}

U

Laregion representa A- B

Asimismo,

B-A={x/xe Byxe¢ A}

Actividad @ C

Observa el resumen de regiones correspondientes a la interseccion de un conjunto
con su complemento.

a) ¢Con qué region coincide A - B?

b) ¢Con qué regidn coincide B -A?
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Ejemplo

Sean los conjuntos: U={a, b,c,d,e, f,g,h},A={a,b,f, g} yB={f, g, h}
LadiferenciaA-Bes:A-B={a b, f, g} -{f, g, h} ={a b}

Asimismo: B-A={f, g, h}-{a, b, f, g} = {h}

c U e U

e d
d c

La region I representa A — B Laregion I representa B - A

La operacion "-" tiene un significado equivalente a una interseccion.

A - B significa "si Ay no B"

A-B=AnB

Asimismo B - A significa "si By no A"

B-A=BnA'

Actividad @ d

Con los datos del ejemplo anterior, comprueba que A-B=AnB', B-A=BnA". Para
ello, determina los elementosde AN B'y B m A'y comparalos con los de A- By B - Arespec-
tivamente (dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos, sin importar el orden).
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Union El conjunto de los elementos que pertenecen a A o a B 0 a los dos se llama

Ejemplos

unién de Ay B; se le designa mediante A U B y se define como:

AUB={x/x e Aox € B oambas cosas a la vez}

El conjunto A U B esté representado en la regién sombreada del siguiente
diagrama:

U

La union cumple con las siguientes propiedades

AuB=BUA
AUA=A
Aud =A
AuU=U

1) Dados los conjuntosA={1, 2,3,4}y B ={a, b, c} launion de ambos sera
AuB={1,2344ab,c}

Laregion representa AL B

2) SiA={1,2,4,8 16} yB={2,5,8, 11, 14} entonces

AuB={1,245,8,11, 14,16} Los elementos comunes a ambos
U conjuntos no deben repetirse

Laregion [ representaA U B

Leeremos w como "o".
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Ejemplos | Por ejemplo, en los conjuntos ya estudiados
(Cont.) _
U = {x/x es un nimero digito}

A = {x/x es digito multiplo de 2}

B = {x/x es digito maltiplo de 3}
AU B = {x/x es multiplo de 2 o multiplo de 3}
AuB={24,6,8}uU{3,6,9}

={2,3,4,6,8,9} —— Sonmultiplos de 2 0 multiplos de 3

Actividad @ e

1. Sean los conjuntos U = {x/x es nimero digito}
A = {x/x es nimero digito primo}
B = {x/x es numero digito impar}
Determina e interprete a) AU B
b) AU B'
c)A'UB
d)A'"UB'
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Operaciones con sucesos

Debido a que existe un paralelismo entre conjuntos y sucesos, podemos
extender la terminologia de los conjuntos, para describir sucesos.

Primero, realiza la siguiente actividad:

Actividad @f

Analiza las siguientes situaciones y contesta lo indicado.

1) El sefior Vega necesita recoger un paquete en la oficina de correos. Para realizar di-
cho tramite le piden como identificacion credencial de elector 0 licencia de manejo.

¢Cuales de las siguientes opciones tiene el sefior Vega? (Sefiala en un diagrama de
Venn la zona correspondiente a cada posibilidad).

a) Puede llevar la credencial. b) Puede llevar la credencial Unicamente

C indica credencial.
L indica licencia

c¢) Puede llevar la licencia. d) Puede llevar la licencia Gnicamente.

c

e) Puede llevar la credencial y la licencia.

c

Sombrea la parte del diagrama que “favorece” al sefior Vega (licencia o credencial):

Plantea aqui tu respuesta:

s
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Actividad @ T (conty

2) Ahora, el sefior Vega necesita comprar un automovil en EEUU. Le piden como requisito
pasaporte y licencia de manejo. ;Como debe interpretarse el conectivo “y” al pedirle
pasaporte y licencia? Sefiala en un diagrama la zona que favorece al sefior Vega.

Ahora, procederemos a establecer la equivalencia entre conjuntos y sucesos (0 eventos).
Para ello, consideraremos como conjunto universal al espacio muestral correspondiente
al experimento de interés.

El suceso complemento del suceso A, es el suceso S
constituido por todos los resultados de S que no estan

en Ay se representa por A 0 A" . El complemento de A,

equivale a la negacion de A. _

d g AoA
Interseccion de dos sucesos Ay B, es un suceso S
que ocurre si A'y B se realizan simultaneamente
(ambos). Esto se escribe: AN B
Union de dos sucesos Ay B es un suceso que se rea-
liza si A o B se realizan. Es decir, el suceso A o B, S
ocurre, si:

» Sucede A
» Sucede B

» Suceden ambos.
En términos de conjuntos se escribe: AU B

A 0B =AuUB significa:
* Al menos uno.
» Cualesquiera.

Actividad @ g

Contesta: ¢A qué operacion entre sucesos corresponde cada una de las situaciones
planteadas en la actividad (2.1 f)?
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Actividad @.3) h

1) Sean los siguientes sucesos:

Suceso A = la gente de pelo castafio
Suceso B = la gente de ojos grises

a) Dibuja diagramas de Venn y sombrea los sucesos siguientes:
AUB ANB A

ANB A'NB B
b) Interpreta con palabras cada uno de los sucesos combinados encontrados en a).

2. Hacer un diagrama de Venn en donde aparezca:

Universo: estudiante de la UAS:
Suceso P = estudiantes de preparatoria

Suceso | = estudiantes del Centro de Idiomas
Ahora, mostrar un diagrama que indique:

() Un estudiante esta en P pero no en |
(b) Un estudiante no esta en |

(c) Un estudiante no esta en P

(d) NienP,nienl

(e) EnP, peronoen |
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Ejercicio @

1. Expresar los siguientes conjuntos, describiendo la propiedad de sus elementos (método de
comprension):

1. A={5, 10, 15, 20, 25, 30, 35}
2.D={7,14,21, 28}

3. E={Luna}
4.F={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

2. Expresar cada uno de los siguientes conjuntos enlistando sus elementos (método de exten-
sion):

) 1. L = {x/x es un planeta del sistema solar}

2. M = {x/x es un numero positivo multiplo de 4 y menor que 20}

4. Q = {x/x es digito del sistema decimal}

5. R = {x/x es un nimero enteroy x + 2 =0}

6.S={t/tesenteroyt’>+ 2t =0}

3. Dado el conjunto universal U= {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, escribe cuatro subconjuntos que
sean parte de él.

4. Sea el experimento de lanzar un dado. Considera como conjunto universal el conjunto de
resultados posibles de este experimento y sean los siguientes sucesos:
A={x/Ix <4}
B={x/x<5}
C = {x/x es par}
D = {x/x es impar}

Describe por extension cada uno de los sucesos siguientes:

a) AUB  b)AnC c) AnB
d) (AUB) &) An(BuUC)

5. Describe los sucesos que se representan mediante las zonas sombreadas de los cuatro
diagramas de Venn de la figura, si:

X indica que el sefior Lopez tiene credencial de elector y
Y indica que la esposa del sefior Lopez tiene credencial de elector

U U U U
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-z Célculo de probabilidades de sucesos
LeCClon 22 compuestos. Uso de la regla de Laplace.

Objetivos: Determinar probabilidades condicionales utilizando el concepto de espacio
muestral modificado.
Entender que los sucesos compuestos comprenden la realizacion de mas
de un suceso.

Los sucesos compuestos se forman al combinar dos o mas eventos simples
(o elementales). Los conectivos: “y”, “0”, se utilizan para combinar sucesos
elementales. En esta leccion asignaras probabilidades a los siguientes tipos de
sucesos compuestos:

1. La probabilidad de que ocurra cualquiera de los sucesos A o B: P(A o B).

En términos conjuntistas:
P AoB)=P(AuUB)
2. La probabilidad de que ocurra ambos sucesos Ay B: P(Ay B).

En términos conjuntistas:
PAyB)=P (AN B)

3. La probabilidad de que ocurra un suceso Unicamente: Ay B :
PAyB)=P (ANB)

4. La probabilidad de que ocurra el suceso A dado que ocurrid el suceso B:
P(A / B). Se lee: Probabilidad de A dado B.

Actividad@ d

Qué hacer

Parte |
Estudia atentamente cada uno de los siguientes apartados:

Cuando tratamos con una situacion incierta, esperamos que si se obtiene mas
informacion las probabilidades cambiaran. Alternativamente, podriamos decir
que conforme se dispone de mayor informacion, se modifica el espacio muestral
porque se excluyen algunos resultados. El siguiente ejemplo nos ilustrara lo antes
planteado.

En un concurso participan tres personas, a cada una de ellas se les entrega
una llave y sélo una de éstas encendera un automavil; cada persona prueba
la llave y si no enciende se retira. José tiene la llave numero 3. Consideremos
las siguientes fases del concurso:
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Actividad €.2) @ (cont)

¢ Alinicio del concurso, el espacio muestral consta de tres posibilidades:

R

P (gane Jos€) = %

¢ Acontinuacion la persona que tiene la llave 1 trata de encender el automévil. Asumamos que
éste no enciende. ¢Cudl es la probabilidad de que José gane?

Ahora, el espacio muestral se ha modificado: — { 2 3 }
modificado

P (gane José, dado que el primero fallo) :%

¢ Sigue la segunda personay tampoco
enciende el carro: S :{ 3 }
modificado

/ - 1 _
P (gane Jose, dado que fallo el 1°y el 2°) = + =1

Hemos calculado tres probabilidades para el mismo evento: “gana José”.

Las dltimas dos probabilidades contaron con informacion adicional, son probabilidades
condicionadas ( o condicionales).

Probabilidad condicional es la probabilidad con informacion adicional

Para designar la probabilidad de un evento B, condicionada a otro evento A, escribimos:

Se lee: “probabilidad de B,
PBIA) dado que ya ocurrio A”

En el ejemplo anterior:
Se lee: “probabilidad de que gane

P (gane José / fallo el 1°y el 29 = 7 José, dado que fall6 el 19, es igual
al/2

Asimismo,
P (gane José / fallo el 1°y el 2°) =1

El simbolo P(B/A) denota la probabilidad condicional de que el suceso B
ocurra dada la informacion o condicion de que el suceso A ocurre.
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Actividad @ d (Cont.)

Similarmente:

P(A/B) denota la probabilidad condicional de que el suceso A ocurra dada
la informacion o condicion de que B ocurre.

Los siguientes ejemplos nos familiarizaran con este nuevo simbolo:

Ejemplos | 1. Considera los sucesos:

LI: “Lluvia”
N: “Nubes”

¢ Simboliza el siguiente hecho: "la probabilidad de lluvia dado que hay
nubes es igual a 0.5"

Respuesta: P(LI/N) = 0.5

+ Con estos mismos datos, interpreta la expresion:

“La probabilidad de nubes, dado que hay lluviaes 1. Si llueve es seguro
que hay nubes”.

Respuesta: p(N/LI) =1

2. Si lanzas una moneda al aire una vez, ;qué significa P(aguila / sello) = 0?

Respuesta: “La probabilidad de &guila dado sello es cero. En un

lanzamiento, no se puede obtener aguila si ya sabemos
que cayo sello™.

3. Si se tira un dardo a la rueda de la figura,
encuentra la probabilidad de obtener un nu-

mero menor que 4, dado que se obtuvo un
namero par.

Respuesta:

Si ya se sabe que el dardo cayd en un nimero par, el espacio muestral
ya no consta de 10 resultados; ahora, el espacio muestral incluye a aque-
llos resultados que sean nUmeros pares.

Smodiﬁcado = {2’ 4’ 6’ 8’ 10}

De aqui, nos interesan los resultados favorables al evento: se obtiene
un nimero menro que 4.

Resultados favorables modificados = {2, 4}

Entonces: P (menor que 4 / es par) = =
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Actividad @ A (cont)

Parte Il

En la leccion (2.1), al tratar con conjuntos, dentro de cada zona del diagrama de
\enn repartiamos todos los elementos del conjunto universal.

Por ejemplo, considera el experimento de elegir al azar un nimero digito. Sean los
sucesos:

a) |:se elige un numero impar.

b) P: seelige un nimero primo.

Para construir el diagrama de Venn, enlistaremos cada elemento tanto del conjunto
universal como de los sucesos indicados. Recordemos que al tratar con sucesos, el
espacio muestral es el conjunto universal. Entonces:

Experimento: Resultados posibles
elegir un nimero digito » $={0,1,23,4,56,7,8, 9}

Resultados posibles presentados
en un diagrama de venn.

Estos elementos los
repartimos con base en los INP={1,3579}N {2,357}
sucesos | y P. ={3,5, 7}
Primero, enlistamos
los elementos de cada

Repartimos los resultados
posibles

suceso ) ) ) S
A continuacion determina-
I ={1,3,5,7 9} mosI NP 0
P={23,57} 4
8 6

Para el calculo de probabilidades, estamos interesados en la cardinalidad de cada zona
del diagrama. Entonces, en vez de repartir los elementos, se reparten dichas cardina-
lidades, tal y como se muestra a continuacion:
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Actividad @ d (cont)

En el ejemplo que estamos estudiando, tenemos que:
n(S) =10
n(h= 5

n(P)=4  —>| n(S)=10
n(INP=3

l Repartimos el 10, a partir de:

n(INP)=3
e S
() [~ n(@) -n@NP)=5-4=1
n@ -n(INP)=5-3=2 | .
n{dNP)=3

10-(2+3+1) =10-6=4

Estamos ya en condiciones de calcular probabilidades de sucesos compues-
tos aplicando la regla de Laplace.

Aplicacion de la regla de Laplace

Ejemplo

Puesto que conocemos las cardinalidades de los sucesos, simplemente

aplicamos la formula de Laplace: p ) EE'SA))

En el experimento de seleccionar un digito al azar, calcular la probabilidad
de seleccionar:

a) Un ndmero impar.

b) Un ndmero primo.

c) Unndmero impar que no sea primo.

d) Un ndmero primo que no sea impar.

e) Un ndmero que no sea ni impar, ni primo.

f)  Un ndmero que sea impary primo.

g) Unnumero que sea impar o primo.

h) Un ndmero que no sea impar.

i) Unnumero primo, si se sabe que, el nimero seleccionado es impar.
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Ejemplo
J(Coﬁt.)

Solucién
El experimento y los sucesos involucrados son los mismos que acaba-
mos de analizar. Por tanto, retomamaos el diagrama de \enn que tiene

cardinalidades.
S
(°)

Comparando con las zonas
correspondientes:

S N
,Zl Q”
o | ynoP
T

2
\(\? I'nP'=4

a) P (namero impar) = P(l):

- @

n(h _ S_

P(l)=

b) P (nimero primo) = P(P):

i (@

nP) 4
n@S) ~10

P(P)= =04

c) P (impar que no sea primo) = P(I N P"):

%
e
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Ejemplo | d) P (primo que no sea impar) =P(P N I'):
(Cont.)

@’»

nPnl)_ 1

PPAIN =15 =1p =01
e) P (ni impar, ni primo) = P(I' A PY):
(O X
S
P(I' NP =%=% =04
f) P (impar y primo) = P(I A P):
)
P(INP) =%= %=o.3

g) P (impar o primo) = P(l U P):

S
.1
PAVUPI=209 10 10 ~ 03




Ejemplo h) P (no impar) = P(1 "):

(Cont.)
S
n(S) = 10 ‘

.5 1
P('):EZT

i) P (Primo, dado que es impar) =P(P/1):

={1,3,5,7,9}

modificado

favorables al evento: se
ndmero primo.

Si ya se sabe que el nimero es impar, el espacio muestral ya no consta
de toda la zona correspondiente al espacio muestral original. Ahora, el
espacio muestral incluye a aquellos resultados que sean nimeros impares.

De aqui, nos interesan los resultados

obtiene un

Resultados favorables

modificados = {3, 5, 7} Coincide con la

interseccion

Entonces:

S

p(p/|):M:%

( mndiﬁcado)

Actividad @ b

maneraque: S={InP, I P, I'"P, I' P}, debe cumplirse que:

a) Recuerda que P(S) = 1. Ahora, puesto que el espacio muestral S se ha dividido de tal

P(S)=P(I " P)+P(I"P)+P(I' nP) +P(I' " P) =1

S

O

NP
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Actividad @ b

b) El diagrama de Venn con dos conjuntos que tienen elementos en comun, presenta 4 re-
giones. Utilizando los datos del ejemplo que estamos estudiando, anota en cada region la
probabilidad que le corresponde.

S

¢Cuanto suman las probabilidades de las cuatro regiones?

c) Ahora, anota las probabilidades de cada region expresadas en porcentaje.
S

¢Cuanto suman las probabilidades de las cuatro regiones?

d) Utilizando estos datos, calcula las probabilidades de los siguientes sucesos:

HP(noP)=__
2)P(I/PY=__
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Ejercicio @

1.

En una entrevista efectuada por teléfono se encontr6 que 77 personas prefieren un produc-
to A, 44 un producto B y 13 tanto A como B. ;Cudntas personas prefieren por lo menos
uno de estos productos?

Al entrevistar a 100 familias, se observé que 75 de ellas tenian suscripcion al periodico El
Debate, 55 al Noroeste y 10 a ninguno de ellos. ;Cuantas familias estan suscritas a ambas?

De 120 estudiantes, 60 estudian idioma francés, 50 estudian ruso y 20 estudian ruso y
francés. Si escoge un estudiante aleatoriamente, hallar la probabilidad de que:

a. Estudie francés y ruso

b. Estudie francés o ruso

c. No estudie ni francés, ni ruso.

d. Estudie francés si se sabe que estudié ruso.
e. Estudie ruso si se sabe que estudié francés.

Entre los 200 empleados de un departamento hay 150 graduados, 60 del total dedican por
lo menos parte de su tiempo a trabajos de estadistica y 40 de los 150 graduados dedican
por lo menos parte de su tiempo a trabajos de estadistica. Si se toma al azar uno de estos
empleados:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que no sea graduado y no trabaje en estadistica?

b) ¢Cual es la probabilidad de que trabaje en estadistica si se sabe que es graduado?

En cierta ciudad, el 40% de la poblacion tiene el cabello castafio; el 20% tiene los 0jos
negros y el 5% tiene los ojos negros y el cabello castafio. Se escoge una persona al azar,
halle la probabilidad de que:

a. Tenga el cabello castafio o los 0jos negros

b. Tenga el cabello castafio pero no los 0jos negros

c. No tenga el cabello castafio, ni los 0jos negros.

d. Tenga los ojos negros dado que tiene el cabello castafio.

Al tirar un dado, calcule la probabilidad de que:
a. No se obtenga el 6

b. No salga ni 1, ni 6

c.Quesalgaelloel3

De 100 empleados de una compafiia, 70 son casados, 80 son graduados y 60 son ambas
cosas. Calcule la probabilidad de que si se selecciona una persona al azar de dicho grupo,
ésta sea:

a. casada y no graduada

b. no casada

c. soltera y no graduada
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LeCCién @ La regla del complemento

Objetivos: Entender y ser capaz de aplicar la regla del complemento

En la leccion (2.2), calculaste probabilidades de sucesos compuestos aplicando
la regla de Laplace. Ahora, estableceremos algunas reglas de probabilidades que
son aplicables para este tipo de sucesos. Antes, estudiaremos la regla del com-
plemento y continuaremos con la regla de la adicién, regla de la probabilidad
condicional y regla del producto de probabilidades.

Actividad @ d

Qué hacer

Estudia atentamente:

En un diagrama de Venn, todo el rectangulo representa el unverso de posibilidades
que tiene el experimento aleatorio en cuestion. Es decir, el diagrama de Venn repre-
senta el “todo”. Este “todo” o universo, puede representarse de tres maneras equiva-
lentes, a saber:

S S
AoA R AoA
El ndmero total de resulta- La suma de probabilidades La suma de probabilidades
dos posibles es n(S). de todos los resultados de de todos los resultados de S
Sesl es 100%.

Si consideramos un experimento con un solo suceso llamado A, entonces, un espacio
muestral puede estar formado por dicho suceso y su complemento:

s={A, A}

S

Representado en un diagrama:

AoA'
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Actividad @9 a ccom

Podemos establecer que: n(A) +n (A)=n(S) S
A

P(A) + P(A) =1 S

< A

P(A) + P(A) = 100% g S

Q A

Eligiendo la segunda expresion se concluye que:

P(A)=1-P(A)

Esta regla puede enunciarse asi: Si A es un suceso, la probabilidad de la no ocurrencia de
A, denotada como P(A) es igual a: 1 menos la probabilidad de ocurrencia de A.

Mas adelante, aplicaremos esta formula cuando sea mas facil o mas practico calcular P(A)
en vez de P(A). Esto sucede, cuando se pregunta por la probabilidad de “por lo menos uno”
0 “al menos uno”. Por el momento, la aplicaremos simplemente para calcular la probabilidad
del no ocurrencia de un suceso.

Ejemplos | 1) Al lanzar un dado, ;cuél es la probabilidad de obtener un niimero distin-
to de tres?

Solucion

Como ya sabemos el, espacio muestral es:
S={1, 2, 3, 4,5, 6}

Distino de 3, es equivalente a “no cae 3”.

Ademas, “no cae 3” es complemento de “cae 3”. 1 S

_ 5
Si representamos con 3 al suceso “no cae 3”, 2 4
tenemos que: 6 3

_ 1 5
P(3)=1-P(3)=1-%5=¢
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Ejemplos | 2) Enuna reunion del consejo técnico de una escuela, formado por 8 integrantes,
asistieron 5 mujeres, 4 profesores y el director. ;Cual es la probabilidad de
seleccionar al azar:

a. (A un hombre?
b. ¢A un integrante que no sea profesor
c. ¢Aun integrante que no sea el director?
Solucidn S
a. Seleccionar a un “hombre” es un suce-
so complementario de seleccionar a una M
mujer. 3
P(hombre) = P(M)=1-P(M)=1—5/8 = 3/8
b. Seleccionar a un “no profesor” es un S
suceso complementario de seleccionar
a un profesor. 4 P
P(no profesor) = P(P)=1-P(P)=1-4/8=4/8=1/2
c. Seleccionar a un “no director” es un su- S
ceso complementario de seleccionar a
un director. —
7 D
P(no director) =P(P)=1—-P(P)=1-1/8=7/8

Ejercicio @

1. Enun lote de 20 televisores hay 3 defectuosos.
a. Si D representa el suceso “se secciona un televisor defectuoso”, ¢qué representa D?
b. ;Cudl es la probabilidad de seleccionar al azar un televisor no defectuoso?

2. En un departamento de almacenes, existen 40 empleados: un supervisor, 6 almacenistas y
33 auxiliares. Determina la probabilidad de seleccionar al azar a un empleado que:
a. No sea el supervisor.
b. No sea almacenista
c. No sea auxiliar.

3. Al extraer una carta de una baraja americana calcular:
a. P(no as)
b. P(no diamante)
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Leccid

Célculo de probabilidades de sucesos
compuestos. Uso de la regla de la adicion de
n 24 probabilidades.

Objetivos:

Calcular probabilidades de sucesos compuestos usando la regla de la
adicion.
Entender, describir y determinar sucesos mutuamente exluyentes.

En esta leccidn, desarrollaremos una férmula para calcular probabilidades
del suceso A 0 B = AUB. Recuerda que este suceso es favorecido por la

siguiente region sombreada:

Recuerda también que, el suceso A o B = AUB, ocurre si:
» Sucede A

» Sucede B

» Suceden ambos.

Entonces, A 0 B = AUB se aplica cuando se pida la probabilidad de que
ocurra:

« Al menos uno,

» Alguno de los dos.

» Cualesquiera.

Actividad &.4) a

Qué hacer

Aplicando lo que

Las siguientes pr

¢ .En qué consiste el experimento?
¢ ;De qué sucesos se trata?
¢ ;Que datos presenta el problema?
¢ ;Cudl es la incognita?

Yya CON0oCeS sobre sucesos compuestos, resuelve:

De los estudiantes de nuevo ingreso a la universidad el afio pasado, el 12% reprobd inglés,
16% reprobé matematicas y el 6% reprobd inglés y matematicas. Se elige un alumno al
azar. ¢ Cual es la probabilidad de que haya reprobado inglés o matematicas?

eguntas pueden servirte de ayuda.
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Tal y como lo estudiaste en la leccion (2.2), este tipo de problemas, pueden
resolverse con la ayuda de diagramas de Venn, aplicando el siguiente
procedimiento:

1. Describe el experimento identificando los eventos involucrados y asig-
nales una letra mayuscula.

2. Identifica los datos y la incognita.

3. Construye un diagrama de Venn (recuerda que si conocemos el valor co-
rrespondiente a la interseccion ésta se localiza primero y posteriormente
se completan las distintas regiones).

4. Identifica las regiones que favorecen al evento de interés y aplica la for-
mula de la probabilidad clasica.

A continuacién aplicaremos este procedimiento para resolver el problema
planteado en la activisdad (2.4 a)

Primero: Describe el experimento, identificando los eventos involucrados. Este experimento
consiste en elegir un alumno; hay dos eventos involucrados:

Reprobd inglés, reprobd matematicas
Sea: M el evento: “reprob6 matematicas” e
| el evento: “reprobd inglés”

Segundo: Identifica los datos y la incognita

P(M) = 16%
P(I) = 12%
P(M A 1) = 6%

La incognitaes: P(Mo I) =P(M U 1)

Tercero: Dibuja el diagrama de Venn

78%

Cuarto: Evento de interés: Mol=M U |
PMol)=P(MuUI)=10% + 6% + 6% = 22%

78%
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Regla de la adicion de probabilidades

La manera de dibujar el diagrama de Venn en el ultimo ejemplo, nos permitira deducir
una regla para la adicion de probabilidades:

1.- Se localiza P(AnB)

2.- Se localiza la parte izquierda de A evaluando: P(A) —P (AN B)
P(A)-P(AnB)

16% — 6% = 10%

3.- Se localiza la parte derecha de B evaluando: P(B) —P (AN B)

P(B)-P(AnB)

12% — 6% = 6%

Resumiendo, estas regiones pueden marcarse del siguiente modo:

P(A)-P (AnB)

De aqui: p(A U B) = P(A) - P (ArvB) + P(A~B) + P(B) - P (AN B)

P(A U B) =P(A) + P(B) -P (ANB) Esta es la regla de la adicion
de probabilidades.

La formula de la adicién de probabilidades, se aplica en los siguientes
casos:

- Probabilidad de que suceda A o B.
- Probabilidad de que suceda al menos uno.
- Probabilidad de que suceda cualesquiera de ellos.

Debemos entender que estas tres expresiones se refieren a la misma situacion
matematica:
AoBequivaleaAuB
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La aplicacion de la regla de adicion, nos permite simplificar el procedimiento de calculo.

Ejemplo

La probabilidad de que el equipo A gane su primer juego de basquetbol
es 1/2, y la probabilidad de que gane su segundo juego es 1/3. ;Cual es la
probabilidad de que gane por lo menos uno de sus primeros dos juegos, Si
la probabilidad de que gane ambos es 1/6?

Solucion

Eventos involucrados:

A gana el primer juego. Sea P este evento.
A gana el segundo juego. Sea S este evento.

Se pide: probabilidad de que gane por lo menos uno de sus primeros dos
juegos.
P(PoS)=P(PuUS)=?

Datos: P(P) =

P(S)=

o Wk N

P(PyS)=

Aplicando la férmula de la adicion:

P(PUS)=P(P)+P(S)-P(PnS)
1

+ 6

ol N
WN - W

Actividad @4) b

Resuelve:

1. En una clase de 50 alumnos de primer afio, 30 estudiaron Word, 15 Excel y 5 estudiaron

ambos programas. ¢ Cuéntos alumnos de primer afio estudiaron algin programa de compu-
tacion?

Los nuevos juegos de TV video que pueden ser adaptados al aparato televisor tienen sonido
e imagen. Se ha estimado que la probabilidad de que el sonido sea defectuoso es de 0.03,
que la probabilidad de que uno u otro salgan defectuosos (sonido o imagen) es de 0.04,
pero la probabilidad de que ambos salgan defectuosos es de s6lo 0.01. ¢ Cual es la probabi-
lidad de que la imagen salga defectuosa?
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Sucesos 0 eventos mutuamente excluyentes.

La regla de la adicion sufre un cambio cuando tratamos con eventos mutua-
mente exluyentes. A continuacion desarrollaremos este concepto.

Al afirmar que la probabilidad de un suceso compuesto es igual a la suma
de las probabilidades de los resultados que lo componen, estamos usando el
hecho de que, tales resultados, se excluyen mutuamente en el sentido de que
si ocurre uno, no ocurre ningun otro.

Por ejemplo, al girar la flecha de la ruleta anexa, la probabilidad de obtener
un namero par, puede verse como la ocurrencia del suceso compuesto:

“Se detiene en 2 § se detiene en 4”

Si llamamos P al suceso se obtiene un numero par, D se detieneen 2y C se
detiene en 4, entonces:

P(se obtiene un par) =P(P)=P(D 6 C) =P(D LU C)

Aplicando la regla de la adicion:
P(P) = P(D) + P(C) - P(DNC)

P(se obtiene un par) =P(P)=P(D 6 C) =P(D u C)

Con lo que ya sabemos obtenemos: P(D) = 1/4, P(C) = 1/4. Pero, ¢cuanto
vale P(DNC? En otras palabras, ¢cual es la probabilidad de que ocurran D
y C? 0 ¢Cuél es la probabilidad de obtener un dos y un cuatro simultanea-
mente? Razonamos de la siguiente manera:

Si la flecha se detiene en 2, no puede detenerse al mismo tiempo en 4.
Entonces: P(DNC) =0
Sustituyendo en la formula de la adicion:
P(P) =P(D) + P(C) - P(DNC)
=1/4+1/4+0

=2/4
=1/2.

Los sucesos D y C se llaman mutuamentem exluyentes.

Sucesos 0 eventos mutuamente excluyentes, son aquellos definidos de tal
manera que la ocurrencia de un suceso imposibilita la ocurrencia del otro su-
ceso. Es decir, si sucede uno de ellos, el otro no puede ocurrir.
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¢Cémo interpretar ésto en un diagrama de \Venn?

SiAnB = ¢ entonces Ay B son mutuamente excluyentes.

Si Ay B son eventos mutuamente excluyentes, la formula de la adicion se

simplificara, porque:
_nAnB) _ 0 _
P(AnB)= NS - 10 =0

Por lo tanto:
P(A U B) = P(A) + P(B) Formula de la adicion para suce-
so mutuamente exscluyentes.

En problemas practicos, diremos que A~ B = ¢ si concluimos que, si sucede
A, no sucedera B. Nunca suceden A'y B al mismo tiempo.

Ejemplo Se lanza un dado, ¢cudl es la probabilidad de que salgan 3 6 5 puntos?

Solucion
El evento de interés, es una composicion de dos eventos:

salen 3 puntos o salen 5 puntos.

Sean:  A: el evento “salen 3 puntos”
B: el evento “salen 5 puntos”

Se pide:  P(AoB)

P(A) =P (saleun 3) = =

5
P(B) =P (saleunb) = %
P(AoB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

¢P (A " B) = 0? Sisalen 3 puntos, no pueden salir al mismo tiempo
5 puntos. Ay B son mutuamente excluyentes.

Por lotanto: p(a o B) = P(3 6 5) =1+l = %:%
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Ejercicio

1.SiP(G)=0.5P(H)=0.4y P(GyH)=0.1:
a. Completa el diagrama de Venn:

b. Determina: P(GNH).
c. Determina: P(GUH).
d. ¢Son mutuamente excluyentes los sucesos G y H? Explique su respuesta.

2. Describe con tus propias palabras qué significa que dos sucesos sean mutuamente ex-
cluyentes.

3. De 120 estudiantes, 60 estudian idioma francés, 50 estudian ruso y 20 estudian ruso y
francés. Si escoge un estudiante aleatoriamente, hallar la probabilidad de que:
a. Estudie francés y ruso
b. Estudie francés o ruso

4. Entre los 200 empleados de un departamento hay 150 graduados, 60 del total consagran
por lo menos parte de su tiempo a trabajos de estadistica y 40 de los 150 graduados de-
dican por lo menos parte de su tiempo a trabajos de estadistica. Si se toma al azar uno de
estos empleados, ¢cudl es la probabilidad de que sea graduado o trabaje en estadistica?

5. En cierta ciudad, el 40% de la poblacidn tiene el cabello castafio; el 20% tiene los 0jos
negros y el 5% tiene los ojos negros y el cabello castafio. Se escoge una persona al azar,
halle la probabilidad de que: tenga el cabello castafio o los 0jos negros

6. Al tirar un dado, calcule la probabilidad de que:
a.Quesalgael 16el 3
b. Que salga par o menor que 4.
c.Quesalgael16el 3
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Calculo de probabilidades de sucesos
A compuestos. La regla de la probabilidad condi-
LECCIOn 25 cional y regla de multiplicacion.

Objetivos: Calcular probabilidades condicionadas.
Calcular probabilidades de sucesos compuestos usando la regla de la
multiplicacion.
Calcular probabilidades de sucesos compuestos usando la regla de la
multiplicacion para sucesos independientes.

En la leccion (2.2), se introdujo el concepto de probabilidad condicional.
También se utilizd el espacio muestral modificado para calcular algunas
probabilidades condicionales. Ahora, estudiaremos una férmula para calcu-
lar probabilidades condicionales. Esta regla, aparentemente no tiene ventaja
sobre el método que utiliza espacios muestrales modificados, sin embargo,
nos permite avanzar hacia otras cuestiones de interés como la regla de mul-
tiplicacion, la cual estudiards mas adelante. Primero, debes recordar la nota-
cion de la probabilidad condicional. Para ello, realiza la siguiente actividad:

Actividad .9 a

Qué hacer

a) Lee atentamente:

En un grupo de tercer afio de preparatoria hay 60 estudiantes: 35 asis-
ten regularmente, 37 estan aprobados, 25 asisten regularmente y estan
aprobados.

b) Ahora, analiza el diagrama de Venn que corresponde a esta informacion:

Sean: A: el suceso “asiste regularmente”.
B: el suceso “esta aprobado”.

13

c) Lee las siguientes notaciones de probabilidades condicionadas y determina sus valores.
Utiliza el concepto de espacio modificado.
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Actividad @ d (cont)

1. P(B/A) Probabilidad de que esté aprobado, dado que asista regularmente.

S

/\ -
A: el suceso “asiste regularmente”.
B: el suceso “est& aprobado”.
13

2. P(A/B) Probabilidad de que asista regularmente, dado que esta aprobado

S

6 13

3. P(B/ A) Probabilidad de que esté aprobado, dado que no asiste regularmente

S

6 13

P(Aprobado/asiste regularmente) =71%

Se puede leer de las siguientes maneras:

d) Los enunciados que se refieren a probabilidades condicionales, se pueden pre-
sentar de distintas maneras. Analiza los enunciados equivalentes a la siguiente
probabilidad condicional:

Probabilidad de que esté aprobado, dado que asiste regularmente es de 71%.
De los que asisten regularmente, el 71% esta aprobado.

Si asiste regularmente, hay 71% de probabilidad de que esté aprobado.

La probabilidad de que uno cualquiera de los que asisten regularmente, esté
aprobado es de 71%.

El 71% de los que asisten regularmente, esta aprobado.

La probabilidad de que esté aprobado, uno cualquiera de los que asisten regu-
larmente es 71%.

De aquellos que asisten regularmente, el 71% esta aprobado.

e) Analiza detenidamente el siguiente esquema y relacionalo con cada uno de los enun-

ciados anteriores. -
P ( (Aprobado) / Casiste regularmente> )
/

Consecuencia Condicion o universo reducido
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Férmula de la probabilidad conicional (o condicionada)

Utilizaremos el ejemplo de la actividad (2.5 a) para obtener la formula de la
probabilidad condicional.

En un grupo de tercer afio de preparatoria hay 60 estudiantes: 35 asis-
ten regularmente, 37 estan aprobados, 25 asisten regularmente y estan
aprobados. ¢Cual es la probabilidad de que esté aprobado, dado que
asiste regularmente?

: S
Sean: A: el suceso “asiste regularmente”. A

B: el suceso “esta aprobado”.

13

Recordemos que, decir: “esté aprobado dado que asiste regularmente, reduce
el espacio muestral original de 60 estudiantes a 35, que son los que asisten
regularmente”.De estos 35, 25 estan aprobados.

La region rayada://// es el pacio muestral reduci-

do o modificado ( S

modiﬁcado)

De esta region, la zona: //// favorece al suceso

“esta aprobado”.

Entonces, la probabilidad de que esté aprobado, dado que asista regularmente,

es:
p@/A)= NANB)_ 25 _ 5

( modiﬁcado) 35 - 7

La formula de la probabilidad condicional, se obtiene a partir de la expersion:

P(B/A)= TALB) al realizar los siguientes pasos:
modificado

En primer lugar, observamos que: n(S, .. ...) = nN(A)

Por tanto
' nBNA
P(B/A)= n(—A))
Dividiendo esta ltima expresion entre n(S):
P(BA)
_nBnA)_n() _ PBNA)
PEINET® T T am T A

n(S)
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Esta es la formula de la probabilidad condicional:

P@/A)= FBNA) F?(;)A

De manera similar, si queremos encontrar P(A/B), escribimos:

P(A/B):ﬂ%L

Estudia con mucha atencion los siguientes ejemplos:

Ejemplos | @) En una oficina hay 65 empleados, de los cuales 25 son casados y 40
estan titulados; ademas, 10 son casados y estan titulados. Si se selecciona
un empleado al azar, ¢cudl es la probabilidad de que sea titulado uno
cualquiera de los casados?

Solucion

Para resolver el problema, debes identificar el universo o poblacién, y
sucesos involucrados.

Poblacion: 65 empleados

Sucesos involucrados: Casados C: 25, por lo tanto, n(C) = 25
Titulados T: 40, por lo tanto, n(T) = 40
10 son casados y estan titulados: Cy T : 10

n(CnT)=10
— 25 _ 5
S PO=82=5
PM=g&= 1
10 2
10 PMTNnC) =% =13

Se pide:
P(titulado, uno cualquiera de los casados):

PONC)_ 213 _ 2
PC) 513 5

P(T/C)=
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Ejemplos
(Cont.)

Actividad

b) En una escuela, el 20% de los alumnos tiene vista defectuosa, el 8%
tiene oido defectuoso y el 4% tiene vista y oido defectuoso. ¢Cuél es la
probabilidad de que un nifio tenga oido defectuoso si sabemos que tiene
vista defectuosa?

Solucion

...el 20% de los alumnos
tiene vista defectuosa: V- vista defectuosa

El 8% tiene oido defectuoso: @)
8% O: oido defectuoso

y el 4% tiene vista y oido defectuoso:
O~ ° | VyO:vista y oido defectuoso

4%

76%

Probabilidad de que un alumno tenga oido defectuoso, si sabemos que tie-
ne vista defectuosa: P(O / V)

Aplicando la férmula de la probabilidad condicional:
_POnNV)_ 4% _ 1
POIV)= P(V) = 20% ~ 5

9b

Utilizando los datos del ejemplo (b) anterior, determina:
1) La probabilidad de que un alumno tenga vista defectuosa, si sabemos que tiene oido

defectuoso.
2) La probabilidad de que un alumno tenga oido defectuoso, si sabemos que no tiene

vista defectuosa.
3) La probabilidad de que un alumno tenga vista defectuosa, si sabemos que no tiene

oido defectuoso.
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Regla de multiplicacion de probabilidades

Observa que, mientras
A representa a un suceso
simple, ANB es un suce-
S0 conjunto. Un suceso
conjunto, compuesto
por Ay B, significa que
tanto el suceso A como
el B tienen que ocurrir
en forma simulténea.

La probabililidad P(A)
se llama probabilidad
simple y la probabilidad

P(ANB) se llama proba-

bilidad conjunta.

La ocurrencia conjunta de dos 0 mas sucesos, se presenta con la ocurrencia
simultanea de dichos sucesos.

Ay B = ANB significa que ocurren ambos
sucesos simultaneamente.

Estableceremos ahora, una regla para calcular P (A n B). Para ello,
simplemente despejaremos P (A n B) de la férmula de la probabilidad

condicional:
P(BNA)
P(A)
P(A)P(B/A)=P(BNA)

P(B/A) =

Si consideramos que BNA4 = ANB, puede escribirse también:
P(A)P(B/A)=P(AnB)

Finalmente:
P(ANB)=PA) P(B/A)

Ahora bien, si lo que conocemos es P(A/B), debemos usar la forma:

P(BNA) = P(B) P(4/B)

Actividad @ C

En cada caso, llena el espacio en blanco para completar la féormula::
aQ) P(ONA)=P0O)

byPBNA)=PA)

o PPNQ)=PFP)_

dPPNQ)=PO)____

Ejemplos | 1.

Una oficina tiene dos teléfonos A y B. La probabilidad de que el teléfono
A esté ocupado es de 0.6 y la probabilidad de que el teléfono B lo esté es
0.50. Supon ademas que cuando el teléfono A esta ocupado, la probabilidad
de que el B también lo esté es 0.80. ¢ Cual es la probabilidad de que ambos
teléfonos estén ocupados?

Solucién
..... La probabilidad de que el teléfono A
este ocupado es 0.6 —> P(A) =0.6

A: el teléfono A
esta ocupado.
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Ejemplos
(Cont.)

..... La probabilidad de que el teléfono

B este ocupado es 0.5 — P(B) = 0.5 B: el teléfono B esta

ocupado.

..... Cuando el teléfono A esté ocupado,
la probabilidad de que B también lo
esté es 0.80. —> P(B/A) =0.80

Se pide: P (Ambos estén ocupados) = P(A n B)

P(AnB)=(0.6)(0.8)=0.48
Por la regla de multiplicacion: P(A N B) =P(A) - P (B/A)
Sustituyendo:  p(A ~ B) = (0.6) (0.8) = 0.48

2. Si llueve antes de una semana de haber sembrado, hay 0.95 de proba-
bilidades de que una cierta clase de semilla de lechuga germine. Si hay
una probabilidad de 0.70 de que llueva la semana proxima, ¢cuél es la
probabilidad de que llueva y haya germinacién?

Solucion

Sucesos sefialados: LI: “Lluev_e”
G: “Germina”

Si llueve ...hay 0.95 de probabilidades de ...que germi-
ne. — P(G/LI)=0.95

..... Probabilidad de que llueva es 0.70. — P(LI) = 0.70

Se pide: “probabilidad de que llueva y haya germinacion”
P(LI yG)=P(LInG)=P(LI)P(G/LI)

Entonces: P(LIN G) = (0.7)(0.95) = 0.667.

3. El 30% de la poblacién de un cierto pais del tercer mundo tiene una
deficiencia de vitamina D. De aquellas personas que tienen deficiencia
de vitamina D, el 10% tiene sintomas de la enfermedad Ilamada raqui-
tismo. ¢Cual es la probabilidad de que una persona escogida al azar de
la poblacion tenga una deficiencia de vitamina D y tenga raquitismo?

Solucién

Identifiquemos los eventos mencionados:
“Tiene deficiencia de vitamina D”: D
“Tiene sintomas de raquitismo™: R

..... El 30%...tiene deficiencias de vita-
mina D.—> P(D) =0.3
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Ejemplos

cont) | De aquellas personas que tienen deficiencia de vitamina D, el 10%
ont.

tiene ... raquitismo. — P(raquitismo / deficiencias de vitamina D).
P(R/D) =10%.

Se pide: “Probabilidad de que una persona escogida al azar de la poblacion,
tenga una deficiencia de vitamina D y tenga raquitismo”

Ensimbolos: P(D N R) =P (D)-P(R/D)
Por lo tanto: P(D N R) =P (D) - P(R/ D) = (0.3)(0.1) = 0.03 = 3%

Sucesos independientes

Analicemos la siguiente situacion:

“Durante una prueba de duracion de dos lotes de focos producidos por fabricas
diferentes, se ha comprobado que la probabilidad de que un foco de la 1ra.
fabrica dure 1000 horas encendido, es de 0.84. Asimismo, la probabilidad
respectiva de un foco de la 2da. fabrica, es 0.78. Se quiere saber, ¢cual es la
probabilidad de que el foco de la 2da. fabrica dure encendido 1000 horas, si
el foco de la 1ra. fabrica tuvo esa duracion?”.

Solucion
Sean los siguientes sucesos:

A: “El foco de la 1ra. fabrica dura 1000 horas”.
B: “El foco de la 2da. fabrica dura 1000 horas”.

Entonces, evidentemente tenemos que:

P (A)=0.84

P (B)=0.78
Se nos pide determinar: P(B/A). Es decir, necesitamos la probabilidad de que el
foco tomado de la segunda fabrica dure 1000 horas, cuando esta misma duracion
la haya presentado un foco de la primera fabrica.
Ahora bien, es evidente que la probabilidad del evento B, no depende de la rea-
lizacion del evento A. Esto Gltimo lo concluimos por el hecho de que podemos
proceder simultdneamente a las dos pruebas y de que los focos proceden de fa-
bricas diferentes, fabricados por maquinas distintas.
Practicamente, esto significa que la probabilidad de que un foco de la 2da. fabri-
ca dure 1000 horas, no depende de la duracion del foco tomado de la 1ra. fabrica.
Concluimos que la probabilidad del resultado B no se modifica por el hecho de
que afladamos a las condiciones generales, la condicidn de realizacion del even-

to A, esto significa que:
P(@B)=PB/A)

En tal caso, decimos simplemente que el evento B es independiente del A.

Resumiendo: Dos eventos son independientes si la ocurrencia o no
ocurrencia de uno, no afecta la ocurrencia o no ocurrencia del otro.
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Ejemplo

No olvides que:
P(MNENI) repre-
sentaaP(MyEel)
e indica la probabi-
lidad de que ocurran
los tres sucesos
simultaneamente.

La independencia de dos eventos Ay B se expresa matematicamente como:

P(A/B) =P (A)

Si B no depende de A, A no dependera tampoco de B.
Si P(B/A)=P(B) tendremos también que P(A/B) =P (A) .
Es decir, la independencia de los eventos, es una propiedad reciproca.

Para eventos independientes, la regla de multiplicacion
P(A n B) =P (A) P(B/A) se simplifica:
P(AnB) =P (A) P(B)

Laregla de multiplicacion para eventos independientes, admite sin dificultad
la generalizacion en el caso de que se busque la probabilidad, no de dos,
sino de tres, cuatro 0 mas sucesos independientes entre si.

Sean por ejemplo, tres sucesos A, B y C respectivamente independientes
(es decir, que la probabilidad de cada uno de ellos sea independiente de la
realizacion o no realizacion de los otros dos).

Siendo los sucesos A, B y C respectivamente independientes, de la regla:
P(AnB) =P (A) P(B)

se deduce que: P(AyByC) =P (AyB) P(B)
entonces: P(AyBy C) =P (A) P(B) P(C)
0 bien: P(AnBNC)=P(A) P(B)PC)

Un estudiante que cursa matematicas, espafiol e inglés, estima que sus
probabilidades de obtener 10 en estos cursos son 1/10, 3/10 y 7/10 res-
pectivamente. Si supone que las calificaciones pueden ser consideradas
como eventos independientes, ¢cual es la probabilidad de obtener:

(a) 10 en todas

(b) ninglin 10?

Solucion
(a) M: “10 en mateméticas”—> P(M) = 1/10

E: “10 en espariol” — P(E) = 3/10
I: “10 en inglés” —— P(l) =7/10
Se pide:
_ (037 21 _
P(M A E 1) = P (M) P(E) P(I) _[1—0][1—0][1—0]_ 2L = 0021

(b) Si M es el evento “10 en matematicas”.
M’ sera el evento “no obtuvo 10 en matematicas”.

Analogamente: E'es el evento “no obtuvo 10 en espafiol”.
I" es el evento “no obtuvo 10 en inglés”.
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Ejemplo | El evento ningin 10esM 'mE"'N "

(Cont.) | Para aplicar la regla de multiplicacion aceptaremos lo siguiente: Si Ay B
son independientes, entonces las parejas:

AyB'
A'yB
A'yB'

también son independientes (jpiénsalo!)

Igualmente para tres eventos A, B y C independientes, se cumple que A',
B'y C' son independientes.

Por lo tanto: P(M'nE' n I') = P(M") P(E") P(1")

Actividad @ d

Analiza detenidamente las siguientes observaciones acerca de las relaciones que existen
entre sucesos mutuamente exluyentes y sucesos independientes:

1. Laindependencia Yy los sucesos mutuamente excluyentes son dos conceptos muy dife-
rentes:
a. El que dos sucesos sean mutuamente exluyentes significa que los dos sucesos no
pueden ocurrir al mismo tiempo.
b. El que dos sucesos sean independientes significa que la ocurrencia o no de un suce-
so, no afecta la probabilidad del otro.

2. Dos sucesos no pueden ser a la vez mutuamente excluyentes e independientes. En con-
secuencia:
a. Sidossucesos son independientes, entonces no son mutuamente excluyentes.
Esto puede deducirse del siguiente hecho: Si A y B son independientes, entonces
P(A NB) = P(A)P(B), y, debido a que P(A) y P(B) son diferentes de cero, P(ANB)
es diferente de cero.
b. Si dos sucesos son mutuamente excluyentes, entonces no son independientes.
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Ejercicio @

1. En una escuela todos los alumnos estan tomando clases de matematicas e inglés. La proba-
bilidad de que un alumno escogido al azar repruebe matematicas es 0.15, la probabilidad de
que repruebe inglés es 0.05 y la probabilidad de que repruebe ambas es 0.04.

a) Si sabemos que un alumno esta reprobado en inglés, ¢cudl es la probabilidad de que
repruebe matematicas?

b) Si sabemos que un alumno esta reprobado en matematicas, ¢cuél es la probabilidad de
que repruebe inglés?

2. Se lanza un dado al aire, ¢cudl es la probabilidad de obtener un 3 sabiendo que ha salido un
namero impar?

3 . El despertador de José no funciona muy bien, pues el 20% de las veces no suena. Cuando
suena, José llega tarde a clase con una probabilidad de 0.2, pero si no suena, la probabilidad
de que llegue tarde a clase es 0.9. ;Cudl es la probabilidad de que haya sonado el desperta-
dor, si sabemos que José ha llegado tarde a clase?

4. Supongamos que de todas las personas que compran cierta computadora, 60% incluye un
programa que le permite hacer graficas estadisticas, 40% incluye un programa que le permi-
te editar formulas matematicas y 30% incluye ambos tipos de programas. Si se selecciona
al azar un comprador, ¢cual es la probabilidad de que haya comprado un programa para
graficar dado que comproé uno para editar formulas?

5. Cierto proceso de fabricacion produce 4% de articulos defectuosos. Por experiencia se sabe
que el 25% de los articulos defectuosos producidos se le pasan al inspector. Los articulos
estandar nunca son rechazados por el inspector. ;Cudl es la probabilidad de que si usted
compra uno de esos articulos sea uno de los defectuosos?

6. Explica con tus propias palabras qué significa que dos sucesos sean independientes.
7. ¢Por que las propiedades “mutuamente excluyentes” e “independentes” son muy distintas?

8.SiP(A) =0.5y P(B) = 0.3y Ay B son independientes, ¢cual es la probabilidad de cada uno
de los siguientes sucesos?
a. P(ANB) b. P(B/A) c. P(A/B).

9.SiP(A)=0.4, P(B)=0.3 y P(ANB) =0.15.
a.P(A/B) = b.P(B/A)= c. ¢Son independientes Ay B?

10. De una baraja normal se extrae una carta. Sean A el evento “/a carta es una figura” (un
jack, unareina o un rey), B la ocurrencia de una “carta roja” y C representa “la carta es un
corazon”. Determina si los siguientes pares de sucesos son independientes o dependientes:

a.AyB b.AyC. c.ByC.

98




AUTOEVALUACION (UNIDAD II)

Considera los siguientes conjuntos para responder los reactivos del 1 al 3
U={abcdefaghij} C={cdeft E={ghiij}

A={a b, c, d} D={h,ij}
B={b,cd e}
1. El conjunto {h, i, j} es: 2. El conjunto {a, b} es: 3. El conjunto A"~ C' es igual a:
a. (AU B)' a.AnB' a. {g,h,1i,j}
b. (B U C)' b.CnA b.{f. g h i j}
c.DNE c.AnC c. {g, h, i}
dDUE e.BNnC d. {a, b, e, f}
4. Si My N son mutuamente excluyentes, entonces:
aMUN=M
bb.MUN=MnNN
c.MNAN=¢
dMUN=U

5. ;Qué operacion representa el éarea

sombreada?
a.AnB
b.AuB

c.A'NnB
dA'nB

6. En una clase de 50 alumnos de primer afio, 30 estudiaron Word, 15 Excel y 5 estudiaron
ambos programas. Si se selecciona un alumno al azar, determina la probabilidad de elegir
uno que:

Estudio Word.

No estudio Excel

Estudio algin programa de computacion.

Estudio Word pero no Excel.

No estudié ningun programa.

Estudio Excel si se sabe que estudié Word.

o 00T

7. Contesta correctamente:

a. Sea el evento A: “llueve hoy”, con probabilidad conocida P(A). La formula para cal-
cular la probabilidad de que “no llueva hoy” es:

b. Sea el espacio muestral S = {1, 2, 3} . (Cuanto vale P(1) + P(2) + P(3)?

c. Sean los eventos A, B. La formula para calcular la probabilidad de que ocurran cua-
lesquiera de ellos es:

d. La formula para calcular la probabilidad de que ocurra A dado que ocurri6 B
es:
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AUTOEVALUACION (UNIDAD II) (Cont.)

8. SiP(A)=0.6, P(B/A)=0.7y P(B) = 0.6, calcula:
a) P(B’) b) P(A 0 B) c) P(A/B) d) P(Ay B)

9. Se arroja un solo dado, la probabilidad de que salga un niGmero mayor que 5 es:
a) 2/3 b) 1/3 c) 1/6 d) 1/2

10. Se saca un solo naipe de la baraja americana. Calcula la probabilidad de que el naipe
sea de color rojo?
a) 1/52 b) 4/52 c) 1/2 dy1

11. Lanzaun dado “honesto”. Sea A: “el dado muestra un nimero menor que 4” y B: “el
dado muestra un numero impar”. Calcula las probabilidades:
a) P(A/B) b) P(B/A).

12. SiP(G)=0.5,P(H)=04yP(GNH)=0.1,

a. Distribuye correctamente estas cantidades

en un diagrama de Venn. S
b. Encuentra P(G / H).
c. EncuentraP(H / G).
d. Encuentra P(H)
e. Encuentra P(G o H).
f. Encuentra P(Go H)
g. ¢Son mutuamente exluyentes los sucesos G y H? Explica tu respuesta.
h. ¢Son independientes los sucesos G y H? Explica tu respuesta.

13. A partir de algunos estudios estadisticos, se ha estimado que en cierta intervencion
quirdrgica, la probabilidad de que existan complicaciones con la anestesia es 0.02; la
probabilidad de complicaciones durante la misma intervencion es 0.03; y la probabi-
lidad de complicaciones en el posoperatorio es 0.02. ;Cual es la probabilidad de que,
en una intervencion, no exista ninguna de estas complicaciones?
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Célculo de probabilidades de experimentos compuestos.
Conteo mediante el diagrama de arbol y arbol de proba-

1A bilidades (regla de multiplicacion). Parte I: Experimen-
LeCCIOn 3 1 tos repetidos a partir de un objeto generador.

Objetivos: Calcular probabilidades en experimentos compuestos con ayuda del
diagrama de arbol y arbol de probabilidades. Experimentos repetidos a
partir de un objeto generador.

En las lecciones precedentes, todos las situaciones correspondieron a expe-
rimentos simples, es decir, experimentos que se realizan en una sola etapa.
Por ejemplo:

« Lanzamiento de una moneda: Un posible resultado:

T

» Lanzamiento de un dado: Un posible resultado: n

 Extraccion de un objeto: Un posible resultado: e

Sin embargo, por lo general, los problemas de probabilidad involucran dos
0 mas etapas. Cada etapa puede considerarse como un experimento, pero
cada resultado estara formado por una pareja, una triada, etcétera.

Por ejemplo, si se lanzan dos monedas, un resultado posible es: (a, s)

(a, S) o simplemente as —Nos indica que cay6 aguila en el
primer lanzamiento, y sello en el
segundo.

Si se lanzan tres dados un resultado posible es: (1,3, 3)

(1, 3, 3) o simplemente 133 —— Nos indica que cayo uno en el pri-
mer lanzamiento, tres en el segun-
do y otro tres en el tercero.

Atencién: Lanzar una moneda dos veces, proporciona los mismos resul-
tados que lanzar simultineamente dos monedas. S6lo es necesario poder
distinguir cada una de las monedas. De igual manera, podemos lanzar si-
multaneamente dos o mas dados y distinguirlos mediante un color.

Trabajar con los resultados de un experimento compuesto, requiere de un
entrenamiento especial, el cual empezaras con la siguiente actividad.
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Actividad @ a

Qué hacer

Analiza cada una de las siguientes situaciones. Contesta lo indicado.

Ariana y Carlos juegan a lanzar dos monedas a la vez y van anotando los resultados.
Ariana dice: “si salen dos aguilas, yo gano™, mientras que Carlos dice: “yo gano si sale
una aguilay un sello”. Observa los resultados obtenidos en 50 lanzamientos.

Dos aguilas aa | J LI
Dos sellos ss |/
Una aguilay unsello as | 2% % L L L /1T

» ¢Cuéntas veces ha ganado Ariana?
» ¢Cuéntas veces ha ganado Carlos?
» ¢Cuantas veces no ha ganado ninguno?

Ariana ha pedido la revancha y han vuelto a lanzar las monedas otras 50 veces. Estos
son los resultados.

Dos aguilas aa| Y/
Dos sellos ss | L T T

Una aguila'y unsello  as| % % i 1),

» ¢Cuantas veces ha ganado ahora cada uno?

* (Y sijuntas los resultados de las dos partidas?

* ¢Qué es mas facil en el experimento anterior: obtener dos aguilas u obtener una
aguila'y un sello?

« Unete a un compafiero o compafiera y repite el experimento de Ariana y Carlos.
Comparen sus resultados con los de las tablas anteriores. ¢ Crees que es una ca-
sualidad que haya ganado las dos partidas Carlos? ¢Por qué?

A continuacién aplicaremos nuestro conocimiento probabilistico para ex-
plicar lo sucedido en la actividad anterior. Antes, debes proporcionar una
respuesta a la siguiente pregunta:
¢Cual es el conjunto de todos los resultados posibles al lanzar dos
monedas al aire?
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El diagrama de arbol

El diagrama de arbol, es una técnica de enumeracion sistematica de cada uno de los
resultados de un experimento compuesto. Por tanto, con la ayuda de esta herramienta,
podemos determinar tanto el total de resultados posibles n(S) de un experimento, como
el nimero de resultados favorables n(A) a cualquier suceso A de interés. De este modo

podremos aplicar la formula de Laplace: n(A)
P(A) = ne©)

El procedimiento a seguir, lo explicaremos a través de ejemplos.

Distinguiremos entre dos tipos de experimentos: experimentos que consisten en accionar
“un objeto generador”, y experimentos de muestreo o seleccion de una poblacion.

Parte I. Experimentos a partir de un objeto generador.

Ejemplo 1| Al lanzar simultaneamente dos monedas ( 0 una moneda dos veces en forma
consecutiva), ¢es mas facil obtener una aguila y un sello, o dos aguilas?

Solucioén

Primer paso: Descripcion del experimento.

« El experimento consiste en el lanzamiento de dos monedas simulta-
neamente (0 una moneda dos veces en forma consecutiva). Se trata
de un experimento compuesto de dos experimentos simples, o de dos
etapas.

« Hay un “objeto generador”: la moneda, con dos opciones: a 0 s.

« Primer experimento o primer etapa: Lanzar la primera moneda.

« Opciones: {a, s}

« Segundo experimento o segunda etapa: Lanzar la segunda moneda.
Opciones: {a, s}

« Algunos resultados: as, aa, ss... ¢Son todos?

* Los resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar dos valores: (@ 0's) N, puede tomar dos valores: (& 0 S)

Las apciones del Segundo paso. Establece el espacio muestral.

objeto generador, . ,
Sejescr?ben en iHaz un diagrama de arbol!

columnas:

<:

Analiza la forma de razonar para construir este diagrama de arbol:

En el primer lanzamiento, < a
puede caera o s. S
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Ejemplo 1
(Cont.)

Observa que:

ler. lanz. tiene “2

opciones”

2do. lanz. tiene “2
opciones”
n(s)=2x2 =4

1° lanzamiento

Sienel 1° cay6 a, en
el 2° puede caeraos

. o 3 1° lanzamiento
Sienel 1° cay0 s, en .

el 2° también puede
caeraos

N

2° lanzamiento

ot

2° lanzamiento

El diagrama de arbol para el experimento de lanzar dos monedas es:

resultados
aa

a
a <
/ 5 as
s <
s ss
Entonces, el espacio muestral es:
S={aa, as, sa, ss}

1° lanzamiento  2° lanzamiento

¢Resultados equiprobables?

Cada resultado es una
pareja o dupla que indica
la ocurrencia simultanea o
conjunta de dos sucesos.

aa equivale a ana, y signi-
fica: “cae aenel 1ro. y cae
aen el 2do.

Si la moneda es “honesta”, los resultados a y s en cada lanzamiento, son
igualmente probables. Por lo tanto, los resultados son equiprobables.

Por lo tanto: n(S) =4

Tercer paso. Resultados favorables y célculo de probabilidades.

Sucesos de interés:
A: “una aguilay un sello”.
B: “dos aguilas”

A ={as, sa}—> n(A) =2
B={aa} —>n(a)=1
Cuarto. Aplica la regla de Laplace:

Py A _2_1

niS) 4 2
_ne_1
F)(B)_n(s) 4

Asi pues, a la larga, es mas facil obtener una aguila y un sello, que dos

aguilas.
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El arbol de probabilidades

Otra herramienta que nos ayuda a asignar probabilidades, es el arbol de
probabilidades. Entenderemos por arbol de probabilidades, al diagrama de
arbol gque presenta las probabilidades correspondientes en cada una de sus

ramas.
A continuacién construiremos el arbol de probabilidades para el caso del

lanzamiento de dos monedas.

En el primer lanzamiento, la probabilidad ) a

de cada resultado posible es %2.
1/2 S
El resultado de la segunda moneda no depende de lo que sali6 en la pri-
mera, es decir los lanzamientos son independientes. Asi observamos que:
« Los resultados del segundo lanzamiento serian los mismos, si no se
hubiera llevado a cabo el primero.
» En consecuencia, los resultados del segundo experimento tienen la
misma probabilidad, sin importar el resultado del primero. Es decir,
la probabilidad de obtener &guila en el segundo lanzamiento es un %2 y
esto no depende del resultado del primero.

Entonces, el arbol de probabilidades para el lanzamiento de dos monedas es:

1° lanzamiento  2° lanzamiento Probabilidad de

1 cada resultados Otro razonamiento:
VA /2 a (%2)(%2) = ¥a —> Puesto que la mitad de las veces obte-
1 1\ (14) = 1 nemos ég_una en e_l ler lanzamiento y
/ /2 S (72)(%2) =¥ de esta mitad, la mitad de las veces ob-
15 a () (%) = Ya tenemos aguila en el 2do., la probabili-

1
/2 S < UL — 1 dad de obtener dos &guilas es la mitad
/ 15 S (2)(Y2) = Ya de un medio, esto es un cuarto.
Observa que en cada

bifurcacion, lasuma  AJ construir un arbol de probabilidades debes tener muy en cuenta la

de las probabilida- - -
siguiente observacion:

des, ha de ser 1. Aqui anotamos la probabilidad de obtener aguila

También observa / en el 2do. lanzamiento, dado que cay0 aguilaen el
que todas las ramas a 1ro: (P(aenel 2do. / cayd aenel 1ro.).
tienen la misma 2 Aqui anotamos la probabilidad de obtener sello
probabilidad, es de- a en el 2do. lanzamiento, dado que cay6 aguila en el
cir, éste es un arbol 1ro: (P(s en el 2do. / cay6 a en el 1ro.).
de probabilidades o Db ) - o
equiprobable. S Aqui anotamos Ia_probabllldad de obtener aguila
en el 2do. lanzamiento, dado que cay6 sello en el
/ 1ro: (P(aenel 2do. / cayd s en el 1ro.).
) 2 a Aqui anotamos la probabilidad de obtener sello
s en el 2do. lanzamiento, dado que cay6 sello en el
1ro: (P(sen el 2do. / cay6 s en el 1ro.).
5 Sin embargo, debido a la independencia entre los
S dos lanzamientos, las probabilidades de las segun-

das ramas, se mantienen iguales a las primeras.
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¢Como asignar probabilidades a sucesos, con la ayuda de un arbol de probabi-
lidades? Aplicamos la regla del producto con base en la siguiente explicacion:

» Cada resultado, es un suceso compuesto que consiste en la ocurrencia
simultanea de los sucesos implicados. Por ejemplo, el resultado aa, es
un suceso compuesto que nos indica:

Cay6aenell°yaenel 2°

Entonces: P(aa) = P(a,,;...o N @egunio) = P@iero) P@lgune/ @

segundo primero)

Sin embargo, puesto que hay independencia se cumple que:

P(aa) =P(a Na )=P(a ) P(a

primero segundo

primero segundo)

Por costumbre escribimos: P(aa) =P(a) P(a)

Para determinar la probabilidad de algln suceso, primero localizamos la tra-
yectoria (o las trayectorias) que favorece al suceso y obtenemos su probabi-
lidad, y, finalmente, cuado sea el caso, sumamos todas las probabilidades de
las trayectorias favorables.

A continuacion, se indican con segmentos gruesos la trayectoria que favorece
al suceso dos aguilas.
1° lanzamiento  2° lanzamiento

72 _a P(aa) = (B)(¥) =¥
;
2 ga § S

2
1

/
1 a
2N < P(dos &guilas) = P(aa)= %

s

El suceso una aguila y un sello, es favorecido por dos trayectorias:

1° lanzamiento  2° lanzamiento
1
/2 a
% La
Y S P(as) = (2)(%2) = Ya

) % a P(sa) = (4)(4) = ¥
S
Y2778 p(un aguilay un sello) = P(as) + P(as)

=Ya+Ya="
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Actividad @ b

1. Contesta:
a. En el experimento de lanzar dos monedas, ;qué significa la notacion as?
b. En el experimento de lanzar dos monedas, ;qué significa que el segundo lanzamiento
sea independiente del primero?

2. Resuelve:

a. En un juego de “disparejo” se lanzan tres monedas al aire (0 tres veces consecutivas
una moneda); la persona A gana si caen cara distintas y B gana si caen caras iguales.
¢Quien tiene més posibilidades de ganar? Argumenta tu respuesta calculando probabi-
lidades de dos maneras: mediante un diagrama de arbol y la regla de Laplace, y utili-
zando un arbol de probabilidades.

b. Una familia desea tener cuatro hijos. Suponiendo que en cada nacimiento existe la mis-
ma probabilidad de tener nifio o nifia, ¢cudl es la probabilidad de tener 2 nifios y dos
nifias? Utilizando tu intuicidn, conjetura una respuesta y después verificala calculando
probabilidades

Ejemplo 2 | Se lanza una moneda “honesta” cuatro veces en forma consecutiva. ;Cual es
la probabilidad de obtener:

a) cuatro aguilas

b) dos aguilas y dos sellos
C) un aguila

d) tres sellos consecutivos
e) tres aguilas o tres sellos?

Solucion

Primero. Descripcion del experimento.

« Lanzamiento de una moneda cuatro veces en forma consecutiva.
» Es un experimento de cuatro etapas.

» Algunos resultados:

aass
ssas
aaas
) ] Son resultados de la forma: N,
¢Cuantos seran en total? N, N, N,

\

N, puede seraos.
N, puede sera o s.
N, puede seraos.
N, puede sera o s.

Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagrama!
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Ejemplo 2

(Cont.) a

a
< < s

a

a

S
< S

a

a

a
S < s
Observa que: a
- ler. lanz. tiene 2 S < s

opciones”

3er. lanz. tiene “2

2do. lanz. tiene “2 a
opciones” < a<__ s
a
. ., a
opciones S
4to. lanz. tiene “2 < S

opciones” S a
e S
= s

S ={aaaa, aaas, aasa, aass, asaa, asas, assa, asss, saaa, saas, sasa, sass, ssaa, ssas, sssa, Ssss }
¢Resultados equiprobables? Si, puesto que se dice que la moneda es honesta.

Entonces. n(S) = 16
Tercero. Resultados favorables y calculo de probabilidades.
a) Suceso: “caen cuatro aguilas”. Sea A, este suceso.
A ={aaaa} ——>n(A)=1

n(A) 1

n@S) 1

Por lo tanto: P (A) =

b) Suceso: “Dos aguilas y dos sellos”. Sea A, este suceso:
A, = {aass, asas, assa, saas, sasa, ssaa}—> N (A,)= 6
n(A) 6 3

nS) 16 8

Por lo tanto: P (A)) =

c) Evento: “un aguila”.
A,= {asss, sass, ssas, sssa}— N (A;))=4
n(A) 4 1

PA=Ne T8
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Ejemplo 2| d) Evento: “tres sellos consecutivos”.

(Cont) A,={asss, sssa} —» n(A,)=2
_NA)_ 21
P(A)= ns) 16 ~ 8

e) Evento: “tres aguilas o tres sellos”
A, = {aaas, aasa, asaa, saaa, asss, sass, ssas, sssa} —s N (A,)=8

\ ~ J\. v J
3 aguilas 3 sellos
nA) 8 _ 1
P (A= nS) 16~ 2

Observacion. Cuando los resultados de cada etapa son equiprobables, el conteo de resultados es
suficiente para calcular probabilidades segtn la formula de Laplace. Por tanto, en estos casos, no
es necesario un arbol de probabilidades. Este arbol, simplemente nos ratificaria el conteo hecho.
Por ejemplo, apliquemos la regla del producto para el suceso “caen cuatro aguilas”:

Puesto que cada lanzamiento es indepen-

Yy . diente del anterior, se cumple que:
2 a‘T . P(aaaa) = P(a)xP(a)xP(a)<P(a) =
2

1 ,a” = (%) (%) (*2) (2) = 1/16

Y-

Actividad@ C

Utiliza un arbol de probabilidades y la regla del producto, para verificar las probabilidades
de los sucesos A,, A, A, y A, descritos en el ejemplo 2.
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Ejemplo 3

Cada resultado es una
pareja o dupla que
indica la ocurrencia
simultanea o conjunta

de dos sucesos.

11 representa a 1M1,y
significa: “cae 1 en el
1ro. y cae 1 en el 2do.

16 representaa 1N6,y
significa: “cae 1 en el
1ro. y cae 6 en el 2do.

Se tiran dos dados y se registra el nimero de puntos que muestra cada uno.
Determina la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) A: “El primer dado muestra 2 puntos, y el segundo 3”
b) B: “Los dados muestran el mismo nimero”.

c) C: “Aparece un nimero par en cada dado”.

d) D: “La suma de los dos nimeros es mayor que 7”.

Solucion
Primero. Descripcion del experimento.
» Lanzamiento de dos dados. Se trata de un experimento compuesto
de dos etapas. Hay un “objeto generador: el dado”, con seis opcio-
nes: 1, 2, 3,4, 5, 6.
* Primer experimento o primer etapa: Lanzar el primer dado. Opcio-
nes: {1,2,3,4,5,6}.
* Segundo experimento o segunda etapa: Lanzar el segundo dado.
Opciones: {1, 2, 3,4, 5, 6}.
Algunos resultados: 11

¢ Cuantos son?
Los resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar 6 valores: 1, 2, 3,4,50 6
N, puede tomar 6 valores: 1, 2, 3,4,50 6

Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagrama!
Antes de hacer el diagrama de arbol, considera la siguiente alternativa
para enlistar todos los posibles resultados:

2do. lan- n H m m E [ﬁ

zamiento
1,1)1(1,2)[(1,3)| (1,4 [(1,5)|(1,6)
2,1)[(2,2)[(2,3)|(2,4)|(2,5) | (2,6)
ler lan- (31)|(2)[(33)[(34)|(3.5)[(36)
zamiento

(41)|(42)[(43)|(44)|(45)|(4,6)
(5.1)|(5.2)[(5,3)| (5.4)|(5,5) | (5.6)
(6,1)[(6,2)|(6,3)|(6,4)|(6,5)|(6,6)

& B8 B R
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Ejemplo 3
(Cont.)

objeto generador,
se escriben en
columnas:

Las opciones del

o 01T WN P

Observa que:

.

ler. lanz. tiene “6
opciones”
2do. lanz. tiene “6
opciones”

. n(S)=6x6 =36

Resultados

11
12
13
14
15
16
21
22
23
24
25
26

31
32
33
34
35
36

4
42
43
44 i ;
45 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)
46 2,1) (22) 2,3) (24) (25) (2,6)
gé S (3,1) (32) (3,3) (34) (35) (3,6)
53 (4.1) (42) (43) (44) (45) (4,6)

gg 5.1) (52) (53) (54) (55) (5.6)

56 | (61) (6.2) (63) (64) (65) (6.6) |
61

gg ¢Resultados equiprobables?

64 Si el dado es “honesto”, en cada
65 lanzamiento tendremos resultados
66 equiprobables.

n(S) =6 x 6 = 36

AN AN AN AN AN AN

OO, WNEFE OO WNE OO PRRWONE OO WNE OOOPRRWONE OO WDNPRE

Reflexiona sobre los ele- Namero de etapas
mentos considerados al del experimento:
construir el diagrama: 1a. 2da.

1
/

Opciones de obje-
to generador

o Ol WN
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Ejemplo 3
(Cont.)

Tercero. Resultados favorables y célculo de probabilidades.

a) Suceso A: “El primer dado muestra 2 puntos, y el segundo 3”
A={23)} —5p> A={28 —> (W) =1
pay =N _ 1
n(S) 36
b) Suceso B: “Los dados muestran el mismo nimero”.
B ={(1 1. (2.2)., (33), (4.4), (55), (6'6)}W B = {11, 22,33, 44,55, 66}
n(B) =6
pE)="D)_ 0 _1
n(S) 36 6
c) Evento C: “ndmero par en cada dado”
C ={(2.2), 2.4), (2.6), (4,2), (4,4), (4.6), (6,2), (6.4), (6,6) }

n(C) =9 O bien
C ={22, 24, 26, 42, 44, 46, 62, 64, 66 }
P (C) = nec)_ 9_1
n(S) 36 4
9 1
P (B) = % = T

d) Evento D: “suma mayor que 7”

D= {26, 35, 36, 44, 45, 46, 53, 54, 55, 56, 62, 63, 64, 65, 66}

n(D) =15
P (D) = nD)_ 15 (1) 12 13) @4 @5 @) |
~niS) 36 21) (22) (23) (24) (2,5) (2,6)
Observa la region del S = G 32) (53) (5.0 }
arreglo rectangular de S que (41) (42) (43) (44) (45) (46)
corresponde a una suma (5,1) (5,2) (5,3) (54) (5,5 (5,6)
mayor gue 7. (6,1) (6,2) (6:3) (64) (65) (6,6)

Actividad @ d

Determina las siguientes probabilidades. Utiliza el arreglo rectangular para localizar la region
correspondiente. a los resultados favorables en cada caso.

a. P(sumaigual a 7)

b. P(suma menor o igual que 6).

c. P(suma mayor que 7 y menor que 12)
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Observacion. Una vez mas trabajamos con un espacio muestral equiprobable, por lo que no
es necesario utilizar un arbol de probabilidades. Sin embargo, en muchos problemas deberas
utilizar esta herramienta, por lo que, a manera de ejemplo, la aplicaremos para calcular la proba-
bilidad de que al lanzar dos dados, aparezca un dos en el primero y un tres en el segundo.

! Aqui anotamos la probabilidad de obtener un 3

en el 2do. lanzamiento, dado que cay6 un 2 en
el 1ro: (P(3 en el 2do. / cay6 2 en el 1ro.), pero,
debido a la independencia se cumple que:

P22N3) = P2)xP(3enel 2do./ 2 enel 1ro.)
= P(2)xP(3) = (1/6)(1/6) = 1/36

6

165

“

Actividad @ e

1. Convierte el diagrama de arbol del ejemplo 3, en un arbol de probabilidades. Utiliza el
arbol de probabilidades y la regla del producto para calcular las probabilidades de los su-
cesos B, C y D de dicho ejemplo.

2. Una perinola tiene cuatro lados, marcados con 1, 2, 3y 4. Cuando se hace girar, se de-
tendra con uno de los lados hacia arriba. Simula girar la perinola dos veces y registra los
resultados en cada ocasion.

a. Traza un diagrama de arbol e incluye todos los resultados posibles de este experimen-
to.

b. Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos:
A: “Se obtiene el nimero 43.”
B: “Las dos perinolas muestran el mismo ndmero”. 1 2
C: “Aparece un nimero par en cada perinola”.
D: “La suma de los dos nimeros es mayor que 6”. (S
E: “aparece un 1y un 27,
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Ejemplo 4

Un juego de una feria consiste en hacer girar dos veces la ruleta que se
muestra a continuacion.

Determina la probabilidad de los siguientes sucesos:

« A: “Se obtiene el nimero 12”.
» B: “Se obtiene el mismo niimero cada vez”.

Solucion
Primero. Descripcion del experimento.

« Giro de una ruleta dos veces. Se trata de un experimento compuesto
de dos etapas. Hay un *“objeto generador: la ruleta”, con tres opcio-
nes:1,2y3.

» Primer experimento o primera etapa:

Girar laruleta. Opciones: {1, 2,3,}.

» Segundo experimento o segunda etapa: Volver a girar la ruleta.

Opciones: {1, 2, 3}.

Algunos resultados: 11

¢ Cuantos son?
Los resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar 3 valores: 1, 2, 3.
N, puede tomar 3 valores: 1, 2, 3.

Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagramal
Antes de hacer el diagrama de arbol, considera la alternativa del arre-
glo rectangular para enlistar todos los posibles resultados:

2do. giro __,. 1 2 3
1{@D[@2)][@3)
ler. giro —» | 2 (2,1)1(2,2)|(2,3)
316.1D[(3,2)]3,3)
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Ejemplo 4
(Cont.) 1 i
1 2 12
3 13
1 21
2 2 22
3 23
Las opciones del 1 31
objeto generador,
se escriben en 3 2 32
columnas: (1.1) (1,2) (1,3)
1 3 3 S=1{(21) (2,20 (2,3)
, (31 32) (33
3 ¢Resultados equiprobables? jNO!
La zona marcada con el 1, tiene mayor area, es
y en la parte decir, tiene mas posibilidades que las otras dos.

superior el nimero
de etapas del
experimento.

No podemos aplicar la regla de Laplace. Por tanto, debemos convertir el
diagrama de arbol en un arbol de probabilidades.

jAtencion! En la
solucién global no
podemos aplicar la
regla de Laplace, pero A
ésta, si se utiliza para

asignar probabilidades

a cada rama del arbol. 1,
Recuerda que primero

debemos dividir el todo

(el area completa) en 1,
cuatro partes iguales.

de tan manera que:

© PQ=%
- PR)=Y% P

1 1 11
Yy
1 2 12
Yy
3 13
B 1 21
1
2 LR
1
Xs 23
A 1 31
1
3 LIPREY
Ya
3 33

Debido a la independencia se
cumple que:

P(1N1) = P(1)xP(1)= (1/2)(1/2) = 1/4
P(1N2) = P(1)xP(2)= (1/2)(1/4) = 1/8
P(1N3) = P(1)xP(3)= (1/2)(1/4) = 1/8
P(2N1) = P(2)xP(1)= (1/4)(1/2) = 1/8
P(2N2) = P(2)xP(2)= (1/4)(1/4) = 1/16

P(2N3) = P(2)xP(3)= (L/4)(1/4) = 1/16
P(3N1) = P3)xP(1)= (1/4)(L/2) = 1/8

P(3N2) = P(3)xP(2)= (L/4)(1/4) = 1/16

P(3N3) = P(3)xP(3)= (1/4)(1/4) = 1/16

Observa que en cada bifurcacion la
suma de probabilidades es 1.
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Ejemplo 4
(Cont.)

Tercero. Resultados favorables y célculo de probabilidades. =
A

a) Suceso A: “Se obtiene el nimero 12”. 1 -—2 12
A={(12} —gp>A=1{12}
P(A) = P(1)xP(2) = (*2)(4) = % 2
b) Suceso B: “Se obtiene el mismo nimero cada vez"."""-~~..3
B={(1.1).(22).63)} open> B={112233} yl 1
L o
P(B) = P(11) + P(22) + P(33) Y
= () () + (Vo) (Va) + (Va)(Va)
Yo ot Y N
_4+1+41 6 3 Y
T 16 16 8
Y3
3 e

Actividad@f

Considera el experimento del ejemplo 4, para determinar las siguientes probabilidades.
a. P(aparece un nimero par cada vez)
b. P(se obtiene una suma par).

cae 3

no cae 3
O bien:

Experimentos dicotomicos

Definiremos experimentos dicotdmicos, como aquellos cuyo suceso de interés
sOlo tiene dos opciones. Por ejemplo, el lanzamiento de una moneda y obser-
var lo que muestra su cara hacia arriba, es dicotomico puesto que s6lo tiene
dos opciones: aguila o sello.

Si utilizamos el concepto de sucesos contrarios 0 complementarios, podre-
mos resolver una gran gama de problemas de probabilidad, a través de la
técnica de los experimentos dicotdmicos. Por ejemplo, el lanzamiento de un
dado y observar los puntos que muestra su cara superior, no es dicotomico
puesto que tiene seis opciones. Pero, si en este experimento estamos intere-
sados en observar si en la cara superior aparece un 3, las posibles opciones

pueden ser {cae 3, no cae 3}. Este, si es, un experimento dicotdmico”. A
continuacién estudiaremos algunos ejemplos.
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Ejemplo 5

Recuerda que, al
lanzar un dado, se

cumple que:
- P@)=u1s6
e P(3)=5/6

Se lanza un dado tres veces seguidas; determina la probabilidad de los
siguientes sucesos:

a) A: “Caen tres puntos en cada lanzamiento”.
b) B : “Cae un numero par en cada lanzamiento”.

Solucion

a) Son tres lanzamientos consecutivos.
Puesto que nos interesa el suceso “cae 3”, podemos establecer que los
resultados posibles en cada etapa son: {3, 3}y el arbol de probabili-

dades es: 1/6,,3 333 — Resultado que favore-
3 ce al suceso “caen tres
1/6
5/6 = puntos en cada lanza-
3 miento”.
3
26 16 3 333 equivale a 3N3N3,
5/6 — y significa: “cae 3 enel
3 1ro., cae 3 enel 2do. y
5/6 3 cae 3 en el 3ro.
1/6_-3
5/6
1/6 3 5 _
3
3
1/6 3
5/6°\_ _
3
5/6° =
3

Entonces: P(333) = P(3)P(3)P(3) = (1/6)(1/6)(1/6)(1/6) = 1/216.

b) Son tres lanzamientos consecutivos.

Puesto que nos interesa el suceso “cae par”, podemos establecer que
los resultados posibles en cada etapa son: {p, p} y el &rbol de probabi-
lidades es:

Y

) P ppp > Resultado que ppp equivale a pNpNp,
A g favorece al

y significa: ““cae p en el

D suceso “cae par — > 1ro., cae p en el 2do. y
p en cada lanza- cae p en el 3ro.
% A Y2 _p miento”.
p 5 E
P
p
o . & ga Entonces: P(ppp) = P(p)P(p)P(p) =
p = () () = 4.
>2\— o
P ?2\5
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Ejemplo 6

Puesto que cada
pregunta tiene cuatro
opciones, de la cual
solo una es correcta, la
probabilidad de con-
testarla correctamente
por adivinacion, es %4,
y de contestarla inco-
rrectamentes es 3/4.

A B C D
()C)yC) Q)

En el diagrama que se da a continuacion aparece la hoja de respuestas a
una prueba breve. Como puedes ver, la prueba consta de tres preguntas de

opcion multiple. A B C D

L))y ) )
2. (1)) ) )
3. () (C)H)C) ()

a) ¢Cudl es la probabilidad de responder correctamente por adivinacion a las
tres preguntas? (cada pregunta solo tiene una respuesta correcta).

b) ¢Cual es la probabilidad de adivinar la respuesta correcta a exactamente
dos preguntas?

Solucién

Descripcion del experimento. Si bien este experimento no es propiamente
producido por un objeto generador, cae facilmente dentro de ellos. Para ello,
nos podemos imaginar una perinola con cuatro caras, en cada una de las
cuales aparece una de las letras A, B, C y D. Para cada pregunta, una de estas
caras estara marcada con la respuesta correcta.

experimento equivale a tres giros consecutivos.
Ademas, puesto que nos interesa el suceso “co-
rrecta”, podemos establecer que los resultados
posibles en cada etapa son:
{C, C}y el arbol de probabilidades es:

C: indica respuesta correcta.

7
7

Il
Puesto que se deben contestar tres preguntas, el N
A

C : indica respuesta incorrecta.

ler. pregunta 2da. pregunta 3er. pregunta
Una vez mas estamos

1/4 C
c <
Ya KA
c ante un experimento que

c presenta independencia.

Y, 3N _
C

O 0O

3/4 1,

Ol
Ol

AN
C

e
S
e

Ol
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a) Responder correctamente a las tres preguntas es favorecido por CCC.

Entonces: P(tres correctas) = P(CCC) = P(C)P(C)P(C) =
= (Ya) (%) (Ya) = 1/64.

b) Responder correctamente a dos preguntas exactamente es favorecido por:
CCC,CCCy CCC.

Entonces:
P(dos correctas) = P(CCC ) + P(CC C) + P(C CC)=
=P(C)P(C)P(C) +P(C))P(C)P(C) + P(C)P(C)P(C)

= (1/4)(1/4)(3/4) + (L/4)(314)(1/4) + (3/4)(L/4)(1/4)
3 3 3 9

+—t—=
64 64 64 64

Actividad @.1) g

1. Considera el experimento del ejemplo 5, para determinar las siguientes probabilidades.
a. P(caen tres unos)
b. P(caen dos seises).

2. Considera el experimento del ejemplo 6, para determinar las siguientes probabilidades.
a. P(al menos dos correctas)
b. P(ninguna correcta).

Ejemplo 7 | La siguiente figura muestra un circuito en serie formado por dos lamparas. Para
que haya paso de corriente en el circuito deben funcionar correctamente tanto A
como B por lo que si falla una, o las dos, el circuito es defectuoso.

A B
S JAV. )
&/ &/ v

Supongamos que 10% de las lamparas utilizadas en este circuito son defectuosas.
¢Cudl es la probabilidad de que el circuito funcione correctamente?

Solucion

a) Se trata de verificar dos ldmparas, por lo que es un experimento de dos etapas.
Puesto que nos interesa el funcionamiento de cada una de ellas, podemos defi-
nir los siguientes sucesos:

A: “la lampara A es buena”.

A: “la lampara A es defectuosa”.
B: “la lampara B es buena”.

B: “la lampara B es defectuosa.
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Ejemplo 7 |En la primera etapa los posibles resultados son: {A, A}
(Cont.)  |En la segunda etapa los posibles resultados son: {B, B }

Puesto que ya sabemos que P(A) = 0.1 y P(B) = 0.1, tenemos que:

P(A)=1-P(A)
El enunciado dice =1-0.1=0.9
que el 10% de las P(B) =1—-P(B)
lamparas son Qefec— —1-0.1=09 Revision Revision
tuosas. Es decir: de A de B

A= 109, = , oy- e
P(A) = 10%=0.1 Y el arbol de probabilidades es: La revision de las Iam-
P(B)=10%=0.1 09-B paras es independiente
A una de otra.
0.9 0INB

0. 09 B
A <
0.I1NB
Para que el circuito funcione correctamente, deben funcionar las dos lam-
paras.

Entonces, el resultado favorable al suceso “el circuito funciona bien” es:
AB.

Por lo tanto, P(el circuito funcione bien) = P(AB)

= (0.9)(0.9) = 0.81.
Actividad @ g

Ahora, considera el circuito del ejemplo anterior, en paralelo.
A

&
- >-

0%

B
Para que el circuito funcione correctamente, basta que funcione A o que funcione B, esto es,
que al menos una lampara sea buena.
A. (Cuél es la probabilidad de que este circuito funcione?
B. (Es este circuito méas o menos fiable que el anterior? Argumenta.
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Ejemplo 8

La figura anexa, muestra un canal con bifurcaciones.

A
Si se deja caer una bola por la abertura A, ésta puede
deslizarse hasta caer en B 0 bien seguir por la derecha
hasta ir a C. Determina la probabilidad de que la bola
D
A

salga por D, E'y por F

Solucién B C
De manera natural, la figura es un diagrama de arbol, y, 2N\
para asignar probabilidades, razonamos de la siguiente = F
manera:

« Al soltar labolaen A, tiene igual probabilidad de
ir por By por C.
P(B) =% y P(C)=%
Ya A
« Todas las bolas que pasan por B caen en D. Por
lo tanto, B C
P(D) = P(B) =%
5 N\
E F
« Las bolas que pasan por C tienen igual probabili-
dad de ir hacia E que hacia F. A
Aplicando la regla de multiplicacién obtenemos:
P(E) =¥2X Yo=Y,
P(F) = Y2XY2 =Y,
Yo A
Calcula. P(D) + P(E) + P(F) = (
B C
1 1
: /2/\\/2
E F

Otro razonamiento: La probabilidad de ir a E es, la mitad de la probabilidad de llegar a
C. Entonces:

P(E) = YoxYs = Y,

Asimismo, La probabilidad de ir a F es, la mitad de la probabilidad de llegar a C:
P(F) = Yox¥ = Y.
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Actividad@ h

Imagina que las siguientes figuras representan a dos maquinas de juego. Se gana un premio si
una bola que se suelta en A cae en D.

E/\/\F /\E F/k

a. ¢En qué maquina jugarias?

b. Para argumentar tu respuesta a la pregunta anterior, calcula la probabilidad de que
la bola caiga en D en cada caso.

Ejercicio @

1. Un juego para nifios consiste en formar nimeros pequefios haciendo girar tres ruedas, cada

una con los digitos del 1 al 4.

a) Utiliza un diagrama de arbol para mostrar el total de nimeros que se pueden formar.
b) Determina la probabilidad de obtener al menos un 4.
c) Determina la probabilidad de obtener dos 3.

2. Los miembros de un club de computadoras utilizan dos letras seguidas de tres numeros
para formar codigos de identificacion. Ellos usan las letras C e I y los numeros 2, 3 y 4. Per-
miten la repeticion de letras, pero no de nimeros. Por ejemplo CI-234, CCC-324. ; Cuantos
miembros puede haber antes de que tengan que cambiar su método de construir cdigos?

3. Una prueba de “verdadero-falso” consta de cinco preguntas. Un estudiante marca al azar su
respuesta. Calcula la probabilidad de obtener:
a) tres aciertos y dos errores.
b) al menos cuatro aciertos.
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Ejercicio @(Cont.)

4. Un sistema consta de cuatro componentes, como se ilustra en la figura.

1 2

Todo el sistema funcionara si el subsistema 1-2 funciona o si el subsistema 3-4 funciona
(porque los dos subsistemas estan conectados en paralelo). Como los dos componentes
de cada subsistema estan conectados en serie, un subsistema funcionara solo si ambos
componentes de cada subsistema funcionan. Si los componentes funcionan o fallan de
modo independiente uno de otro y si cada uno funciona con probabilidad 0.85, ¢cuél es la
probabilidad de que todo el sistema funcione (coeficiente de confiabilidad del sistema)?

5. Si un jugador de basketbol sabe por experiencia que anotara, aproximadamente 75%
de los tiros libres que lance a la canasta, calcula la probabilidad de que en una serie de
cuatro tiros enceste al menos dos.

6. Se lanzan dos dados, ¢cudl es la probabilidad de que las caras superiores:
a) sumen seis?
b) su producto sea sies?
c) el valor absoluto de la diferencia sea uno?

6. Suponga que se lanza un dado ordinario cinco veces. determina la probabilidad de que
exactamente en tres de esos cinco lanzamientos salga el seis.

7. Si la probabilidad de que un bebé que va a nacer sea varon es de 1/2, calcula la proba-
bilidad de que los cinco hijos de un matrimonio sean dos varones y tres mujeres.

125




Célculo de probabilidades de experimentos compuestos.

Conteo mediante el diagrama de arbol y arbol de proba-
1A bilidades (regla de multiplicacién). Parte Il: Experimen-
LeCCIOn @ tos de muestreo.

Objetivos: Calcular probabilidades en experimentos compuestos con ayuda del
diagrama de arbol y arbol de probabilidades. Experimentos de muestreo.

Estamos ahora interesados en problemas de muestreo. Recordemos que
los problemas de muestreo consisten en seleccionar varios componentes
de una poblacion y analizar alguna cualidad en tales componentes. Dentro
de estos problemas, de interés especifico resultan los experimentos rela-
cionados con extracciones aleatorias de bolas de una urna, personas de una
poblacidn, etcétera.

En estos experimentos a diferencia de los anteriores, no existe un objeto
generador de resultados, por lo que debemos precisar la poblacion de in-
terés y el tamafio de la muestra (por ejemplo una muestra de tamafio dos
esta formada por dos elementos y en general una muestra de tamafio n es
aquella para la que se han seleccionado n elementos de la poblacion)

Actividad @ a

Qué hacer

Analiza la situacion planteada a continuacion, y con base en tu intuicién toma una deci-
sion, y una vez estudiada esta leccidn, argumenta tu respuesta mediante valores de proba-
bilidades.

Un juego consiste en dos bolsas, cada una con 10 bolas entre blancas (B), negras (N) y
rojas.

Bolsa 1: 7 blancas y 3 negras Q%

(®)

Bolsa 2: 1 blanca, 2 negras y 7 rojas. *

Tiramos un dado. Si sale 1 6 2, extraemos una bola de la bolsa 1. Si sale 3, 4,5 0 6, extrae-
mos una bola de la bolsa 2. Si sale bola roja ganamos el juego. ¢Qué es mas facil, ganar o
perder?
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Dos tipos de muestreo:

Muestreo con reemplazamiento. En este muestreo cada elemento seleccionado
se regresa a la poblacidn antes de elegir al siguiente elemento.
Se regresa.

‘&O‘Saleunayse ‘b ‘ ‘
registra

Muestreo sin reemplazamiento. En este caso, los elementos seleccionados no
se regresan a la poblacion.

Sale unay se
registra.

En los siguientes ejemplos estudiaras problemas de probabilidad de experi-
mentos de muestreo.

Sale otray
se registra.

Sale otray
se registra.

Parte Il. Experimentos de muestreo

Ejemplo 1 | Una bolsa contiene tres bolas numeradas del 1 al 3. Se extraen con los 0jos
cerrados, sucesivamente y sin reemplazamiento dos bolas, y se observa el nimero
gue muestran. ¢Cual es la probabilidad de obtener:

a) Los numeros 1, 2 en ese orden.

b) Los nimeros 1, 2 en cualquier orden.

¢) Una suma de puntos mayor que 3. @

Solucion
Primero. Descripcion del experimento.

» Extraccién sin reemplazo y de manera sucesiva de dos bolas de una
bolsa. Se trata de un experimento compuesto de dos etapas. Hay una
poblacién que llamaremos poblacién de interés la cual estd formada
por los elementos: {1, 2, 3}.

» Primer experimento o primer etapa: Se extrae una bola y se registra su
namero. Opciones: {1, 2, 3}.

» Segundo experimento o segunda etapa: Sin regresar la bola selecciona-
da, se extrae otra bola y se registra su nimero. Opciones: {1,2 3} con
excepcion de la que ya se extrajo en la primera seleccion.
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Ejemplo 1
(Cont.)

Algunos resultados: 12
13
32

¢Cuantos son?

Los resultados son de la forma: N, N,
N, puede tomar 3 valores: 1, 2, 3.
N, puede tomar 2 valores: 1, 2, 3 con excepcion del seleccionado en
la 1# extraccion.
Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagrama!

12 extraccion 2% extraccion  resultados

2 12 Cada resultado es una
1 < pareja o dupla.

3 13 12 equivalea I1N2,y

1 21 significa: ““se selec-
2 < cionalenlala.yse

@ 3 23 selecciona 2 en la 2da
dado que en la 1a. se

3 < ! 31 selecciond 1.

2 32

Entonces, el espacio muestral es: S = {12, 13, 21, 23, 31, 32}

Tercero. Resultados favorables y calculo de probabilidades.

¢El espacio muestral S = {12, 13, 21, 23, 31, 32} es equiprobable?
Analiza la composicion de la bolsa. Cada numero tiene la misma proba-
bilidad de ser seleccionado.

. . 1
Por tanto, el espacio muetral es equiprobable. 13

Entonces, podemos usar la regla de Laplace. 139
Conn(S) =6. @ /3
3

a) Suceso A: Obtener “Los ndmeros 1, 2 en ese orden”.
A={12} —> n(A) =1

pay="A _1
n(S) 6
b) Suceso B: Obtener “Los numeros 1, 2 en cualquier orden”.
A={12,21} ——> nA)=2

_nB)_2_1

P(B) ns) 6 3
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Ejemplo 1
(Cont.)

¢) Suceso C: Obtener “Una suma de puntos mayor que 3”.
Cc={13,23,31,32} _, n(A)=4

p(c)-"C) 4 _2
“n(S) 6 3

Actividad @ b

1. Resuelve el ejemplo 1, considerando que existe reemplazamiento.

Ejemplo 2

De una bolsa que contiene 3 canicas negras y 2 blancas, se extraen con los 0jos
cerrados, sucesivamente y con reemplazamiento tres canicas, y se observa el
color. Determina la probabilidad de obtener:

a) Las tres del mismo color.

b) Las tres negras.

c) Exactamente dos negras.

Solucion

Primero. Descripcion del experimento.

» Extraccion con reemplazo y de manera sucesiva de tres canicas de una
bolsa. Se trata de un experimento compuesto de tres etapas. Hay una po-

blacion interés la cual esta formada por los elementos: {@@ @ OO}

* Primer experimento o primer etapa: Se extrae una canica y Se registra su
color. Opciones: {negra, blanca}.

» Segundo experimento o segunda etapa: Se regresa la canica seleccionada,
se extrae otra canica y se registra su color. Opciones: {negra, blanca }.

» Tercer experimento o tercera etapa: Se regresa la canica seleccionada, se
extrae otra canica y se registra su color. Opciones: {negra, blanca}.

Algunos resultados: nbb
bnn

nnn
¢ Cuantos son?
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Ejemplo 2 | | os resultados son de la forma: N, N,N,

(Cont) N, puede tomar 2 valores: n, b.
N, puede tomar 2 valores: n, b
N, puede tomar 2 valores: n, b

Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagrama!
n

o
Sad

/ \b
b Cada resultado es una

n triada.

Entonces, el espacio muestral es:
S = {nnn, nnb, nbn, nbb, bnn, bnb, bbn, bbb }
Tercero. Resultados favorables y célculo de probabilidades.

¢El espacio muestral es equiprobable? Analiza la composicion de la bolsa.
Cada color tiene distinta probabilidad de ser seleccionado.

Por tanto, no podemos usar la regla de Laplace. Entonces, usaremos el ar-
bol de probabilidades y la regla de multiplicacion.

Aqui anotamos la probabilidad de obtener nen la P(n en la 3ra. / obtuvimos nen la 1a.y nen
2da. extraccion, dado que obtuvimos n la la 2da.). \ —
1ra.: (P(n en la 2da. / obtuvimos n en la 1a.). N
3/5 D
n m —
o <3
Sin embargo, puesto que existe reemplazamiento 3/5 - g b N
antes de cada extraccion, se presenta independen- —— 2
cia entre dichas extarcciones. Por tanto, las proba- n e e
bilidades de las dos primeras ramas se mantienen = 3/5 n m
) ¢

iguales en las posiciones respectivas subsiguientes. b -
o A

Asi, P(nnn) = P(nen la 3ra. / obtuvimosnen < 2/5 b O
lala.ynenla2da.)=P(Mn)P(n)P(). O —

- n O
n N 2
2/5 3/5 -9 ) <

2/5 3/5 n ..
blad —
rrEg=
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Ejemplo 2 | a) Suceso A: Obtener “Las tres del mismo color”:
(Cont.) A= {nnn, bbb}

P(tres del mismo color) = P(nnn) + P(bbb)
= P(n)P(n)P(n) + P(b)P(b)P(b)
= (3/5)x (3/5)x (3/5) + (2/5)(2/5)(2/5)

= 35/125
b) Suceso B: Obtener “Las tres negras”:
B = {nnn}
P(tres negras) = P(nnn)
= P(n)P(n)P(n)

= (3/5)x (3/5)% (3/5) =27/125
c) Suceso C: Obtener “Exactamente dos negras”:
C = {nnb, nbn, bnn }
P(exactamente dos negras) = P(nnb) + P(nbn) + P(bnn)
= P(n)P(n)P(b) + P(n)P(b)P(n) + P(b)P(n)P(n)
= (3/5)(3/5)(2/5) + (3/5)(2/5)(3/5) + (2/5)(3/5)(3/5)
= 3% (3/5)(3/5)(2/5)
= 54/125.

Ejemplo 3 | Resolver el ejemplo 2, pero ahora considerando que no existe reemplaza-
miento.

- P(nenla3ra./obtuvimosnenlala.ynen
Aqui anotamos la probabilidad de obtener n en la 2da.).

la 2da. extraccion, dado que obtuvimos n la
1ra.: (P(n en la 2da. / obtuvimos n en la 1a.). \ N @
l b=k
n
A diferencia de cuando hay reemplazamiento, aqui g ] @

la composicién de la bolsa va cambiando confor-

me se hacen las extracciones. Por lo tanto, no se @

presenta independencia entre dichas extracciones,

y debemos plantear probabilidades condicionadas. 3/5 2/3

Por ejemplo, <
P(nnn) = P(n en la 3ra. / obtuvimos n en — 1/3
lala.ynenla2da.) = (3/5)(2/4)(1/3). m

@<@§@
@
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Ejemplo 3 | a) Suceso A: Obtener “Las tres del mismo color™:
(Cont.) A={nnn, bbb}

P(tres del mismo color) = P(nnn) + P(bbb)
= (3/5)% (2/4)x (1/3) + (2/5)(1/4)(0/3)

10 10
b) Suceso B: Obtener “Las tres negras’:

B = {nnn}
P(tres negras) = P(nnn)
= (3/5)x (2/4)x (1/3) =1/10

c) Suceso C: Obtener “Exactamente dos negras””:
C ={nnb, nbn, bnn }
P(exactamente dos negras) = P(nnb) + P(nbn) + P(bnn)

= (3/5)(2/4)(213) + (3/5)(2/4)(2/3) + (2/5)(3/4)(2/3)
Actividad @ C

=3(1/5) = 3/5.
Con los datos del ejemplo 3, calcula la probabilidad de obtener:

a) Una blanca.
b) Dos blancas.
c) Al menos una blanca.

Ejemplo 4 | Una caja contiene 24 focos de los cuales 4 son defectuosos. Una muestra de
tamano tres es extraida sin reemplazamiento. ;Cudl es la probabilidad de que
la muestra:

a. Contenga dos defectuosos.

b. Contenga al menos dos en buen estado.

c. Al menos uno en buen estado.

Solucion

. L . Salen

Primero. Descripcion del experimento. @tres sin

» Extraccion sin reemplazo y de ma- reemplaza-
nera sucesiva de tres focos de una miento
caja. Se trata de un experimento
compuesto de tres etapas. Hay una 20 B indica 20 buenos o en buen estado
poblacion interés la cual esta for- 4 D indica 20 defectuosos.

mada por los elementos:
{ 20 focos buenos, 4 defectuosos }
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Ejemplo 4
(Cont.)

«  Primer experimento o primer etapa: Se extrae un foco y se registra su

calidad. Opciones: {bueno, defectuoso}.
» Segundo experimento o segunda etapa: Sin regresar el foco seleccionado,

se extrae otro foco y se registra su calidad. Opciones: {bueno, defectuo-
so}.

» Tercer experimento o tercera etapa: Sin regresar los focos seleccionados,
se extrae un tercer foco y se registra su calidad. Opciones: {bueno, de-

fectuoso}.
Algunos resultados: dbb
bdd
bbb

¢Cuantos son?
Los resultados son de la forma: N, N,N,

N, puede tomar 2 valores: b, d.

N, puede tomar 2 valores: b, d.
N, puede tomar 2 valores: b, d.

Segundo. Establece el espacio muestral. jHaz un diagrama!

D <
:
e B
B <
/ ’
D \ Cadaresultado es

una triada.

Entonces, el espacio muestral es:

S ={BBB, BBD, BDB, BDD, DBB, DBD, DDB, DDD,}

Tercero. Resultados favorables y calculo de probabilidades.
¢El espacio muestral es equiprobable? La com-

B
posicion de la caja nos muestra que cada estado 20/24
de calidad de los focos, tiene distinta probabili- <
dad de ser seleccionado. 422\ D
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Ejemplo 4 | Por tanto, debemos usar el arbol de probabilidades y la regla de multiplica-
(Cont.) | cibn.
18/22 B

B||<

19/23 4/22° D

B | I 19/22 B
4123 | @ I <
20/24 D . b

| | 19/22 B
4/2 20/23 B | | gD

D
[©a e

3/23
0 2/22 D

a) Suceso A: Obtener “dos defectuosos™:
A={BDD, DBD, DDB}
P(dos defectuosos) = P(BDD) + P(DBD) + P(DDB)
= (20/24)(4/23)P(3/22) + (4/24)(20/23)P(3/22) + (4/24)(3/23)(20/22)
=0.06

b) Suceso B: Obtener “al menos dos en buen estado”.
B= {BBB, BBD, BDB, DBB}
P(al menos dos buenos) = P(BBB) + P(BBD) + P(BDB) + P(DBB)
= (20/24)(19/23)P(18/22)+(20/24)(19/23)P(4/22)+(20/24)(4/23)(19/22)
+ P(4/24)P(20/23)P(19/22)= 285/506 + 95/759 + 95/759 +95/759
=0.94.

¢) Suceso C: Obtener “al menos uno en buen estado”.
Recordemos que en la leccion (2.3) se establecié que “cuando se pre-

gunta por la probabilidad de por o menos uno o al menos uno, es mas
practico calcular P(C ) que P(C). A continuacion podras convencerte del
por qué sucede ésto.

S ={BBB, BBD, BDB, BDD, DBB, DBD, DDB, DDD, }
- _

YT
Al menos uno B Ninguno B

Al menos uno B, es complemento de ninguno B.
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Ejemplo 4 | Entonces, en vez de calcular la probabilidad de 7 resultados (BBB, BBD,
(Cont.) | BDB, BDD, DBB, DBD, DDB), calculamos el de uno: DDD y aplicamos
la regla del complemento:
P(C) = P(Al menos uno bueno) = 1—P(C)
=1—-P(DDD)
=1—(4/24)(3/23)(2/22)
=1-0.005
=0.995.

Actividad @ d

1. Con los datos del ejemplo 4, calcula la probabilidad de obtener una muestra que:
A: “contenga no mas de un foco defectuoso’.
B: “contenga al menos uno defectuoso”.
2. Un lote de bombas de gasolina para automovil, tiene un 95 % de bombas que dan buen
estado. Si se seleccionan cuatro bombas al azar: a) ¢cual es la probabilidad de obtener
una defectuosa?; b)¢Cual es la probabilidad de obtener al menos una defectuosa?

Ejercicio @

1.

Del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} se seleccionan dos niimeros con reemplazamiento. Calcula
la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) Ambos nimeros son pares.

b) El primer nimero es par y el segundo impar.

c) El segundo nimero es impar.

d) El primer nimero es par o el segundo impar.

. Resolver el problema 1 sin reemplazamiento.

De una urna con cinco bolas rojas y tres blancas, se sacan dos bolas al azar con reemplaza-
miento. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) A: ambas son blancas.

b) B: ambas son del mismo color.

¢) C: la segunda bola es blanca.

Resolver el problema 3 sin reemplazamiento.

De una urna, con cinco bolas blancas y cuatro negras, se sacan cuatro sin reposicion. Cal-
cula la probabilidad de obtener:

a) por lo menos una bola blanca. b) bolas de ambos colores.
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Ejercicio @ (Cont)

6.

Hay tres urnas: en la | se han puesto tres bolas blancas y dos negras; en la Il hay cuatro bolas
blancas y una negra y en la 11l dos blancas y dos negras. de cada una se escoge una bola.
calcula la probabilidad de obtener:

a) tres bolas blancas.

b) por lo menos una bola blanca.

¢) una bola blanca.

En un juego de una caseta de feria se utiliza en primer lugar una ruleta. Si la ruleta se detiene
en un nuamero par, entonces el jugador puede sacar una canica de una bolsa. La ruletay las
canicas de la bolsa se representan en los dibujos siguientes.

Cuando se saca una canica negra se gana un premio. Ariana juega una vez. ;Qué tan proba-
ble es que Ariana gane un premio? Argumenta tu respuesta.

A. Es imposible.

B. No es muy probable.

C. Tiene aproximadamente el 50% de probabilidad.

D. Es muy probable.

E. Es seguro.
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LeCCién @ Teorema de Bayes.

Objetivos: Calcular probabilidades de experimentos compuestos mediante el arbol
de probabilidades.
Calcular probabilidades condicionales con ayuda del arbol de probabili-

dades.

Comprender y utilizar el teorema de Bayes.

En la unidad 2, estudiamos los sucesos compuestos. Entre estos suceso inclui-
mos los relativos a la probabilidad condicional. Debido a que en ese momento
nos restringimos a experimentos simples, es necesario ampliar dicho estudio a
experimentos compuestos. Para ello, utilizaremos tanto el diagrama de Venn
como el arbol de probabilidades. Para determinados problemas, debemos con-
vertir la férmula béasica de la probabilidad condicional en la llamada férmula

de Bayes.

Actividad @ a

Qué hacer

Venn adjunto, determina:
a. P(A)
b. P(B)
¢.P(A)=__
d.P(B)=___
e. PANB) =
b. P(A/B) =

valor que corresponde.

f. P(A/B)
g. P(B/A)

Repasa la leccién (2.2) y a continuacion contesta lo que se indica:

a. A partir de las probabilidades indicadas en el diagrama de

h.PA/B)=___

i.P(BIA)=___

? B P(ANB)=?

<

B

P(ANB)=7?
P(ANB) =7

P(ANB)="?

b. Con la informacion obtenida en (a), escribe en cada lugar ocupado por el signo (?) el

137




Probabilidad total

La notacién P(M) repre-
senta una probabilidad
simple, y la notacion

P(M N 1) representa a una
probabilidad conjunta
y la Unica posibilidad de
que ocurra es que tanto el
suceso M como el | tienen
que ocurrir en forma
simultanea.

Recordemos la regiones en que se divide un diagrama de Venn. Para
ello, volveremos ha analizar la situacion planteada en la leccion (2.4):
De los estudiantes de nuevo ingreso a la universidad el afio

pasado, el 12% reprobd inglés, 16% reprob6 matematicas y el
6% reprobo inglés y matematicas.

En este enunciado, hay dos sucesos involucrados: reprobd inglés, repro-
b6 matematicas

Sea: M el suceso: “reprob6 matematicas” e
| el suceso: “reprobd inglés”

Con estos sucesos el rectangulo queda dividido en las siguientes regio-
nes:

S

M A

A partir de este diagrama dividido, podemos apreciar las siguientes
equivalencias:

PM)=P(MAnI1)+P(MnI)

PI)=P(Mn1)+P(MAI)

Ahora, consideremos los datos proporcionados:

s
P(M) = 16%
P(1) = 12%
P(M 1) = 6%
78%
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Recordemos como calcular P(l /M)
P(InM) 0.06

PUM="om) 016

0.38

También calculemos P(l /V):
pa /vy =24 oM)
P(M)
Del diagrama de Venn obtenemos, P(1 A M) =0.06
De P(M) = 0.16, tenemos que: P(M )=1—-0.16 = 0.84
Entonces:
P(I M ) ~0.06

p() 084 =007

P(1/M) =

A continuacion, estableceremos la relacion que se presenta entre estos va-
lores correspondientes a un diagrama de Venn y las probabilidades que se
incluyen en un arbol de probabilidades.

El diagrama de Venn y el arbol de probabilidades

Ahora, estableceremos una relacion entre las regiones de un diagrama de
\Venn y un arbol de probabilidades. Para ello, consideraremos que los su-
cesos compuestos, pueden verse como resultado de un experimento com-
puesto.

En la situacion que estamos analizando podemos hablar de cuatro

sucesos:

M: “reprob6 matematicas”.

M : “no reprob6 matematicas”.

I: “reprobo inglés”.

| : “no reprobo inglés”.
Con estos sucesos, podemos suponer que estamos ante un experimento
compuesto de dos etapas.

Primera etapa: Investigar si reprob6 matematicas. Posibilidades: M, M.
Segunda etapa: Investigar si reprob6 inglés. Posibilidades: 1, | .
Por tanto, podemos construir un arbol de probabilidades:
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Resultado en Resultado en ﬁ(j:]u dl gnotamos la Er,o.babll,'
Matematicas Inglés idad de que reprobo inglés,

dado que reprob6 matemati-
/cas (1/M).
0.38 i
Agqui anotamos la proba-
bilidad de que no reprob6
inglés, dado que reprobd
0.62 B matematicas (| / M).
|

Aqui anotamos la proba-
bilidad de que reprobo

inglés, dado que no reprobd
/mateméticas (M)

Aqui anotamos la proba-

bilidad de que no reprob6
inglés, dado que no reprobo
1

<|

0.07
0.93 matematicas (1 /M ).
A partir de este arbol podemos calcular.
P(M N 1)=P(M)P(I/M) =(0.16)(0.38) = 0.061
P(MN1)=P(M)P(1/M)=(0.16)(0.62) =0.1
P(M1)=P(M)P(I/M)=(0.84)(0.07) = 0.059
P(M A 1)=P(M)P(1/M) =(0.84)(0.93) =0.78

Analizemos cada uno de los sucesos compuestos que aparecen tanto en el
diagrama de Venn como en el arbol de probabilidades:

S 0.38 |
\ 0.16 M Og
' 71 P(MA1)=01
0.78

MnNI 0.84 MO'O<I P(M n1)=0.059
093> 1T P(M1)=0.78

P(M A1) =0.061

Observa en ambas figuras los sucesos conjuntos que componen la probabili-
dad del suceso M:

PMM)=P(M nI1)+P(MANI) (1)

Es decir, el suceso M esta formado por todos los sucesos conjuntos en los que
aparece M.
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Ejemplo 1

En una seleccidn al
azar cada caja tiene la
misma probabilidad
de ser seleccionada,
por lo que se infiere
que la probabilidad
de tomar la primera
caja es de 1/2 y que la
probabilidad de tomar
la segunda caja es
también 1/2.

De manera similar observamos que la probabilidad del suceso I esta com-
puesto por las siguientes probabilidades conjuntas:

P)=P(Mn1)+P(MnI) @)

Las expresiones (1) y (2) son llamadas formulas de la probabilidad total.
En el caso estudiado, las probabilidades simples de M e I, sélo incluyeron
dos probabilidades conjuntas, pero en general pueden existir mas de dos,
tal y como se muestra en el ejemplo 2 planteado a continuacion.

Una caja contiene 2 fichas negras y 1 blanca y una segunda caja contiene
2 fichas negras y 2 blancas. Se elige una de las cajas al azar y se toma una
ficha de la misma. ;Qué probabilidad hay de que la ficha extraida sea negra?

Solucién
Descripcion del experimento: experimento de dos etapas.

sean A, y A, estas cajas.

| 1
En la 1ra. lecciona un | jas: [
a lra. se selecciona una de las cajas / /
)|
Al

Enla 2da. se extrae una ficha; opciones: negra

(n) o blanca (b) ; :
==/
] [ R ~—]
Etapa 1: se Etapa 2: se A
eligeunacaja  elige una ficha P(n/A) 2
Z —n
. A </ P(b/A)
; b
P(n/A)
.
+ gl
A, </P(b IA)
T b

Elegir n puede darse por dos caminos, a saber tomando la primera caja y
entonces una ficha negra o tomando la segunda caja y una ficha negra.

Sale una negra: {An, An}

Expresando la probabilidad del suceso negra como una suma de
probabilidades conjuntas:

P(n) =P(An) + P(A)n)

Aplicando la regla de multiplicacion
P(n)=P(A) P(n/A)+P(A)P(n/A)
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Ejemplo 2

Ejemplo 3

Un nifio tiene tres bolsas con monedas de un peso y de a cinco. La distribucion
de las bolsas es la siguiente:

Bolsa A: 3 monedas de un peso y 5 de a cinco
Bolsa B: 8 monedas de un peso y 3 de a cinco
Bolsa C: 5 monedas de un peso y 4 de a cinco.

Se elige una de las bolsas al azar y sacamos una moneda aleatoriamente de
la misma. ¢Qué probabilidad tiene de ser de a peso?

Solucion
Experimento de dos etapas:

En la 1ra. se selecciona una bolsa: opciones: A, B o C.
En la 2da. tomar una moneda; opciones: de a peso (P) o de a cinco ( C)

5 P
< Tres caminos para llegar a un peso:
s C

o P(P)=P(ANP) +P(B N P) + P(C N P)
=P(A) P(P/A) + P(B) P(P/B) + P(C) P(P/C)

=y

| Al

—_— /

o=/
A

1_-P
5 < (Expresion de la probabilidad total)
x~C Sustituyendo:
- _(1)(3 1Y(8 1)(5
7 ~C =0.125 + 0.091 + 0.185
‘ = 0.401
Consideremos ahora, la siguiente variante:

Enel ejemplo 1, sila ficha es negra, ;qué probabilidad hay de que proviniese
de la primera caja?

Se pide: P(A,/n) = P(ﬁ(;; n)

N EI numerador es simplemente

el producto (1/2)(2/3) (primera

2
3
A <
+ >0 rama del arbol) que equivale a:
2
7
A, <
1

5N

P(A,nn). Pero esta probabilidad
esigual a: P(A) P(n/A)

b
Ahora, el denominador viene dado por la expresion de la probabilidad total:

142




Ejemplo 3 P(n) = P(A) P(A/P)+P(A)P(n/A)
(Cont:) Entonces:
P(A,nn) _ P(A) P(n/A)
P(n) ~ PA)P(/A)+PA)PNIA)

HE

: #E0E ST

Ejemplo 4 | En el ejemplo 2, si hemos sacado un peso, ¢cual es la probabilidad de que
proceda de la bolsa A?
P(ANP)

P(P)

P(A, /) =

Se pide: P(A/P) =

¥ _p Elnumerador es: P(A N P) = P(A) P(P/A)
= 1Y(5
\%c - [T][T]
N =0.208
—

El denominador viene dado por la expresion de
B ~_ la probabilidad total:

h ” P(P) = P(A) P(P/A) + P(B) P(P/B) + P(C)P(PIC)
\ c <P P(P):§O@+@@+@@

i P(A) P(PIA)
Por lo tanto: P(AP) S50y 518 5 P (B) P(PIB) + P(C) P(PIC)

2
:w =0.519 La probabilidad de que el peso

0.401 sea de la bolsa A es de 0.519

OBSERVACIONES. Los problemas precedentes, consistieron en lo siguiente:

¢ Son experimentos de dos etapas.

¢ La lra. etapa se puede describir afirmando que exactamente uno de k posibles resulta-
dos debera ocurrir (en los ejemplos, elegir alguna de las bolsas o cajas).

¢ Enla 2da. etapa, debera ocurrir exactamente uno de m resultados posibles.

¢ Los valores de las probabilidades para cada uno de los resultados A, son conocidos al
igual que las probabilidades condicionadas del tipo P(BJ./Ai)
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El problema consiste en calcular la probabilidad de que el evento de la primera etapa
A. haya ocurrido cuando se sabe que ha ocurrido el evento B..

Este tipo de experimentos se llaman bayesianos y las probabilidades pueden
calcularse mediante la formula de Bayes.

Para llegar a esta formula, empezaremos por identificar que el problema planteado
es una probabilidad condicional P(A,/ BJ.).

Para mayor sencillez, en la notacion se llevara a cabo el desarrollo para P(A /B,).

Los célculos para cualquier otra pareja de eventos seran los mismos.

En términos de la formula de la probabilidad condicional tenemos:

P(A, " B)
P(A,1B) =55y " (1)
Aplicando la regla de la multiplicacién al numerador obtenemos:
P(A,nB)=P(A)P(B,/A) 2)

El valor de P(B,) puede calcularse por la expresion de la probabilidad completa
la cual expresa la probabilidad de un evento como una suma de probabilidades
conjuntas. En otras palabras, esta expresion nos dice que, el evento de la 2da. etapa
B, ocurrira si el evento de la 1ra. etapa A ha ocurrido y entonces B, ocurre, o si el
evento de la 1ra. etapa A, ocurre y luego ocurre el evento de la 2da. etapa B, ..., 0
si el evento de la 1ra. etapa A, ocurre y es seguido por el evento B, de la 2da. etapa.

Luego entonces:
P(®B)PAyB)+PAyB) +..+P(AyB)

Por la regla de multiplicar:
P (B)P(A)P(B/A)+P (A)P(B,/A)+..+P(A)P(B,/A) ©)
Sustituyendo (3) y (2) en (1), obtenemos la formula de Bayes:

P(A)P(B,/A)

PO S S R PE, TA) T P(A) PE, IA) + . ¥ P (A) PE, I A)
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Ejemplo 1

0.97

0.03

Ejemplo 2

Un aparato para probar bulbos de radio siempre detecta un bulbo defec-
tuoso, pero en el 2% de las veces en que indica que un bulbo estad malo, se
tiene que en verdad, el bulbo estd en buen estado. Si el 97% de los bulbos
fabricados son buenos, ¢, qué probabilidad hay de que un bulbo nuevo ele-
gido al azar y sefialado como defectuoso por el aparato sea en realidad un
bulbo en buenas condiciones?

Solucidn

Descripcion del experimento: experimento de dos etapas:

« Enlalra. etapa calidad real del bulbo, opciones: bueno (B) o malo (M).

+ En la 2da. etapa prueba de deteccion, opciones: detectado bueno (D)
o detectado (D, )

Se pide: P(B/D,,)
Datos: P(B)=0.97y P(M) =0.03

P(D,, /B)=0.02y P(D,, /M) = 1

0.98 - D, _P(BND,)
0.02>D

) ) P(B) P(D,,/ B)
D " P(B) P(D,,/ B) P(M) P(D,,/ M)
0 B
M < (0.97) (0.02)
D = =0.39
M (0.97) (0.02) + (0.03)(1)

Por lo tanto, alrededor del 39% de las veces que un bulbo nuevo es detectado
en mal estado por el aparato, de hecho es un bulbo en buen estado.

Dos fébricas producen lamparas eléctricas; la 1ra. proporciona el 70% y
la 2da. el 30% de la produccién global. Por otra parte, sobre 100 ldmparas
suministradas por la 1ra. fabrica, un promedio de 83 se ajustan a las normas
prescritas mientras que en el caso de la 2da. fabrica dicha media solo alcan-
za el 63%. Un comprador adquiere una lampara que resulté buena. ¢Cual
es la probabilidad de que provenga de la 1ra. fabrica?

Descripcion del experimento, dos etapas:

Solucion
En la 1ra. se elige una fabrica: A, 0 A,
En la 2da. nos interesa el estado de la lampara: buena (B) o mala (M)
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Ejemplo 2 | Revision de los datos:

(Cont.) "La 1ra. proporciona el 70% de las lamparas: P(A,) = 0.70"
"La 2da. proporciona el 30% de las lamparas: P(A,) = 0.30"
"Sobre 100 lamparas suministradas por la 1ra. 83 son buenas: P(B/A ) = 0.83"
"De las lamparas de la 2da. 63% son buenas: P(B/A,) = 0.63"

083-B  P(A/B)= —m)
A1< 1 ")
0. D

B P(A)P(B/A)
“ P(A)P(B/A)+P(A)PB/A)

0.3 0.63 -B
A 0.7) (0.83
2<D enEs)

~ (0.7) (0.83) + (0.3)(0.63) _
Ejercicio @

1. Laprobabilidad de que el articulo fabricado en un taller satisfaga las normas exigidas es igual a
0.96. Se propone la adopcion de un procedimiento simplificado de control que identifica como
“buenos” con una probabilidad de 0.98, los articulos que realmente se sujetan a las normas y
con una probabilidad solo de 0.05 los que no las satisfacen. ¢Cudl sera la probabilidad de que
un articulo que haya pasado la prueba con éxito por este control simplificado se ajuste efectiva-
mente a las normas?

2. Supdngase gque una prueba para detectar cierta enfermedad bastante rara se ha perfeccionado al
grado que puede descubrir la enfermedad en el 97% de los individuos atacados. También ocurre
gue cuando se hace la prueba a individuos sanos el 5% de ellos son diagnosticados de manera
incorrecta como padeciendo la enfermedad. Finalmente, cuando se hace la prueba a individuos
que tienen otras enfemedades mas leves el 10% de ellos sufrird un diagndstico incorrecto. Se
sabe que los porcentajes de individuos de los tres tipos considerados aqui en la poblacion en
grande son el 1%, el 96% y el 3%, respectivamente. Calcular la probabilidad de que un indivi-
duo elegido al azar en la poblacién y sometido a la prueba de hecho tenga la enfermedad si la
prueba asi lo indica.

3. Un joyero compra los relojes a dos casas proveedoras. La primera le sirve el 60% de los relojes,
de los que el 0.4% son defectuosos, la segunda le proporciona el resto, siendo defectuosos el
1.5%. Un dia, el joyero al vender un reloj observa que éste no funciona. Hallar la probabilidad
de que el reloj provenga de la primera casa proveedora.

4. Una emisora de television emite dos series Ay B. La serie A la ve el 20% de la poblacion,
mientras que la B solo la ve el 15%, pero mientras el 70% de los que empiezan a ver la serie A
la siguen hasta el final, en cambio el 80% de los que empiezan la B la acaban. Una persona nos
dice que termind de ver la serie que habia empezado. ¢Cual es la probabilidad de que fuera la
serie A?

5. Con los mismos datos del problema 1, ;cual sera la probabilidad de que un articulo que haya
pasado dos veces con éxito por el control simplificado se ajuste efectivamente a las normas?
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-, Caélculo de probabilidades de experimentos compues-
LECClon 34 tos. Conteo mediante técnicas de la combinatoria.

Objetivos: Entender y ser capaz de utilizar los conceptos combinatorios.
Calcular probabilidades usando las férmulas de la combinatoria.

En las lecciones previas de esta unidad, aprendiste a calcular probabilidades de
sucesos mediante la regla de Laplace y la regla de multiplicacion. Para contar los
resultados favorables a dichos sucesos, te auxiliaste del diagrama de arbol y del
arbol de probabilidades. Con estas herramientas, puedes resolver una gran gama
de problemas, sin embargo tienen la limitacién de que se vuelven impracticos
cuando el numero de etapas del experimento es grande. Por ejemplo, al lanzar dos
dados tenemos 36 resultados posibles, los cuales podemos enlistarlos con relativa
facilidad, pero, si lanzamos el dado 4 veces por ejemplo, los resultados obtenidos
son 1296. Por ello, debemos ahora, aprender a contar resultados sin necesidad
de enlistarlos. Esto, se logra aplicando las técnicas de la rama de la matemética
Ilamada combinatoria.

Actividad d

Qué hacer

Utilizando un diagrama de arbol, resuelve lo indicado:

+ Se lanza una moneda seis veces de manera consecutiva.
a. ¢Cuantos resultados posibles hay? _
b. ¢Cual es la probabilidad de obtener exactamente dos aguilas?

+  ¢Que tan facil es aprobar por adivinacion un examen de 5 preguntas de opcion multiple,
si cada pregunta tiene cinco opciones de las cuales sélo una es correcta? Considera
que se aprueba al contestar correctamente al menos tres preguntas.

A B C D E

L))y )y c)yo)
2.()C)yC )y )y )
() )y )y )y )
4 ()C)Cc)y )y
50)CH)C) C)(O)

147




Principio fundamental de conteo

Ejemplo 1

2 opciones

El diagrama de arbol nos muestra todos los posibles resultados de un expe-
rimento compuesto. Sin embargo, si el experimento consta de varias etapas
0 de muchos elementos generadores, nos resultara practicamente imposible
dibujar un diagrama completo. Pero, como ya se pudo apreciar con el calculo
de probabilidades, estamos interesados mas en el nimero de resultados que
en cuales son.

El principio fundamental de conteo (PFC) proporciona el nimero de resul-
tados posibles.

Para desarrollar este principio, recordaremos con algunos ejemplos, la cons-
truccion de diagramas de arbol.

El suero de la sangre, permite clasificar a las personas en cuatro grupos
sanguineos A, B, AB y O. También puede existir en la sangre de los seres
humanos el factor Rh (de Macacus Rhesus); si éste se presenta en el individuo,
se dice que tiene factor Rh positivo: Rh+; y si no aparece, se dice que tiene
factor Rh negativo: Rh-.Cuando la mujer tiene factor Rh+, y el hombre Rh-y
alguno de sus hijos nace con factor Rh+ puede presentar serios problemas en
el nacimiento.

Utilizando un diagrama de arbol, clasifica a los individuos de acuerdo al sexo,
al factor Rh y al grupo sanguineo. ;Cuantas clasificaciones pueden hacerse?

Solucién

El paso inicial para resolver este problema consiste en dividir primero al
conjunto de los seres humanos en dos clases: el de los hombres(H) y el de las
mujeres (M). Una vez hecho esto, cada clase se subdivide en otras dos, en base
al factor Rh, obteniendose asi cuatro subclases. Finalmente, se divide cada
una de las subclases en otros cuatro, tomando en cuenta el grupo sanguineo(
A, B, AB, 0O).

A . . -y .
B El arbol contiene toda la informacién para clasificar

Rh+ a los individuos de acuerdo al sexo, al factor Rhy al
AB grupo sanguineo. Cada trayectoria o camino del arbol
0 representa un tipo sanguineo.

>

B Al dividir por sexo, hay dos opciones: H o M.
Rh-
Cada una de estas opciones se divide con base al fac-

tor Rh, en otras dos opciones: Rh+ o Rh-

Finalmente cada una de las subclases ya obtenidas, se
divide tomando en cuenta el grupo sanguineo en otras
cuatro opciopnes: A, B, AB u O.

Rh+

Observa que en total hay 16 clasificaciones diferentes

Rh- AB de tipos sanguineos y sexo.

N AN N

2 opciones o] Observa también que el total igual a 16 puede obtenerse

paracada %PCiOﬂeg plﬁlra de la siguiente manera:
una de las Ccada una ae las

i 2x2x4 = 16.
anteriores, Anteriores.

148




Ejemplo 2

Ejemplo 3

En la preparatoria van a elegir consejeros técnicos alumnos, uno por cada
grado. La papeleta electoral siguiente muestra un resultado posible de la
eleccion y el diagrama de arbol de la derecha muestra todos los resultados
posibles.

1

Lopez

PAPELETA Soto < P
Vi Garcia

ega

Primer afio J Lopez
Torres< ]
[ Vega Garcia
] ail Lopez
[] castro Soto < Garcia
Segundo afio Gil Lope
z

[ Soto Torres < .
[] Torres " Garcia
Tercer afio Lopez

. Soto

[] Lopez < Garcia
[] Garcia Castro Lopez
- Torres< ]
Garcia

Esta eleccidn tiene 12 resultados posibles.

La primera lista del diagrama (ler. Afio) es generada por tres elementos:
Vega, Gil o Castro.

La segunda lista (2do. Afio) es generada por dos elementos: Soto o Torres.
La tercera lista es generada por dos elementos: Lopez o Garcia.

Podemos hacer el siguiente razonamiento: puesto que hay 3 opciones para
primer afo, 2 para segundo y 2 para tercero, el total de resultados posibles
para la eleccion es: 3 x 2 x 2 =12,

Cuatro amigos juegan dos partidos de boliche y, al final de cada uno, anotan
al vencedor. ;De cuantas maneras posibles se puede llenar la hoja adjunta?

1¢ partido | 2% partido

Vencedores

iEXPERIMENTA, JUEGA CON EL PROBLEMA!

Llena algunas boletas ficticias.

En situaciones nuevas como ésta, debemos describir cuidadosamente el
experimento. Para ello, hay que identificar dos cuestiones claves:

1° ;De cuantas etapas consta el experimento, es decir, los resultados son
pares, triadas,...? En este ejemplo, puesto que se jugaran dos partidos,
los resultados seran parejas.

2° ¢Qué elementos generan cada una de las etapas? En este caso, serd un
conjunto de cuatro amigos.
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Ejemplo 3
(Cont.)

USA UNA BUENA NOTACION

Si llamamos A, B, C y D a cada uno de los cuatro amigos , entonces el
primer partido lo podra ganar A, B, C o0 D y el segundo partido también lo
podra ganar A, B, Co D.

Vencedor 1¢ Para tomar en cuenta todas las

parico oo < besibildedes hay que poner o cada

A cada posible vencedor del 2do.
B

A C
D Hay 4 x 4 = 16
A posibilidades
B

B C
D
A

c B
C
D
A
B

D C
D

Ejemplo 4

Campeén  Subcampeodn

B
A<c
D
A
B<C
D
A
C<B
D
A

D<B
C

Los mismos 4 amigos del problema anterior juegan un campeonato de
ajedrez, en el que reparten dos copas: una para el primer lugar y la otra para
el segundo. ¢ De cuantas maneras posibles se pueden obtener los resultados?

Descripcion del experimento:

1°. ;De cuantas etapas consta el experimento? Puesto que se juegan dos
premios, son dos etapas.

2°. ¢ Qué elementos generan cada uno de los posibles resultados de las
etapas? Un conjunto de cuatro amigos.

3°. Notacion: Elementos que generan los resultados: A, B, Cy D.

Razonamiento: Puesto que los participantes se llaman A, B, C y D, para
el primer lugar tenemos 4 opciones: A, B, C y D. Pero, para el segundo
lugar s6lo tenemos tres opciones porque el campeo6n no puede ser a la vez
subcampedn.

4 posibilidades para el campe6n

Por cada una de las anteriores, hay 3 posibilidades

Cada una de las cuatro primeras ramas, solamente tiene tres brotes: hay
4 x 3 =12 maneras de repartir las copas.
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Ejemplo 1

Ahora, estableceremos el principio fundamental de conteo (PFC). Para
ello, observa que, en los diagramas de arbol construidos, estuvimos apli-
cando el PFC al multiplicar el nimero de posibilidades de cada etapa para
obtener el total de resultados.

Principio fundamental de conteo. EI nimero de resultados de un
experimento compuesto, es igual al producto del nimero de resultados
posibles en que se puede llevar a cabo cada etapa.

Es decir, si un experimento consiste de n etapas en donde la primera etapa
puede ocurrir de N, maneras, y la segunda etapa puede ocurrir de N, mane-
ras y asi sucesivamente hasta la etapa n, entonces podemos concluir que el
numero total de resultados posibles que se pueden formar es:

Numero de resultados posibles: n(S) = N -N,-N,-...-N_

El principio fundamental de conteo es un sustituto del diagrama de arbol,
pero para poder aplicarlo debemos precisar las dos cuestiones ya vistas:

¢ El ndmero de etapas del experimento (necesitamos saber si los
resultados seran parejas, triadas, etcétera).

¢ Los resultados posibles de cada etapa. Un diagrama de arbol bos-
quejado puede ser de gran ayuda.

Diez amigos se juegan tres trofeos. ¢ De cuantas maneras posibles pueden
repartirseles?

Descripcion del experimento
1° ;De cuantas etapas consta el experimento? De tres, se juegan tres
lugares (los resultados seran triadas de la forma: (N, N,, N,)).

2° ¢Que elementos generan las opciones de cada una de las etapas? Una
poblacion de diez amigos

Recomendacion
Utiliza una buena notacion. Poblacion de 10 amigos: {A, A, A,, ..., A }.

Algunos resultados: A A A . AAA AAA,

2" 10
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Ejemplo 1 Campedn Tercero
(Cont.)
A3
A4
[ J
[ J
A \
.3 A10
. A
i 2
A A A,
A, 10 o
[} ° o
[} ° o
[}
[ ] A9
A, A,
A, A,
A, ° °
® [}
o [ J
l A, A,
10 posibilidades 9 posibilidades por 81 il
C posibilidades por cada
N, =10 cada una de las una de las anteriores
anteriores N =8
N,=9 3
En total, por el PFC tenemos:
10 x 9 x 8 = 720 posibilidades

Ejemplo 2 | Un sorteo consiste en formar los nimeros premiados haciendo girar cuatro
ruedas, cada una con diez digitos

Determine el total de numeros que se pueden formar.
Descripcion del experimento
1° ; De cuéntas etapas consiste el experimento? De cuatro.

2° ;Quién genera los elementos de cada etapa? Los diez digitos de cada
rueda: {0, 1, 2,3,4,5,6,7, 8, 9}.
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Ejemplo 2 | Algunos resultados: 0947 0793 4370

(Cont.)
1% rueda 2da. Rueda 32 rueda 42 rueda

0

O oo PO
© o0 o0
© g o0 PO

NZVAN

<«———© go00 PO
(o} o0 0 = O

/

AN

€ O g o0 PO

l

10 posibilidades 10 posibilidades 10 posibilidades 10 posibilidades
N, =10 N, =10 N, =10 N, =10

Total de numeros por el PFC = N,-N,-N,-N,
= 10x10x10x10
= 10000

Ejemplo 3 Lanzamos un dado tres veces sucesivamente, ;cuantos son los resultados
posibles?

Descripcion del experimento
1° ; De cuantas etapas consiste el experimento? De tres.
2° ;Quien genera los elementos de cada etapa? Las caras del dado:
{1,2,3,4,5, 6}
Algunos resultados: 111 211 653 222 ... ;Cuéntos son?

Los resultados son de la forma N, x N, x N,
N, puede tomar 6 valores 1,2,3,4,5,6)
N, puede tomar 6 valores 123 6)
N, puede tomar 6 valores

N
o
w§
NG
(SR
o))
N

Total de resultados posibles: 6 x 6 x 6 = 216
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Ejemplo 4 | Enelestado de Sinaloa, las placas de los automdviles constan de tres letras y
cuatro digitos. La primera letra siempre es V, la segunda F 0 G, y la tercera,
cualesquiera de las siguientes letras: A, B,C,D,E,F, G, H, 1 ,J, K, L, M, N,
O,P,Q,R,S, T,U,V,W, X,Y, Z. Determine el nimero de placas diferentes
que se pueden formar

Descripcion del experimento

1°; De cuéntas etapas consta el experimento? De 7, se seleccionan tres letras
y cuatro nimeros. Los resultados son de la forma: N,N,N,N,N.N.N,

2° ;Que elementos generan las posibilidades?
N, (12 posicion): V (1 letra)
N (22 posicién): F o G (2 letras)
N (32 posicion): A /B, C.. X, Y0Z (26 letras)

N (48 posicién): 0,1,23. 9 (10 digitos)
N (5% posiciéon): 0,1, 2, 3...9 (10 digitos)
N (6% posiciéon): 0,1, 2, 3,...9 (10 digitos)
N (78 posicion ): 0,1, 2, 3,...9 (10 digitos)

Algunos resultados: VFA1229 VFF0013 VGI1248
¢ Cuantos son?
Numero de placas distintas: (1)(2)(26)(10)(10)(10)(10) = 520000

Actividad @D b

1.

El lenguaje de una computadora se traduce a secuencias de digitos formados por ceros y
unos. Un byte es una de estas secuencias y esta formado por 8 digitos. Por ejemplo:

ojoj1f(fof1]1]0|1

¢Cuantos bytes diferentes se pueden formar?

¢ Cuantos numeros telefénicos de siete digitos se pueden formar si el primer digito es siete
y se permite repetir digitos?

Una muchacha tiene 6 blusas, 4 pantalones y 3 pares de tenis. ;Entre cuantas indumenta-
rias distintas puede escoger para dar un paseo en bicicleta?

Cinco nifios echan una carrera. ¢ De cuantas formas pueden ordenarse al llegar a la meta?
No hay empates.

¢De cuantas formas puede un entrenador de un equipo de futbol escoger un portero, un
primer suplente y un segundo suplente de siete candidatos?

6. Un dado “honesto” es lanzado cuatro veces. ¢ Cuantos resultados hay en el espacio muestral

de este experimento que registra para cada lanzamiento el nimero de puntos obtenido?
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Actividad @ D (cont)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Un estudiante planea un viaje de Culiacan a Los Mochis y de alli a Chihuahua. De

Culiacan a Los Mochis puede viajar por autobus, tren o avion; sin embargo, de Los

Mochis a Chihuahua, puede viajar solamente por tren o avion.

a) ¢De cuantas formas puede hacerse el viaje?

b) Verifique su respuesta dibujando un diagrama de arbol apropiado y contando los
resultados.

Se lanza un dado y se extrae una ficha de una caja que contiene tres fichas numeradas
1, 2y 3. (De cuantas formas puede realizarse el experimento?

Hay seis caminos de A a B y cuatro caminos entre By C.

a) ¢De cuantas formas se puede conducir de A a C pasando por B?

b) ¢De cuantas formas se puede conducir en un viaje redondo de AaB,deBaC,y
luego regresar a A pasando por B?

Un examen de Historia contiene una pregunta falso/verdadero y dos preguntas de op-
cién mdaltiple con respuestas posibles (a), (b), (¢) y (d).

a) ¢De cuantas formas posibles puede responderse la prueba?

b) Dibuje un diagrama de arbol y cuente las opciones para comprobar (a).

Se va a lanzar una moneda seis veces. ¢ Cuantos resultados habra en el espacio muestral
equiprobable?

Se lanza un dado 6 veces. ¢ Cuantos resultados habra en el espacio muestral equiproba-
ble?

¢De cuéantas formas pueden alinearse 7 estudiantes tras la puerta de la direccion para
plantear un problema?

En un concurso de belleza, hay 11 candidatas de entre las cuales se van a escoger las
ganadoras a un primer lugar, un segundo y un tercer lugar. ;De cuantas formas puede
darse el fallo?

Las placas para un cierto estado exhiben 3 letras seguidas por 3 numeros (Ejemplos:
MFT-986 0 AAT-099). ;Cuéntas placas distintas pueden manufacturarse?

Los nimeros de identificacion para los empleados de una gran fabrica consisten de
nameros de cuatro digitos (tales como 0133 6 4499 6 0000).

a) ;Cuantos numeros de identificacion posibles hay?

b) ;Cuéntos numeros de identificacion posibles hay en los que los 4 digitos sean dife-
rentes?
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Antecedentes de permutaciones y combinaciones

Cuando se aplica el principio fundamental de conteo, los resultados obtenidos
difieren uno de otro por alguna de las siguientes razones:

¢ Tienen elementos diferentes.
¢ Tienen los mismos elementos pero distinto orden.

Por ejemplo: En una urna hay dos canicas: una roja y una azul. Se extraen
dos canicas una tras otra sin reemplazamiento.

El principio fundamental de conteo (y también el diagrama de arbol), nos
da dos resultados:

1ra. ext. 2da. ext. Resultados
< r————a ra
a————r ar
Hay 2 x 1 = 2 resultados

La diferencia entre el resultado ra y el ar, es el orden en que fueron
seleccionados.

ra —— indica que salio primero roja y después azul
ar ——— indica que sali6 primero azul y después roja

Sin embargo, en muchas situaciones el orden no va a ser importante por lo
que los resultados del principio fundamental de conteo, necesitaran de un
ajuste.

Ejemplos | 1. Se van a repartir dos boletos para un concierto entre tres muchachas.
¢Cuales son las posibles asignaciones?

Solucion:
Llamemos A, By C a las tres muchachas.

Establezcamos el diagrama de arbol:

1% asignacion 22 asignacion Resultados
B AB
A
< C AC
A BA
B
— ¢ BC

CA

A
C—"3 CB
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Ejemplos
(Cont.)

Segun el principio fundamental de conteo (PFC), son (3)(2) = 6 resultados
posibles.

Pero, ;qué significa el resultado AB? Significa que la muchacha A ganay
que lamuchacha B gana. ;Y el resultado BA? Significa que la muchacha B
ganay que la muchacha A gana.

En el contexto de la pregunta, ¢hay alguna diferencia entre el resultado
AB y BA? No, no hay diferencia, los dos resultados nos indican que las
muchachas A y B irdn al concierto.

Si el orden no importa, el diagrama de arbol (o el principio fundamental de
conteo), no nos proporciona correctamente el total de resultados posibles.
Debemos buscar un método alternativo para listar todos los posibles re-
sultados.

Una forma de proceder es la siguiente:

B Repartir 2 boletos entre 3 muchachas: A, By C.
iHAZLO MAS FACIL! Si s6lo fuera un boleto, sélo iria una de las tres:

A B C

Como son dos, veamos quién puede acompafiar a quien:

A B C

Existen tres maneras de asignar dos
AB  BC boletos entre tres muchachas (no hay
AC elementos repetidos, no importa el

orden).

Observa que, para formar todas las posibilidades hemos afiadido a cada
una, solamente las que le siguen en el orden alfabético.

B Supongamos ahora, que son 6 muchachas: A,B,C,D,Ey F.

Si es un boleto, sélo puede ir una de ellas; las posibilidades son:

A B C D E F

Como son dos, le afiadiremos a cada una, todas las que le siguen en el orden
alfabético:

A B C D E F

AB BC CD DE EF
AC BD CE DF

AD BE CF
AE BF

AF

Son 15 asignaciones de 2 boletos entre 6
muchachas (no hay elementos repetidos, no
importa el orden).
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Ejemplos
(Cont.)

Supongamos ahora, que son tres boletos; seguiremos la misma técnica, es
decir, afiadiremos a cada par de elementos formados, los que le siguen en
el orden alfabético a ambas.

A B C D E F

ABC BCD CDE DEF

ABD BCE CDF

ABE BCF CEF

ABF BDE

ACD BDF ;
Hay 20 formas de repartir 3

ACE BEF boletos entre 6 muchachas.

ACF

ADE

ADF

2. Con cinco latas de pintura de distintos colores, ;cuantas mezclas de dos
colores se pueden hacer?
Solucién

iUSA UNA BUENA NOTACION!
Sean A, R, V, N, B, los cinco colores (azul, rojo, verde, negro, blanco).

Vamos a mezclar dos de ellos. ¢ Importa el orden?

Lamezcla AR ¢es diferente de RA? No; no importa el orden. Si planteamos
el diagrama de arbol, tendremos resultados de mas. Usemos la técnica de
agregar a cada elemento, los que le siguen en el orden establecido:

A R V N B
AR RV VN NB
AV RN VB
AN RB
AB Son diez mezclas distintas.

3. Enunaurna hay 3 canicas: roja, negra y blanca. Extraemos dos canicas
a la vez. ;Cuales son los resultados posibles?

Solucion

Sean r,ny b las tres canicas.

Las extracciones en problemas anteriores, se realizaban una tras otra. Ahora,
es una extraccion simultanea, asi que no hay distincion por ejemplo, entre
nby bn.
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Ejemplos
(Cont.)

Las extracciones en problemas anteriores, se realizaban unatras otra. Ahora,
es una extraccion simultanea, asi que no hay distincion por ejemplo, entre
nby bn.

L@ b

=.En una extraccion simultanea, no se distingue el orden:
blanca - negra es lo mismo que negra - blanca.

r n b
rn nb
rb

Son tres resultados al extraer simultaneamente dos canicas de 3.

Actividad C

1. Un hombre tiene en su bolsillo un billete de 20, uno de 50, uno de 100 y uno de 200 pesos.
¢Cuantas sumas diferentes de dinero podra formar dicho individuo con el dinero que trae
en el bolsillo si saca dos billetes?

2. Una urna contiene cinco bolas blancas y tres negras. Si se extraen dos bolas de esa urna,
simultaneamente ¢ cuales son los posibles resultados?

3. En una alcancia hay un conjunto de monedas: una de 1 centavo, una de 5y una de 10
centavos. ¢;De cuantas maneras pueden elegirse dos de ellas para que la suma sea seis

centavos?

iAVANCEMOS!
Es evidente que, si aumentamos el nimero de elementos, listar todas las
posibles agrupaciones se volvera impractico. Pero, ya sabemos que no
necesitamos la enumeracion completa de cada uno de los resultados posibles,
solo necesitamos conocer el total de ellos.
Obtendremos este total, a partir de lo que ya sabemos hacer: diagrama de
arbol y principio fundamental de conteo.

iESTRATEGIA!

Considerar primero que importa el orden y posteriormente deshacer
ese orden.
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Ejemplos | 1. Se van a repartir dos boletos entre seis muchachas. ;De cuantas formas

Solucién:

Aplicando el principio fundamental de conteo (PFC) tendriamos que es un
experimento de dos etapas:

En la primera seleccionamos A, B, C, D, Eo F.

En la segunda seleccionamos A, B, C, D, E o F exceptuando la que se
seleccion en la primera.

se pueden repartir los dos boletos?

12 Seleccion

A

Tn

Hay 6 posibilidades

2% Seleccion

Hay 5 posibilidades, por

MU O W >eee I MU W >

cada una de las anteriores

Segun el PFC el nimero de asignaciones es: 6 x 5 =30

Pero, entre estos 30 resultados, se considera el
orden; es decir, los resultados AB 'y BA, AC y CA por
ejemplo, se cuentan como diferentes.

iCada resultado se cuenta dos veces!

AB  BA

AC  CA

AD DA
. .

Por lo tanto, el orden se deshace dividiendo 30
entre 2. Es decir:

NUmero de maneras 30
de asignar 2 boletos = _Resultados del PFC _ - 15

entre 6 muchachas 2 2

Engeneral, dos elementos A, y A,, se pueden ordenar
de dos formas:

/ Al - Az Al Az
T~ Az_ A1 Az A1
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Ejemplos | 2. Supongamos ahora, que se van a repartir 3 boletos entre las mismas 6
muchachas.
Solucion

1° 2° 3°
Seleccion Seleccion Seleccion

A . B Hay (6)(5)(4) = 120 resultados, pero este total
. D considera el orden; por ejemplo, ABC lo cuenta
E diferenteaACB,aBAC,aBCA,aCABYy CBA.
B A . Cada resultado se cuenta 6 veces.
B Por lo tanto, el orden se deshace dividiendo 120
C D entre 6.
E Numero de maneras de asignar
5 F . 3 boletos entre 6 muchachas =
. .
;\ — Resultados del PFC _ 120 _
E A 2 6
5 B
C
F
D C
E E
En general, 3 elementos A , A, y A, pueden ordenarse de seis formas:
A A A AA,
A 2 3
— A, AAA
A A A, A A,
1 3
A=—_ A A, AAA,
A, A, AA A,
A=—_ A, AA A,

RECAPITULEMOS: 2 objetos se ordenan de 2 maneras: 2 x 1 =2
3 objetos se ordenan de 6 maneras: 3x2x1="6
4 objetos se ordenaran de: 4 x 3 x 2 x 1 = 24 maneras,
5 objetos se ordenaran de: 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 maneras.

Es el momento de conocer un nuevo simbolo matematico: el FACTORIAL.

El simbolo n! Se lee “ene factorial” y se define como:

n! = (n)(n -1)(n-2)(n-3)...3)(2)(1)
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Asi: 21=2x1
1=4x3x2x1
31=3x2x1
101 =10x9x8x7x6x5x4x3 x2x1

De acuerdo con esta definicion, tenemos que:

2 objetos se ordenan de 2! maneras)
3 objetos se ordenan de 3! maneras
4 objetos se ordenan de 4! maneras

n objetos se ordenan de n! manerag

NS

Conclusion:

Si hemos seleccionado n objetos y no nos interesa el orden, aplicamos la
siguiente formula:

Resultados del PFC
n!

Numero de objetos sin considerar el orden =

Ejemplos | 1. Diez jugadores participan en una competencia de ajedrez. Los tres pri-
meros clasifican para jugar otro importante torneo sin importar el lugar
(1°, 2° 6 3°) que ocupen en éste. ¢De cuantas formas se pueden selec-
cionar tres entre los 10 participantes?

Solucién
1° seleccién  2° seleccion  3° seleccion
L] . -, . -
. Descripcion del experimento. De 10 jugadores:

A, ° A ALALA, ... A, seran seleccionados tres sin

/f\ A, importar el orden: 12 seleccion, 22 seleccién y 32
A, . seleccion.
: Al
A, A \ . Numero de seleccién de 3 con orden = (10)(9)(8)
A A
3 9 Un resultado como A, A, A, lo considera
. . diferente a:
° Al °
A A, ° AAA,
. : A AJMAs
A_\gyli_gay(/j 10 A Al AAA
posibilidades o2
? ° AJMAZ
Aqui hay ° AAA
posibilidades por A
cada anterior 8
Aqui hay 8

posibilidades por
cada anterior
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Ejemplos | Pero, como no importa el orden, debemos deshacerlo. Para ello, dividimos la
(Cont.) | respuesta entre el nimero de maneras en que se ordenan 3 objetos.
10x9x8 _ 10x9x8

Numero de selecciones de 3 objetos sin orden = = =120
n! 3x2x1

Por lo tanto, existen 120 clasificaciones distintas de 3 elementos.

2. El sorteo MELATE, consiste en escoger seis numeros de 56 disponibles {1,
2,3, ...,56}. El resultado del sorteo son seis numeros naturales y un séptimo
numero llamado adicional. Para ganar el primer lugar, necesitas acertar a
los seis nimeros naturales. ¢ De cuantas maneras distintas se puede llenar la
boleta del MELATE?

Solucién

Descripcion del experimento.
Experimento de seis etapas. Cada una consiste en escoger un namero.

Para el primer niumero, hay 56 nimeros disponibles.

Habiendo escogido el primer nimero, para el segundo quedan 55 posibilidades;
asimismo para el tercero habré 54, para el cuarto 53, para el quinto 52 y para

el sexto 51.
1° Nam. 2° Nam. 3° Nam. 4° NGm. 5° NGm. 6° Nam.

° [ ]

1 1 o 5 .

2 2 . 4 .
4 5 * e

3 : 1 . 2 :
° 2 : 4
- 4 53 5 5

° ° ° °

° : ° ° 4

* 1 54 . 52 5
2 . .
3 . . 51

56 . . :
. .
55 :

Hay 56 Hay 55 Hay 54 Hay 53 Hay 52 Hay 51

posibilidades posibilidades  posibilidades  posibilidades posibilidades posibilidades
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Ejemplos
(Cont.)

NuUmero de maneras de seleccionar 6 niUmeros
de un total de 56 con orden = (56)(55)(54)(53)(52)(51) = 23,377,273,920

Pero, como no im_porta el orden, debemos deshacerlo. Para e_IIo, dividimos
la cantidad obtenida entre la manera como se ordenan 6 objetos.

NUmero de maneras de seleccionar 56x55x54x53x52x51
6 nimeros de 56 sin orden 6!

_ 23377273920
720

=32, 468 436
Hay 32 468 436 maneras de llenar la boleta del MELATE.

Actividad @D d

hacer?

1. Con 6 latas de pintura de distintos colores, ¢ cuantas mezclas de dos colores se pueden hacer?

2. Con 6 botes de pintura de distintos colores, ¢cuantas mezclas de tres pinturas se pueden

3. Para realizar cierto experimento, se seleccionan al azar, a cuatro estudiantes de un grupo
de 20. ¢Cuantos grupos diferentes de cuatro estudiantes son posibles?

4. Hay 40 numeros en la loteria de un estado. ¢ En cuantas formas puede un jugador seleccionar
seis de los numeros? (El orden de la seleccidn no es importante)

5. Supongamos que hay 30 estudiantes en un grupo y que todos deciden empezar a conocerse
dandose un apreton de manos. Cada persona estrecha la mano derecha de todos los demas.
¢Cuantos apretones de mano tendran lugar?
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Permutaciones
En los problemas de selecciones y extracciones, partimos de m elementos

distintos:
ALALA, LA

De estos m elementos, seleccionamos n de ellos, formando grupos distintos.
Recordemos que un grupo formado se diferencia de otro, por los elementos
que lo componen o por el orden en que aparecen.

Cuando importa el orden, grupos como ABC, BAC, CAB se consideran

diferentes aungue tengan los mismos elementos (se distinguen por el orden
en que aparecen).

Permutacion. Una permutacién de n elementos diferentes,es una
ordenacion de los n elementos de tal suerte que un elemento sea primero,
otro sea segundo, otro mas sea tercero y asi sucesivamente hasta la posicion
enésima. El nimero de permutaciones de n elementos se simboliza por P...

Ejemplos de permutaciones son:

+ Las formas en que pueden llegar 6 corredores a la meta
¢ Las tiras de 4 letras distintas que podemos formar con P, A, T, O.

4 Permutacionesde P, A, T, O )

PATO APTO TPAO APAT
PAOT APOT TPOA OPTA
PTAO ATPO TAPO OAPT
PTOA ATOP TAOP OATP
POAT AOTP TOPA OTPA
POTA AOPT TOAP OTAP

Los numeros de tres cifras distintas que se pueden formar con 3, 4, 5.

Permutaciones de 3,4y 5:
345 435 534
354 453 543

P,=6

Mas que enumerar todas las permutaciones, recordemos que estamos
interesados en el nimero total de ellas. Para ello, nos auxiliaremos en el
principio fundamental de conteo.

Por ejemplo, en el caso de los tres nimeros (3, 4 y 5) se puede razonar que
hay tres opciones para la primer cifra, dos para la segunda y sélo una para
la tercera. Visto en un diagrama:

" 4 > Permutaciones de tres nimeros
\
r N
P R | | | N —
I 5 3 3 posibilidades 2 posibilidades 1 posibilidad
3 A Por lo tanto, el nimero de permutaciones de tres
5—""_ . ; ndmeros es: P,=(3)(2(1)=3!=6
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Ejemplo

¢Cuéntas permutaciones diferentes son posibles para las letras A, B, C, D,
EyF?

Solucidén

Dado que hay demasiadas permutaciones diferentes por enumerar, vamos
a usar el siguiente razonamiento:

1ra. posicion: cualquiera de seis letras
2da. posicion: cualquiera de cinco letras
3ra. posicion: cualquiera de cuatro letras
4ta. posicion: cualquiera de tres letras
5ta. posicion: cualquiera de dos letras
6ta. posicion: la tltima letra restante

Permutaciones de seis letras

A

I

| | | | | | | | | | )

6 posibilidades 5 posibilidades 4 posibilidades 3 posibilidades 2 posibilidades

1 posibilidad
Usando el principio fundamental de conteo, encontramos que el nimero
total de permutaciones de las seis letras es:

P, = (6)(5)(4)(3)(2)(1) = 6! = 720

Generalicemos: ElI numero de permutaciones de m elementos se
designara por Py para conocer su formula procedemos como sigue:

Como partimos de m elementos: A, A,, . . . A_, formamos el siguiente
diagrama de arbol:
12 posicion 22 posicion 32 posicion eceocecooe ma2 posicion
[ ]
[ ]
A, J
%As
A < : A,
1 °
A
[ 3
A, A, .
[ ]
A3 : Am—l
° [ e o 00 00
L ] [ ]
° A1 °
A °
A, iy
o A
° Al
Am—l .2
[ ]
[ ]
Am—2
m m-l m-2 e 6 06 06 0 o l
elementos elementos  elementos elemento
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Aplicando el principio fundamental de conteo, las permutaciones de m
elementos son:

kpm = (m)(m-1)(m-2)(m-3)...2)(1) )

Y

m factores

P =m!

El nimero de permutaciones de m elementoses: P =m (m-1)(m-2) ... (2)(1) =m!
En otras palabras, hay m! formas diferentes en qué m elementos se pueden ordenar.

Ejemplos | ¢ Numeros distintos de 3 cifras con 3,4y 5

=(3)(2)(1)=6
P,=3!=6

» Tiras distintas de 4 letras con PATO
41= (4)(3)(2)(1) = 24
P,=41=24

* Clasificaciones diferentes de 6 corredores
6! = (6)(5)(4)(3)(2)(1) =720
P,=6!=720

* Distintas formas en que pueden sentarse los 40 alumnos de una clase en
los 40 lugares que hay:

40! = (40)(39)...(3)(2)(1)
= 81591528324 78980 000000 000000 00000 000000 000000 000
= 8.15915283247898 x 107

P,, = 40! =8.15915283247898 x 10*

Caracteristicas de las permutaciones

Partimos de m elementos distintos A, A, A,... A, . Se llaman permutaciones
de esos m elementos a las distintas orcfenacmnes que podemos hacer con
ellos. Una permutacion se diferencia de otra solo en el orden, pues en ambas
aparecen los mismos elementos.
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Permutaciones de m elementos tomados n a la vez".

Ejemplos

Ocasionalmente, puede interesar ordenar un subconjunto de un grupo de
elementos en lugar de todo el grupo (n <m). Por ejemplo, de seis corredores,
s6lo pueden interesar los tres que ganan medalla. (Aqui se escogen tres de
seis y se ordenan). Esta ordenacion es una permutacion de 6 elementos
tomados 3 a la vez.

Esto se escribe: P, — Permutaciéon de 6 elementos tomados 3 a
la vez.

1. Ocho caballos toman parte en una carrera. ¢(De cuantas formas dife-
rentes pueden llegar estos caballos en los lugares primero, segundo y
tercero? (supdngase que no hay empates).

Solucion

Tenemos las siguientes posibilidades:
Ganar (primera posicién): ocho opciones
Segunda posicion: siete opciones
Tercera posicion: seis opciones

Usando el principio fundamental de conteo, multiplicamos estos tres
nUumeros para obtener lo siguiente:

Ordenaciones diferentes en que llegan 8 caballos
a los tres primeros lugares

Por lo tanto, hay (8)(7)(6) = 336 ordenaciones diferentes. Asi,

P, =(8)(7)(6)
3 factores

2. Otros problemas similares:

* De 6 corredores, nos interesa el nuimero de formas en que pueden ganar
las tres medallas:

P.=(6)(5)(4) =120 Permutaciones de 6 elementos tomados 3
e alavez.
3 factores

* Numero de formas en que 6 corredores ocupan 4 lugares:

P, =(6)(5)(4)(3) = 360 Permutaciones de 6 elementos tomados

4 a la vez.
4 factores

(*) También se conocen como variaciones sin repeticién de m elementos tomados de n en n. De acuerdo
con esto, las variaciones de n elementos tomados de m en m se llaman permutaciones de m elementos.
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Ejemplos | < 6 corredores ocuparian 5 lugares:

10P5:\(6)(5)(4)(3)(2)j: 720 Permutaciones de 6 elementos
5 factores tomados 5 a la vez.

, ) ¢Por qué ¢Ps =¢ Ps? Observa
* 6 corredores ocuparian 6 lugares: que una vez qsue se han ocupado
_ _ _ los 5 primeros lugares entre 6
epe_ Pe _\(6)(5)(4)(3)(2)(1)/— 720 corredores, el sexto lugar queda
ya determinado por el corredor

6 factores Testanto.

Simplificamos la notacién cuando
tomamos los m elementos

* 10 corredores ocuparian 4 lugares:
0P, =(10)(9)(8)(7), = 5040
4 factores

» m corredores ocuparian n lugares:

WP.=(m)(m-1)(m-2)... —Permutaciones de m elementos
n factores tomados n a la vez

Formula de permutaciones como creciente de factoriales
Ya sabemos que:

P =(m)(m-1)(m-2)... hasta un total de n factores.

Vamos a precisar, el ultimo factor:

1° factor 2° factor 3° factor n° factor
m m—1 m-2 m—(n-1)=m-n+ 1

Por tanto, la formula queda asi:
P =(m)(m-1)(m-2)... (m-n+1)

Puedes comprobarlo en varios casos perticulares: altimo factor
P, = (7)(6)(5) —> 7-3+1=5 7
1P, = (11)(10)(9)(8) ., 11-4+1 =38
o, = (6)(5) —» 6-2+1=5

P=0B)HB)(MA) =P, — 5-5+1=1
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Ejemplos

Multipliqguemos y dividamos por (m - n)! la formula de P

(m)(m-1)(m-2)...(m-n+1)(m-n)!
P =
nom (m-n)!

Pero, el numerador es:
(m)(m=1)(m=2)...(m-n+1)(m-n) (m—n-1)... (2)(1) = m!

m!
Por tanto: P, = T

Por ejemplo, verifiquemos el numero de permutaciones de ocho caballos
tomados tres a la vez:

L _ 8 _®0O6)
SN -

= (8)(7)(6) = 336

que es la misma respuesta ya obtenida.
Con esta formula, ¢como se expresaria P ?

m! m!
P = =
™ (m-m)! 0!

Pero, ya sabemos que P =P _=m!
I
Por lo tanto: % =m!

Para que se cumpla esta igualdad, tendremos que asumir que:
or=1

1. De un comité de 10 personas, va a seleccionarse un presidente, un vice-
presidente y un tesorero. ¢De cuantas formas puede hacerse esta elec-
cion?

Solucion

Se seleccionan 3. Puesto que la forma en la que son asignados los candidatos

a las 3 ocupaciones afecta sus responsabilidades, importa el orden.

Diez personas: \Pl P, P, P, Py Py P, Py Py PlOJ
Y

Seleccidn de 3 con orden. Esun conteo de permutaciones

_ 100100 (10)(9)(8)(7)
10p3‘(10—3)! ST 3

=(10)(9)(8) = 720
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Ejemplos | 2. Enun recipiente, hay diez pelotas numeradas de 0 a 9. Un nifio saca una
de ellas al azar y la guarda; saca una segunda y la conserva. ;Cuéntos
resultados posibles hay?

Solucion
Dos selecciones sin reemplazamiento con orden. Es una permutacion
Diez nimeros:

OOOOOOOOOO,

Seleccion de 2 con orden. Es un conteo de permutaciones
10! 10! _ (10)(9)(8)

o= Mo - e - ey - 0O =%
Actividad e
1. Calcula:
a) 8! b) 2! c) (410
d) 6! e) 12! f) 100! g) 88!
30 10! 99! (861)(21)

2. Escribe en cada caso, todos los factores:
a) ,P, b) . P, c) P

d) mPn e) n+l Pn f) n+2 I:)n+1
3. Escribe en laforma P

a) (m)(m-1)(m-2)

b) (m+1)(m) (M-1) (M-2)(m-3)
c) (m-3)(m—4)...(m-9)

d) (m-7)(m-8)...(m-24)

4. Extraemos una carta de una baraja de 40. Después de dejarla sobre la mesa, extraemos
una segunda, que colocamos junto a la anterior, y una tercera. ¢;De cuantas formas puede
seleccionarse el trio de cartas?

5. ¢(De cuantas formas puede alinearse a cinco niflos en una sola fila para que les tomen una
foto?
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Actividad e (cont)

6.

10.

11.

Entre un grupo de 12 candidatos se ocuparan las oficinas del presidente, vicepresiden-
te, secretario y tesorero. /En cuantas formas diferentes pueden ocuparse las oficinas,
si cualquiera de los 12 candidatos puede ocupar cualquier oficina?

Considere las “palabras” diferentes de tres letras que se pueden formar con las cinco

vocales: a, e, i, 0, U.

a) ¢Cuantas palabras de tres letras se pueden formar si no se permiten repeticiones?

b) ¢Cuéantas son las palabras diferentes que se forman sin repeticion y con la letra
“0” en el centro?

c) ¢Cuantas palabras diferentes se pueden formar, sin repeticiones que tengan, la
“u”y la1al principio y al final?

d) ¢Cuantas palabras diferentes se pueden formar con la letra “a” y otras dos voca-
les?

Tome en cuenta los nimeros de tres cifras que se pueden formar usando los digitos
1,2,3,4,5,6,7, 8y 9.Ademas suponga que no se permite la repeticién de ningln
digito, a menos que se especifique lo contrario:

a) ¢Cuantos nimeros naturales de tres digitos se pueden formar?

b) ¢Cuantos nimeros naturales pares, de tres cifras, se pueden formar?

c) ¢Cuantos nimeros naturales de tres cifras y mayores que 600 se pueden formar?

¢ De cuéantas maneras se pueden acomodar las letras de MEDIO, usando cada letra una
sola vez en cada acomodacion?

Un equipo de beisbol consta de nueve jugadores en el terreno de juego. ¢ Cuantas ma-
neras diferentes de determinar el orden de pasar a batear son posibles? ;Cuantas son
aceptables si se desea que el receptor (catcher) batee al Gltimo?

Cuatro personas se forman para bajar un tobogan, pero sélo dos de los cuatro desean
tomar la primera posicién. Con esa limitante, ¢ De cuantas formas pueden tomar asien-
to las cuatro personas en el tobogan?
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Combinaciones

Ejemplos

Si en determinado problema el orden no tiene importancia, grupos como
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB y CBA se consideran uno solo. Todos forman
una sola combinacion.

ABC
ACB
BAC
BCA

CAB
CBA
y

N

» Una sola combinacion: ABC

* Por ejemplo, si A, B y C son colores a mezclar para formar otro color,
no importa el orden en que se mezclen.

* Si queremos repartir dos boletos entre seis muchachas (A, B, C,D, Ey
F) los resultados AB y BA indican lo mismo.

B
Una sola combinacion: AB
BA

* Si de una caja con tres canicas negras y dos blancas extraemos dos
simultaneamente, no hay diferenciaentre @ QO vy O @ .

| J©)
0@

* Enun juego de cartas, el jugador es libre de reordenar las cartas después
que hayan sido repartidas (si alguien tiene un As, no importa en qué
momento se lo entregaron).

} Una sola combinacién: negra, blanca

‘o o] [t & 2 S &
L o o
¢ & | ¥ ¥ v v}

* En el sorteo MELATE se trata de escoger 6 numeros de un total de 56,
sin importar el orden de seleccion.

En todos estos ejemplos, los grupos formados de objetos se llaman
combinaciones.
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Combinacién. Una combinacién, es una forma en la que pueden presentarse
los objetos, y en la que el orden de aparicion no importa.

NOTACION

* Si de tres objetos seleccionamos dos sin importar el orden, se forma una
combinacidon de 3 objetos tomados dos a la vez.

Escribimos: ,C, se lee: “combinacion de 3 objetos tomados dos a la

vez”,
. |3
O bien: [ZJ

» Si repartimos dos boletos entre 6 personas, no importa el orden, por lo
que formamos una combinacion de 6 objetos tomados dos a la vez.

C, o [ g} Combinacion de 6 objetos tomados dos a la vez

* Si repartimos 5 cartas de una baraja de 52, no importa el orden, por lo
que formamos una combinacion de 52 objetos tomados 5 a la vez.

5Cs O [55} Combinacion de 52 objetos tomados 5 a la vez

Formula de las combinaciones

6 permutaciones -{

Si de tres letras A, B 'y C tomamos dos, importando el orden, obtenemos:

B AB
A
< C AC
A BA
B
— ¢ BC
A CA
C
< B CB
Sabemos que esto es una permutacion de 3 objetos tomados 2 a la vez.

= = 1 =@ =

Revisemos los resultados que tienen las mismas letras:

( AB
BA
AC
CA
BC
CB

} origina una combinacién: | AB

Tomar 2 letras de
origina una combinacion: | AC ? 3 posibles, origina 3
combinaciones.

} origina una combinacién: | BC
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El nimero de combinaciones de tres objetos tomados 2 a la vez, es igual a
la mitad del numero de permutaciones:

3C2: 2:2

Si tomamos los tres objetos, tendremos las siguientes permutaciones:

B C ABC
A
< C B ACB
A
B——_ -

C BAC $ Originan una sola

combinacion:

A BCA ABC
A B CAB
C< B A CBA

El nimero de combinaciones de tres objetos tomados 3 a la vez, es igual al
numero de permutaciones dividido entre 6.

P, 6

33 _ - _
76 T

¢ Qué numero va en el denominador?
Es el nimero de veces que se pueden ordenar los objetos tomados.

En el primer ejemplo, 2 objetos se ordenan de 2 maneras:

P
3 2
C =
En el segundo ejemplo, 3 objetos se ordenan de 6 maneras.
c -
373 6

Pero, sabemos que: 2 objetos se ordenan de 2! maneras
3 objetos se ordenan de 3! maneras
4 objetos se ordenan de 4! maneras
n objetos se ordenan de n! maneras

Entonces: P
c =2
373 6
c -
372 7 21

En general, si de m objetos tomamos n (con n < m), sin importar el orden,
se forman:

m n

combinaciones
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Ejemplo

Encuentra el namero de combinaciones de las 4 letras A, B, C y D tomadas
3alavez.

- El nmero de permutaciones de 4 objetos tomados tres a la vez es:

P G s We@ =2

Cada objeto se ordena de 3! = 6 maneras. Entonces, el numero de
combinaciones de 4 objetos tomados 3 a la vez es:
_ 24 _
L7 T

En general, el nimero de combinaciones de m objetos tomados n a la vez
es iguales a:

—_ mPn
nCn = n!
Pero: m!
P =
™ (m-n)!
m!
Portanto: C = (m-n)! = m!
mon n! ni(m-n)!

m m!
an:[nJ: ni(m-n)!

Caracteristicas de las combinaciones

Partimos de m elementos distintos, A, A,, A, . . ., A . Se llaman
combinaciones de esos m elementos tomados de n en n (con n <m), a
los grupos de n elementos distintos que se pueden formar, de modo que
un grupo se diferencia de otro por los elementos que lo componen, sin
que importe el orden en que aparezcan.

176




Ejemplos

1. Encuentra el nmero de formas en que un estudiante puede escoger tres
libros de una lista de 10.

Solucion

Seleccionar 3 sin orden

c :[mJ 100 _ 10! _ (10)QE)F _ 10OE) _

03T 31T 31103 37 3 Q@O

2. Encuentra el nimero de formas en que un estudiante puede seleccionar
2 libros de matematicas y dos de literatura, de un estante con 4 libros
de matematicas y 3 libros de literatura.

Solucion
Seleccionar 2 Seleccionar 2
4C2 3C2
Los dos libros de matematicas se seleccionan de:
4 4! 4 _ (4)3)2HH _ )E)
C., = = = = = = 6 maneras
a2 [2 J 21(4-2) 212! 211 Q)
Y los dos libros de literatura se seleccionan de:
| |
.C,= [g} = 3t - 3 _Qen_6). 3 maneras

213-2)! 21 21110 (D)

Hay 6 maneras posibles de elegir dos libros de matematicas, y dado que cada
una de estas maneras se puede agrupar con cualquiera de las tres maneras
posibles de elegir los dos libros de literatura, el principio fundamental de
conteo, nos da:

_ _ maneras de seleccionar dos de matematicas y
€ %€, = 6(3) =18 dos de literatura.
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¢Como orientarse ante problemas de combinatoria?

¢Como saber ante cada uno de los problemas que se presentan si se trata de per-
mutaciones ( y de qué tipo especifico) o de combinaciones?

Si los leemos detenidamente y los analizamos con profundidad podemos identifi-
car de qué situacion se trata.

Cuando se trata de formar agrupaciones de elementos hay que preguntarse dos
cosas importantes:

¢ (Se permite 0 no que los elementos se repitan?

¢ (Es importante o no el orden en que se agrupan los elementos?

Las respuestas a estas preguntas dependeran del enunciado del problema.
A continuacién un cuadro resumen:

(Influye ¢Puede haber Eérmula
el orden? repeticion?
P_ permutaciones Si No P =m!
-P_permutaciones de m!
m elementos tomados de Si No oPo = m—n)!
nenn(n<m)
~C_combinaciones (n < m) No No C = m!
m~n " nl(m-n)!

Actividad @f

1. En cada caso, decir si se trata de permutacion o de combinacion. Plantear la formula. No ha-
cer célculos.
a) Las maneras de arreglar 5 cuadros en linea sobre una pared.
b) Las maneras en que se pueden elegir a 3 personas de un grupo de 5.
c) Las maneras en que se pueden elegir al primero y al segundo violinista entre 6 musicos.
d) La manera en que se pueden elegir 4 suéteres de 7.
e) Las maneras en que se pueden arreglar 5 sillas en una fila.
f) Posibles resultados finales de 7 personas en una carrera si no hay empates.

2. De las 30 preguntas de que consta un test, se deben contestar veinte. (a) ¢de cuantos modos se
pueden elegir esas veinte preguntas? (b) Si las diez primeras preguntas son obligatorias, ¢de
cuantos modos se pueden elegir las otras diez?

3. Una fébrica de helados prodece doce sabores diferentes. (a) ¢ Cuantos helados de tres sabores
diferentes (tres gustos) se pueden fabricar? (b) ¢Y si consideramos el orden en los sabores?

4. Nos han regalado ocho novelas y cinco libros de poesia y queremos elegir tres de los prime-
ros y dos de los segundos para leerlos en vacaciones. ¢De cuéantas formas podemos elegir los
cinco libros?
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Actividad f (Cont)

5. ¢Cuantos subconjuntos de cuatro elementos pueden formarse en un conjunto de 100 ele-
mentos?

6. Entre un grupo de ocho estudiantes graduados y cinco que aln no estan graduados, ha
de seleccionarse una comision formada por tres estudiantes de los primeros y dos de los
segundos. ¢Cuantas comisiones diferentes pueden formarse?

7. Un patron entrevista a ocho personas para cuatro puestos en su compafiia; tres de las ocho
personas son mujeres. Si las ocho satisfacen los requisitos, ¢de cuantas formas puede el
patrén ocupar los cuatro puestos si:

a) La seleccion es aleatoria?
b) Exactamente dos mujeres?

8. De un grupo de cuatro parejas han de seleccionarse al azar cuatro personas. ;De cuantas
formas puede hacerse esto, dadas las siguientes condiciones?
a) No hay restricciones
b) Habra al menos una pareja en el grupo de cuatro
c) La seleccién debe incluir un miembro de cada pareja.

9. ¢De cuantas maneras se pueden repartir manos de poker con una bajara de 52 cartas de
modo que los 5 naipes formen un par y una tercia (Dos reyes y tres sietes integran una
mano de este tipo).

I &) [l6 o[ o
,, v v
JA v 000 v
= ok e Y V!
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Caélculo de probabilidades aplicando técnicas de la combinatoria

A continuacion utilizaremos las técnicas de la combinatoria para resolver
problemas de probabilidad. Como ya se menciond, estas técnicas resultan
particularmente tiles en aquellas situaciones en las que resulta impréactico
plantear el diagrama de arbol.

Ejemplos | 1. Se lanza un dado tres veces seguidas; determina la probabilidad de los

siguientes sucesos:
a) A, :*“Cae un punto en el primero, un punto en el segundo y un nd-

mero diferente de uno en el tercero”.
b) A, : “Cae un nimero par en cada lanzamiento”.
c) A, : “Caen tres puntos en cada lanzamiento™.
d) A, : “Caen numeros diferentes”.

Solucién
1° Descripcion del experimento:
Son tres lanzamientos consecutivos.
Algunos resultados:
111, 116, 651, 222,

Los resultados posibles son de la forma: N, N, N,

N, es el resultado del 1er. lanzamiento. Puede ser: 1,2,3,4,50 6
N, es el resultado del 2do. lanzamiento. Puede ser: 1,2,3,4,50 6
N, es el resultado del 3er. lanzamiento. Puede ser: 1,2,3,4,50 6

2° Espacio muetral. Diagrama de arbol:

1 . .
- . .
3 . 1 (Hay6 posibilidadesen
4 ) 2 cada etapa)
2 3 3 N(S) = 6x6x6=216
4 4
5 5
6 6
3° Resultados favorables y
Sucesos:
a) A:“lenel primero, 1 en el segundo y nimero diferente de 1 en
el tercero”.
o112
Algunos resultados favorables: 773
114
115
116
:Son todos?
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Ejemplos
(Cont.)

Un diagrama de arbol para el suceso, nos permitird precisar el total de
resultados favorables:

Unpuntoenel  Unpuntoenel Diferente de 1 en Resultados
primero segundo el tercero
2 112
3 113
1 1 4 114
5 115
6 116

A, = {112, 113, 114, 115, 116} —»n(A) =5

P(A) =

b) A,: “Cae numero par en cada lanzamiento”.
Algunos resultados favorables: 222, 246, 244, 662, ...

Diagrama de arbol:

ler lanzamiento 2do. lanzamiento 3er. lanzamiento

A
A

n(A,) = 3x3x3 = 27

/
A

SN
OBRN ORN OBRDN

P(A) =

c) A,: “Caen tres puntos en cada lanzamiento™.
Resultado favorable: 333
: 1
Hay un solo resultado favorable: P(A,) = oG

d) A,: “Caen numeros diferentes”.

Algunos resultados favorables:

123
124
132
134
456
¢ Cuantos son?
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Ejemplos
(Cont.)

ler. lanzamiento  2do. lanzamiento  3er. lanzamiento

1 .
2 : .
3 .
4 1 1
5) 2 2 _ _
s i < 2 n(A,) = 6x5x4 = 120
Aqui hay 6 5 120 5
osibilidades =
posibli 5 T PA)= =
Aqui hay 5 nimeros :
diferentes al del 1ro. Aqui hay 4 numeros diferentes al

del 1ro. y al 2do.

2. En el Estado de Sinaloa, las placas de los automdviles constan de tres
letras y cuatro digitos. La primera letra siempre es V, la segunda es F o
Gy la tercera puede ser cualquier letra (de un total de 26). ¢;Cudl es la
probabilidad de que en alguna placa aparezca la “palabra” VGI?

Solucion

Descripcion del experimento. Es un experimento de 7 etapas: en las primeras
tres se selecciona una letra y en las Gltimas cuatro un digito.

Algunos resultados: @F5224Z) (\:/G|532j?)

Son resultados de la forma: N, N, N, N, N, N, N,

N, puede tomar un valor (la Ietra V)
N puede tomar dos valores (F o G)

N puede tomar 26 valores (AB . .. Z)
N puede tomar 10 valores (0,1 . 9)
N puede tomar 10 valores (0,1 ... 9)
N puede tomar 10 valores (0,1 ... 9)
N puede tomar 10 valores (0,1 ... 9)

n(S) = 1x2x26x10x10x10x10 = 520,000
Suceso: Se lee la palabra “VGI1” (\:/GI467?) @G|555D

Resultados favorables:
Diagrama de arbol:

0 0
%1%1
0 2 2

0

%1 1

\Y, G I 2 9 9 2
9 . .

9

n(E) = 1x1x1x10x10x10x10 = 10,000 .
_ 10000 _ 1
P(se lea VGI) = 520000 — 52
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Ejemplos
(Cont.)

3. Una urna contiene tres canicas negras y dos blancas. Se extraen sucesi-
vamente y sin reemplazamiento dos canicas. ;Cudl es la probabilidad de

obtener:
a) negra la 1y blanca la 22

b) una negra y una blanca

c) ambas sean negras?

Solucién
jAtencion! Este problema puede ser resuelto con las técnicas vistas
previamente. Ahora, se trata de aplicar los conceptos de permutaciones

y combinaciones.
Descripcion del experimento. Se trata de un problema de muestreo
sin reemplazamiento. La poblacion de interés equiprobable puede ser

representada como:
{nl’ n,, Ny, bl’ bz}

A continuacion revisamos cada uno de los sucesos:

a) “Negrala 1y blanca la 22 El suceso lleva implicito un orden. Es una

o Calculo de n(S) En“ n, n, b, b%

v
Permutaciones de 5 objetos tomados 2 a la vez:

S 51 Sx4x 3l
a(S)=,P=—"_==""""2"_29
(5)=F, (5-2)t 3t A
¢ Calculo den(A)
{n1' n?’ n,’{' b1’ b7}
\. J
Y

Tomar una negra de tres y una blanca de 2 con orden

o 2 A2 (5)0)=6

_X_ —_—

n(Ai)zspl'2P1:(3_1)! (2_1)!_/2’!/ 1

P(A) ==
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Ejemplos | b) “Una negra y una blanca”. El suceso no requiere de orden. Es una

(Cont.) combinacion.
# Célculo de n(S)
{nl’ 2! 3’ 1’ bz}
—
Combinacién de 5 objetos tomados 2 a la vez:
I 1
n(S) = .C, = 5! 5! 5><4><,’3’f 20 10

T21(5-2)1 2131 2xdx 3l
¢ Calculo de n(A)

{0, b, b}
Atk

Tomar una negra de tres y una blanca de 2 sin orden

21 31 3
n(A)) =,C+,C, = 101 1|/2,f -

6 3
(Az)——ozg

c) “Ambas negras”. Aqui tampoco interesa el orden. Es una combinacion.
¢ Calculo de n(S)
{nl’ 2 Ny 1’ bz}
- —
Combinacién de 5 objetos tomados 2 a la vez:

_ 5l 51 Sx4x3l 20
T2(5-2)1 2131 2x1x 3l

n(s) =C, =10

¢ Calculo de n(A))
{n n,n,b,b

102 3 Y 27

Tomar dos negras de tres sin orden

3! 3l 3x24

n(Ag) = 3C2 = 2|(3_2) 2I><]_| 21!

P(A) =
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Ejemplos
(Cont.)

4. En un recipiente hay diez pelotas numeradas de 0 a 9. Un nifio saca una

de ellas al azar y la guarda; saca una segunda y la conserva; finalmente
saca una tercera. Usted toma nota del orden en que el nifio saco las pelo-
tas. ¢ Cual es la probabilidad de sacar las pelotas numeradas 0, 1y 2, en
ese orden?

Solucion

Descripcion del experimento. Es un experimento de muestreo de tamafio
tres.
La variable de interés es: “nimero obtenido”

La opcion de numeros es: “0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9”
La poblacion de interés equiprobable es: {0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}

¢ Calculo de n(S) {01 11 21 31 41 51 6,7, 8, 9}
— _J

Y
Permutacién de 10 elementos tomados tres a la vez.

100 10! 10x9x8x7Y
O =P oyt S

¢ Célculo de n(S)

ioi 11 21 31 41 51 617l 8l %

~—

Tomar el 0, el 1y el 2 en ese orden.

1 1 1

M= R R = Ty e

La probabilidad del suceso es

pay="A _ 1
n(s) 720

4. En el problema 2, ;cual es la probabilidad de que las pelotas extraidas

tengan los nimeros 0, 1y 2, sea cual fuere el orden en que aparecen?

Solucion

Descripcion del experimento. Es un experimento de muestreo de tamafio
tres.

La variable de interés es: “nimero obtenido”
La opcion de numeros es: “0, 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9.
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Ejemplos
(Cont.)

La poblacién de interés equiprobable es: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9}

Analisis del suceso: “Sale 0, 1, 2 en cualquier orden”. El evento no implica
un orden. Es una combinacion.

+ Calculo de n(S)
@, 1,2, 3,1,[5, 6,7, 8, %

Combinacién de 10 elementos tomados tres a la vez
10! _10! B 10><9><8><}!/ B 720 = 720
3(10-3) 70 3x2xIxpl 6

ne)=,C,=

¢ Calculo de n(A)
@1 1! 2! 3! 41 5! 6171 81 %

Y

Tomar el 0, el 1y el 2 sin orden.

1! 1 1

n(A) = AOTHOTHOE 1!(1_1)! X 1!(1_1)! x]_!(l_l)! =1

La probabilidad del sucesoo es n(A) 1

") 120

5. ¢Cual es la probabilidad de que una mano de cinco naipes seleccionada
de una baraja estandar de 52 cartas consista de 5 corazones?

Solucién

Descripcion del experimento. El espacio muestral consiste de todas las
manos posibles de 5 cartas escogidas de la baraja.

La variable de interés es: “carta seleccionada”.

La opcidn de carta es: “ cualquier carta de 52 que tiene la baraja”.

La poblacién de interés equiprobable es:

& AK QJ10,98,76,543 2
¢ A K QU 10,9,8,7,6,5,4,3,2 N\
& A K QJ 10,987,654, 3,2
YAKQ,J10,98,76,5 43,2

Anélisis del evento: “Salen 5 corazones”. El evento consiste de todas las
manos de 5 naipes escogidos de 13 corazones. No implica un orden. Es una
combinacion.
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Ejemplos Caélculo de n(S). El espacio muestral consiste de todas las manos posibles
(Cont) de 5 naipes escogidos de la baraja de 52 cartas. EI orden no importa, por
' consiguiente se trata de una combinacion de 52 elementos tomados 5 a la vez.

Sz C = 521’21 52x51x50x49x48X47! 311875200 2598960
NG) =1 5751(52-5)! BI471 T Bx4x3x2x1x47ft 120 >
Calculo de n(E). El evento contiene ,C. resultados favorables
iVA, K, Q,J,10,9,8,7,6,5, 4,3, 2}
v
De estos 13 elementos tomar 5 sin orden.
13! 13! 13x12x11x10x9x8Y 154440
n(E)=.C, = = = = = 1287
B75 5113 -5)! 518! 5x4x3x2x1xg1 120
1287
P(5 corazones) = 5508960 - 0.0005

Actividad 3.4) g

1. Se extraen dos bolas sin reemplazamiento de una urna que contiene 8 bolas de las cuales 5
son blancas y tres son negras. Calcule la probabilidad de que:
a) ambas sean blancas
b) la primera negra y la segunda blanca.
¢) Una negra y una blanca

2. Una bolsa contiene 4 canicas rojas, 3 azules y 3 verdes. Se extrae una sola canica.
a) Tabule un espacio muestral no equiprobable en base al color.
b) Tabule un espacio muestral equiprobable.

3. Un frasco contiene 4 bolas numeradas del 1 al 4. Registre un epacio muestral para los expe-
rimentos siguientes.
a) Se extrae una bola y se registra el nimero. Se regresa la bola y se extrae y registra una
segunda bola( muestreo con reempazamiento).
b) Se extrae y registra una bola. Sin reemplazar la primera bola, se extrae y registra una
segunda bola.

4. En el experimento del problema 3, determine la probabilidad de obtener:
a) dos nimeros pares b) suma impar C) un producto primo.

5. Un lote de 100 focos contiene 4 defectuosos y 96 en buen estado. Se seleccionan al azar
cinco focos. ¢Cual es la probabilidad de obtener 3 focos buenos y 2 defectuosos?

6. De una baraja espafiola de 40 cartas extraemos 5 a la vez.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que las cinco sean oros?
b) ¢Y la de obtener 4 ases y un oro?
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AUTOEVALUACION

1. Una perinola tiene cuatro lados, marcados A, B, C y D. Cuando se hace girar, se de-
tendra con uno de los lados hacia arriba. Simula girar la perinola tres veces y registra
los resultados en cada ocasion. Traza un diagrama de arbol e incluye todos los puntos
muestrales de este experimento.

2. Considera el conjunto de tres objetos {P, Q, R}
a) Lista las permutaciones de 2 objetos escogidos de este conjunto.
b) Lista las permutaciones de 3 objetos escogidos de este conjunto.
c) Lista las combinaciones de 2 objetos de ese conjunto.
d) Lista las combinaciones de 3 objetos de se conjunto.

B
3. Escribe todas las permutaciones de las letras W, X, Y, Z. A o
%)
4. ¢Cual (es) de las siguientes expresiones es (son) correctas?
— _m! —nl —_ ml — _n!
8) P, = (m-n)! b) ,C, =n! ©) nCo = n!(m-n)! ) WP, (m-n)!

5. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden acomodar las cinco letras de la palabra
RONDA, usando cada letra una sola vez en cada acomodacion?
a) ¢P. b) .C, c) 5! d) 5° e) Ninguna de las anteriores

6. Un grupo esta integrado por 5 nifios y 6 nifias. ¢Cuantos comités de cinco personas se
pueden elegir si cada comité debe formarse con 2 nifios y 3 nifias?

a) 150 b) 200 c) 1800 d) 2400 e) Ninguna de las anteriores

7. Resuelve paran: P,=56
a)7 b) 8 c) 14 d) no se da suficiente informacion
8. ¢Cual(es) de las siguientes es (son) verdadera(s)

10P3
a) ,,C C, b) C, = 30 c) P

3:10 3:10P7 d) an:m!

9. De cuantas maneras diferentes se puede elegir un comité de 4 personas en un grupo
de 12 estudiantes?
a) 485 b) 495 c) 830 d) 28

10. Un supermercado ofrece 6 marcas de duraznos enlatados y 8 marcas de maiz enlatado.
Una compradora desea probar 2 marcas diferentes de duraznos y tres marcas distintas

de maiz. ;De cuantas maneras puede escoger las 5 latas?
a) 28 b) 10 c) 840 d) 1080

11. ¢Cuéntos tridingulos se pueden formar colocando seis puntos en un plano, sin que haya
tres de ellos en la misma linea recta?

a) 10 b) 12 c) 18 d) 20
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Conceptos basicos: distribuciones de probabilidad, variable
aleatoria, variables aleatorias discretas y continuas, funcién

LeCC|On 41 de probabilidad, valor esperado o esperanza matematica,

media y desviacion estandar de una distribucion.

Objetivos: Entender que una variable aleatoria es una cantidad numérica cuyo valor

depende de las condiciones y probabilidades asociadas con un experimento.
Entender la diferencia entre una variable aleatoria discreta y una continua.
Entender las similitudes y diferencias entre distribuciones de frecuencias y
distribuciones de probabilidad.

Calcular, describir e interpretar la media y desviacion estandar de una dis-
tribucion de probabildad.

A lo largo de este estudio, aprendiste diversas técnicas para calcular pro-
babilidades. Para cerrar este primer encuentro formal con la probabilidad,
estudiaras las distribuciones de probabilidad. Existen muchas distribucio-
nes de probabilidad, pero en este curso solo estudiaremos los elementos
basicos de dos de ellas: la binomial y la normal. Antes de hacerlo, deberas
comprender el concepto de variable aleatoria.

Actividad a

Qué hacer

Estudia detenidamente la siguiente informacion. Realiza lo indicado.

« Se han lanzado tres monedas balanceadas, cien veces, obteniéndose los siguientes

Ssa SSS aas Sas aaa SSS ass aaa SSS Saa
SSS Ssa ass SSS Saa SSS SSS Sas Sas SSS
aas aaa aas Sas SSS Sas aas aaa SSS aas
ass asa aas ass Sas asa aas Saa Ssa asa
aas asa ass ass ass Saa ass Saa Ssa asa
asa asa SSS ass Ssa Sas SSS asa ass SSsa
aas SSS ass aas Sas SSsa aaa SSsa aas SSsa
Saa asa Ssa SSS ass Saa Saa Ssa aaa SSS
Sas SSS.

resultados:
aas aaa
ssa  aaa
asa  ssa
saa  aas
aaa  SSS
ass  ssa
aaa  sas
asa aaa
saa  ssa

* ¢Que nos informan estos datos? Recuerda que para poder encontrar un patron en los
datos, debemos organizarlos en una distribucion de frecuencias.
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Actividad d (Cont)

Recuerda que la distribucion de frecuencias de una variable, es una descripcion de las
frecuencias con que se presenta cada una de las modalidades o valores de esa variable. La
variable, es el fendmeno o caracteristica que nos interesa estudiar. Dado un experimento,
nos puede interesar una o mas variables. Por tanto, necesitamos definir la variable que
estudiaremos. En los experimentos aleatorios, lo que necesitamos es precisar una variable
“que actle” sobre cada resultado, asignandole un valor.

Por ejemplo, en el experimento de lanzar tres monedas consideremos la variable “nimero
de aguilas que aparece”. ;Cuantas aguilas pueden aparecer en una ejecucion del experi-
mento?

Tu respuesta debe ser parecida a la siguiente:
pueden aparecer 0 aguilas ———sss
puede aparecer 1 aguila ———>ass, sas, ssa
pueden aparecer 2 aguilas —— aas, asa, saa
pueden aparecer 3 aguilas ——aaa

Entonces, 0, 1, 2 y 3 aguilas, son los posibles valores de la variable “numero de aguilas al
lanzar tres monedas™. En otras paloabras, la variable “ndmero de aguilas”, le asigna un
0 al resultado sss, un 1 a los resultados ass, sas, ssa, un 2 a los resultados aas, asa, saa, y
un 3 al resultado aaa.

Por tanto, los resultados anteriores, obtenidos al lanzar cien veces tres monedas, bajo la
variable “ndmero de aguilas”, se transforman en:

2 3 1 0 2 1 3 0 1 3 0 2
1 3 0 1 1 0 2 0 0 1 1 0
2 1 2 3 2 1 0 1 2 3 0 2
2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2
3 0 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 0 1 1 1 0 2 1 1
3 1 2 0 1 2 1 1 3 1 2 1
2 3 2 2 1 0 1 2 2 1 3 0
2 1 1 0
Con esta informacion, construye una distribucion de frecuencias absolutas y relativas.
dtlggnlfirlgs Recuento f f
0
1
2
3
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Actividad cl (Cont)

Verifica que el siguiente grafico de barras corresponde a la distribucion de frecuencias rela-
tiva que acabas de construir.

f

r
0.40 —

0.35 =T
0.30 —
0.25 —
0.20 —

0.15 —
0.10 —r
0.05

0 1 2 3
Numero de aguilas

Si atendemos la definicion frecuentista de la probabilidad, una distribucion de frecuencias
relativas también puede llamarse distribucion de probabilidad.

La distribucion de probabilidad de una variable, es una descripcion de las probabili-
dades con que ocurren los diversos valores potenciales de la variable.

Para representar gaficamente una distribucion de frecuencias de la variable “numero de
aguilas”, la cual es una variable discreta, se us6 un grafico de barras. Sin embargo, cuando
hablamos de distribuciones de probabilidad, el grafico que se usa con mayor frecuencia es
el histograma, aunque la variable sea discreta.

A continuacion, se muestra el histograma correspondiente a la distribucién de probabilidad
de la variable “nimero de aguilas” obtenido al lanzar tres monedas, 100 veces.

f

r

0.40 —

0.35—
0.30 —
0.25 —
0.20—

0.15 —
0.10—
0.05 —

2 3
NUmero de aguilas
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Actividad @.1) b

NQme_ro

Para la distribucion anterior, calcula: LS
a) La media: X = 2
b) La desviacion estandar: s = )
3

Una distribucion de probabilidad como la anterior, que proveniene de observacio-
nes realizadas, recibe el nombre de distribucion empirica de probabilidad.

Pero, si en lugar del enfoque frecuentista aplicamos la definicion de probabilidad
tedrica y las reglas que la rigen, obtenemos una distribucién tedrica de probabi-
lidad.

Para construir la distribucion empirica, enfocamos la atencién en el nimero de
aguilas obtenido cada vez que se realizd el experimento y enseguida aplicamos
las herramientas estadisticas. En cambio, en el caso de probabilidades tedricas,
recuerda que no repetimos los experimentos, sino que trabajamos sobre los posi-
bles resultados distintos. Es decir, analizamos el espacio muestral. Entonces, para
construir una distribucion tedrica de probabilidad, primero obtenemos el espacio
muestral, después le aplicamos la variable implicada a cada resultado,y a conti-
nuacion asignamos probabilidades segun la regla de Laplace, a cada posible valor
de la variable. A continuacion, vamos a construir la distribucion de probabilidad
tedrica del experimento de lanzar tres monedas.

Analiza cada uno de los pasos.
a) Experimento: Lanzar al aire tres monedas balanceadas.
b) Descripcion del experimento: El experimento puede considerarse com-
puesto de tres etapas; en cada etapa los resultados posibles son: a o s.
c) Diagrama de arbol y espacio muestral:

a -
a<s EspaC|o muestral:

a < . {aaa, aas, asa, ass, saa, sas, ssa sss}
S
<s La variable “nu- \\ j
mero de agui-

< d=—_ . las” convierte {3,2,2,1,2,1,1,0}
S

estos resultados

a :
s <S posibles en:

Puesto que las monedas estan balanceadas, tenemos ocho resultados igual-
mente probables.
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Ejemplo Entonces, la distribucion de probabilidad tedrica es:

Ndmero | N° Resultados
de aguilas | favorables P
0 1 1/8
1 3 3/8
3 1 1/8
Total 8 1.0

El histograma correspondiente a esta distribucion es:

P

0.40 —

0.35—
0.30—
0.25—
0.20—
0.15—
0.10—
0.05 —

0 1 2 3 )
Numero de aguilas

Actividad @ C

A continuacién, se muestran los dos histogramas correspondientes a las distribuciones
de probabilidad empirica y tedrica respectivamente, para el experimento de lanzar tres
monedas. Analizalas y contesta:
a. ¢Qué semejanzas encuentras entre ambas distribuciones?
b. La distribucidén empirica se contruyd a partir de 100 repeticiones del experimento. ;Qué
pasaria si aumentamos mas y mas el nimero de repeticiones? Argumenta tu respuesta.

f p

;
0.40 — 0.40—
0.35— 0.357
0.30 — 0.30
0.25 — 0.25—
0.20— 0.20—
0.15 — 015 =
0.10 —| 0.10 —
0.05 — 0.05 7

T T T 3 0 1 2 3
Numero de aguilas Namero de aguilas
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Actividad d

a) Considera el experimento de lanzar dos dados. ¢Cuales son los posibles valores de la
variable “suma de puntos de cada cara™.

b) Se han lanzado dos dados 1000 veces, registrandose los valores correspondientes a la
variable “suma de puntos de cada cara”. A partir de los resultados obtenidos, se cons-
truyo la siguiente distribucion de frecuencias:

Suma de puntos f
2 10
3 78
4 82
5 106
6 142
7 160
8 135
9 106
10 78
11 61
12 42
Total 1000

1) A partir de esta distribucion, construye la distribucion empirica de probabilidad y su
representacion grafica.

2) Calcula la media y desviacion estandar de la distribucion.

3) Construye la distribucion tedrica de probabilidad.

4) Compara las dos distribuciones. Argumenta en qué condiciones éstas distribuciones se-
rian practicamente idénticas.

Estamos ya, en posibilidades de definir un concepto clave en probabilidad:
el de variable aleatoria.

Variable aleatoria

Para un espacio muestral dado de algun experimento, una variable aleatoria es
cualquier regla que asocia un nimero con cada resultado de dicho espacio muestral.

Puede apreciarse, que una variable aleatoria es realmente una funcion cuyo
domino es el espacio muestral y cuyo rango es el conjunto de nimeros
reales.

Se acostumbra denotar las variables aleatorias con letras mayusculas, tales
como X, Y. Las letras minusculas se usan para representar el valor asocia-
do por la variable a un resultado muestral especifico.
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La notacion X (s) significa que x es el valor asociado con el resultado s por
la variable aleatoria X.

s '/L

S X

Por ejemplo, en el experimento de lanzar tres monedas, la variable aleatoria
namero de &guilas la denotaremos con la letra X. Las asignaciones que hace
esta variable a los resultados del espacio muestral correspondiente, se indi-
can a continuacion:

X(aaa) =1 X(saa) =2
X(aas) =2 X(sas) =1
X(asa) =2 X(ssa) =1
X(ass) =1 X(sss) =0

Actividad @.1) e

Considera el experimento de lanzar dos dados. Llama Y a la variable aleatoria “suma de pun-
tos en cada cara”. Simboliza las asignaciones que hace esta variable sobre cada uno de los
resultados del espacio muestral.

Variables aleatorias discretas y continuas

En tu curso de estadistica clasificaste las variables a partir de la naturale-
za de sus valores, en discretas y continuas. Esta clasificacion también se
aplica para las variables aleatorias.

Variable aleatoria discreta, es una variable cuantitativa que puede tomar
una cantidad numerable de valores.

Variable aleatoria continua, es una variable cuantitativa que puede tomar
una cantidad innumerable de valores.

Ejemplos de variables aleatorias discretas:
« Numero de hijos por familia.
« Suma de puntos al lanzar dos dados.

Ejemplos de variables aleatorias continuas:
» Laestatura de un grupo de personas.
» El tiempo en que se realiza una tarea.
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Funciones de probabilidad

Ejemplo

Algunas veces es conveniente escribir una regla que exprese algebraica-
mente la probabilidad de un suceso en términos del valor de la variable
aleatoria. Esta expresion suele escribirse como una formula y se denomina
funcién de probabilidad.

Funcion de probabilidad, es una funcién expresada por medio de una
férmula matematica que nos permite calcular las probabilidades asocia-
das con los diversos valores de una variable aleatoria.

Las funciones de probabilidad las representaremos con la letra p, y, puesto
que x representa el valor que asigna la variable aleatoria al resultado del es-
pacio muestral, la notacion p(x) representa la probabilidad que corresponde
al valor x.

Consideremos el experimento de lanzar un dado una sola vez. Sea la va-
riable aleatoria “ndmero de puntos en la cara que queda hacia arriba”.
Si x representa el resultado del experimento bajo esta variable, entonces
podemos plantear que los valores posibles de la distribucion del nimero de
puntos que pueden resultar al lanzar un dado, son:

x=1,234,56
Ahora, puesto que:
p(1) =1/6 p(4) = 1/6
p(2) = 1/6 p(5) = 1/6
p(3) =1/6 p(6) = 1/6,

la funcion de probabilidad para el experimento de lanzar un dado, es:
p(x) =1/6; parax=1,2,3,4,5,6

En forma de distribucion:

x

p(x)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
6 1/6

g b~ wN PR

Al igual que en tus cursos de matematicas, a esta funcion en particular, se
le denomina funcion de probabilidad constante, porque el valor de p(x), no
cambia cuando varia el de x.
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Ejemplo | La representacion grafica de esta funcion de probabilidad es la siguiente:
(Cont.) D

0.18—
0.16 —
0.14—
0.12—
0.10—
0.08—
0.06 —
0.04—
0.02 —

5 6
NUmero de puntos

Puesto que los valores de una funcién de probabilidad son probabilidades,
deben cumplir las propiedades de la probabilidad, en particular las dos
siguientes:

1) La probabilidad asignada a cada valor de la variable aleatoria debe estar
entre 0y 1, inclusive; es decir, 0 < p(x) <1.

2) Lasuma de las probabilidades asignadas a cada uno de los valores de la
variable aleatoria debe ser igual a 1, es decir, Tp(x) =1

Existen varias funciones de probabilidad de gran interés. En las prdximas
lecciones estudiaremos unicamente dos: la binomial y la normal.

Valor esperado o esperanza matematica

El valor esperado o esperanza matematica, es un concepto muy importante
en probabilidad. En la siguiente actividad, podras explorar este concepto.

Actividad @.1) f

Dos jugadores Ay B, van a participar en un juego que consiste en lanzar dos dados simultanea-
mente y calcular la diferencia de puntos entre el mayor y el menor punto mostrado por las caras
que quedan hacia arriba. Las reglas son las siguientes:

a) Si resulta una diferencia de 0, 1 6 2 entonces A gana un peso.
b) Si resulta 3, 4 6 5 quien gana es B.
¢) Comienzan con un total de 20 pesos y el juego termina cuando agotan dicha cantidad.
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Actividad@ f (cont)

Contesta:

1) ¢Cudl es la variable aleatoria implicada en el experimento?

2) ¢ Te parece que este juego es equitativo o justo? Si tuvieras que jugar, ¢;cual juga-
dor preferirias ser?

3) Practica con un compafiero(a) 20 veces este juego. ¢Consideras que debes cambiar la
decision que tomaste en e la pregunta 2?

En el juego planteado en la actividad anterior, tuviste que enfrentarte ante
un problema de decision. La probabilidad, proporciona las bases para ayu-
darte a tomar la mejor decision ante situaciones de incertidumbre. Los con-
ceptos de variable aleatoria y de distribucién de probabilidad, nos permiten
sistematizar el analisis para el logro de este proposito.

A continuacion, analizaremos la distribucion de probabilidad teérica del
experimento de lanzar dos dados y observar “la diferencia de puntos de las
caras superiores™.

Experimento. Lanzar dos dados balanceado.

Descripcion del experimento. El experimento puede considerarse
compuesto de dos etapas: en cada etapa los resultados posibles son:
1,2,3,4,506.

Espacio muestral.

(1) @2) @3) (L4 (1L5) (1L6) |
21) (22) (2.3) 2.4) (2,5) (2.6)

3.1) (3.2) (33) (34) (35) (3.6) —

} La variable “diferencia
(41) (42) (43) (44) (45) (46) | de puntos”, convierte el

(5,1) (5,2) (5,3) (54) (5,5) (5,6) espacio muestral en:
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

w
[l
WNPFRPORN
NEF,ORFRNW
= \CRCRN N
oOFrRr NWMO

O WNPRFR O
AWNRFROBR

Haz el recuento de todas las diferencias posibles de puntos.

Recuento f

OB WwNPEFE O X
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Tenemos 36 resultados igualmente probables. Por lo que, la distribucion de
probabilidad teérica es:

X P(X) 10/26 __
0 6/36 8136 ]

1 10/36

2 8/36 6/36

: 6/36 4/36 |

4 4136 i

5 2/36 2/36_-

001 234 54
Ahora, volvamos a la actividad 4.1 f:

A gana un peso, si sale 0,1 6 2.

B gana un peso, si sale 3,4 6 5.
¢Quién tiene mas posibilidades de ganar?

x| pK)

2 18;22 Probabilidad de que gane A:
2 g/36 | 6/36 +10/36 + 8/36 = 24/36
3 -

4 %gg Probabilidad de que gane B:
5 2136 6/36 + 4/36 + 2/36 = 12/36

Por lo tanto, el jugador A tiene ventaja sobre B, puesto que, de los 36 resul-
tados posibles, en 24 gana Ay sélo en 12 gana B.

Sin embargo, cambiando las reglas, podriamos convertir este juego, en uno
equitativo. Para ello, debemos primero entender el siguiente concepto:

Esperanza matematica: si las probabilidades de obtener los importes a,, a,,
a,,...a, Son pl,, Py Pas Py, donde p, +p, + p, +...p, = 1, entonces la espe-
ranza matematica es:

E:alpl+a2p2 +a3p3+ +akpk

Cada cantidad se multiplica por la probabilidad correspondiente y la espe-
ranza matematica E, se obtiene por medio de la suma de todos estos produc-

tos. En notacion X :
E=2a.p

Los valores de los importes son positivos cuando representan beneficios,
triunfos 0 ganancias y son negativos cuando representan pérdidas, sancio-
nes o déficits.
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Calculemos los valores de la esperanza matematica que corresponde a cada
jugador Ay B del juego que estamos analizando.

X p(x) | SicaeO0, 1062, Agana un peso.

0 6/36

1 10/36 EA=:|.><£+:|.><£+1><£+0><£-i—0><i-1-0><£:ﬁ
5 - 36 36 36 36 36
3 6/36 | Sjcae 3,4 65, B gana un peso.

4 4/36

> 2/36 E, :0><3—66+0><£+0><£+1x£+1xi+1x£:E

36 36 36 36 36 36
Hemaos corroborado, que A tiene ventaja sobre B.
El valor esperado debemos interpretarlo como el valor que debemos espe-
rar que ocurra a la larga. En otras palabras, decir que el jugador A tiene ven-
taja sobre B, no significa que A siempre vaya a ganar, pero, a largo plazo,
el jugador A tiene una esperanza matematica de 24/36 = 2/3. Esto significa
que en “promedio” de cada 3 pesos que se juegan, él gana 2.

Juego equitativo

En situaciones de azar, un criterio para “apostar” es esperar un juego justo
0 equitativo. A continuacion, convertiremos el juego entre Ay B en uno
equitativo, con los siguientes cambios:

» Sisale 0,102 el jugador A gana un peso.

« Sisale 3,465 el jugador B gana dos pesos.
En este caso, la esperanza matematica (esperanza de ganancia) para cada
jugador sera:

4 2 24

E. :1x£+1x£+1x£+0x£+0x—+ X—=—
36 36 36 36 36 36

(= =0x£+0x£+0x£+2x£+gxi+zxi=ﬁ
36 36 36 36 36 36

Puesto que la esperanza de ganar es la misma para cada jugador, el juego
se considera justo.

Un juego es equitativo, si la esperanza de la cantidad ganada por cada
jugador es la misma.

Actividad @ g

Contesta:

Un juego consiste en lanzar dos dados balanceados y calcular la suma de puntos. El
jugador A gana una ficha si resulta una suma de 6, 7, 8 6 9. El jugador B gana una ficha si
la suma es distinta de esas sefialadas. Calcula la esperanza matematica de Ay de B. ;Qué
prefieres ser, jugador A 0 B? Justifica.
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La media de una distribucion de probabilidad

Al igual que para describir conjuntos de datos se utilizan los promedios y
las medidas de dispersion, para describir una distribucion de probabilidad se
usan la media y la desviacion estandar.

La media de una variable aleatoria discreta, denotada con la letra griega p
(mu), se encuentra al multiplicar cada valor posible de x por su probabilidad
y después sumar todos los productos.

En simbolos: si una variable aleatoria toma los valores X,y Xos Xgpe X, , CON las
probabilidades p(x,), p(x,), p(x,),...p(x,), la media o valor esperado denotado

por u es

=X px) + X, - p(x,) + X, - p(X,) + ... + X - p(X,)
En la notacion abreviada, escribimos:
n=2 X" p(x)

Puesto que la media es un valor que se espera ocurra a la larga, también se
le llama valor esperado.
p=EX =2xp(x)

La media de una distribucién de probabilidad denotada con la letra griega
u (mu) se define como el valor esperado de la variable aleatoria.

Varianza y desviacion estandar de una
distribucion de probabilidad

En tu curso de estadistica estudiaste que no es suficiente conocer la media de un
conjunto de datos. La media, debe siempre acompafarse de una medida de dis-
persion, la cual generalmente es la varianza o la desviacién estandar.

El calculo de la varianza de una distribucion de probabilidad, se hace casi de la
misma manera que ya conoces, pero en vez de promediar las desviaciones cua-
draticas de la media, obtenemos su valor esperado.

En general, si una variable aleatoria toma los valores x, X,, X,,...X, , con las proba-
bilidades p(x,), p(x,), p(x,),...p(x,), la varianza de la distribucion de probabilidad
denotada como o, se define como el valor esperado (la media), de las desvia-

ciones con respecto a la media, elevadas al cuadrado:
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Ejemplo

0 = (% =) +POG) + (%, = ) +PG) (X, = 1) P(X,)
En notacion sigma:
o? =Z(x=p) +p(x)

La raiz cuadrada positiva de la varianza, es la desviacion estandar de la
distribucion de probabilidad.

o =2 (x— ) +p(x)

Observacion. Recuerda que la media de una muestra se denota con X.
La media de una poblacién, y de una distribucion de probabilidad, se de-
notan con la letra griega 4 . Estas notaciones usadas para las distribucio-
nes de probabilidad, se debe a que éstas se pueden usar para representar
poblaciones tedricas. Por tanto, se usan parametros de poblaciones para
describir las distribuciones de probabilidad, igual que se usan estadigrafos
muestrales para describir muestras.

Hallar la media y la desviacion estandar de la distribucion de probabilidad co-
rrespondiente al nimero de aguilas obtenidas al lanzar tres monedas.

Solucion

La distribucion de este experimento y de la variable alaetoria indicada, ya la
obtuvimos en paginas anteriores:

x| p(X)
1/8

3/8
3/8

1/8
1.0

WwWnN - O

Calculo de la media: u=E(X) =2 xep(x)

(o)l

Observacion. El valor esperado de los resultados de lanzar tres monedas y
observar el nimero de aguilas no es “literalmente significativo”, puesto que
nunca se puede obtener 1.5 dguilas. Lo que ésto significa es que a la larga,
deaspués de muchos lanzamientos el valor promedio seria 1.5 aguilas.
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Ejemplo Célculo de la varianza:
(Cont.)

Célculo de la desviacion estandar

Actividad h

Una familia planea procrear tres hijos. asumiendo que existe la misma probabilidad de tener
nifia o nifio, determina:

a) La distribucién de probabilidad.

b) la media, la varianza y la desviacion estandar.

Ejercicio

1. Explica con tus propias palabras, cada uno de los siguientes conceptos. Ejemplifica.
a. Variable aleatoria.
b. Variable aleatoria discreta.
c. Variable aleatoria continua.
d. Distribucion de frecuencias.
e. Distribucion de probabilidad.

2. ¢Cudl es la diferencia entre variable aleatoria discreta y variable aleatoria continua?
3. ¢Cudles son las semejanzas y diferencias entre las distribuciones de frecuencias y las de proba-
bilidad?

4. Acontinuacion, se presentan dos distribuciones de probabilidad:

Q) x|1 2 3 4 5 by x|1 2 3 4 5
p(x){0.6 0.1 0.1 0.1 0.1 p(x)|0.1 0.2 04 02 0.1

Para cada distribucién:
a) Traza el histograma y describe laforma de la distribucion.
b) Calcula el valor esperado y la desviacion estandar.
c) ¢Cuél es la probabilidad de que un valor de x se encuentreentre y—cy u+c
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Leccidon @ Permutaciones con repeticion

Objetivos: Comprender el concepto de permutaciones con repeticion y aplicarlo en

la solucién de problemas.

El concepto de permutaciones con repeticion, lo utilizaremos como un co-
nocimiento previo muy importante para entender las distribuciones bino-
miales.

Actividad @ a

Qué hacer

Regresa a la leccién (3.4) y repasa los conceptos y procedimientos de célculo de las permu-
taciones y las combinaciones.

Recordemos que una permutacion de m elementos diferentes es una ordena-
cion de dichos elementos de tal manera que un elemento sea 1°, otro sea 2°,
otro més sea 3° y asi sucesivamente.

Por ejemplo, las permutaciones de A, By C, son:
ABC BAC CAB
ACB BCA CBA

Supongamos, ahora, que se pide hallar las permutaciones posibles de las le-
tras A, A, B.
El nimero total de permutaciones, de estas letras seria:

P =31=3x2=6

Pero, no todos estos arreglos serian distinguibles porque hay dos letras “A”
en la lista.

B AAB AAB

A ABA ~ ABA

B AAB <,Cuaptas permutacio- 7:09@

A ABA nes diferentes son? A}( Son tres permuta-
BAA ciones diferentes:

N S AAB ABAYBAA

Veamos otro ejemplo: ¢ Cuéntas palabras de tres letras puedes escribir con las
letras de la palabra OSA? ;Y con la palabra OSO?
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Con la palabra OSA, ya sabemos que hay P, = 3! =6y son:
OSA ASO SOA
SAO A0S OAS

Al convertir la A en O, cada dos palabras (P, = 2! = 2) se transforman en una.

OSA ASO SOA SAO AOS OAS
N YN YN/
0SsO SO0 00s
Hemos formado permutaciones con repeticion de 3 elementos de orden 2 (es
decir, palabras con dos letras iguales y la tercera distinta) y hemos visto que:

3!
PR =—=3
2!
En general, si un conjunto de m objetos tiene m, de una clase, m, de una se-
gunda clase, m, de una tercera clase, y asi sucesivamente, con
m=m, +m, +...+ m,, entonces, el nimero de permutaciones de los m obje-
tos es:

PR . m
nbm@mmk_'nlln]l m |
USRI

Ejemplo |, En cuantas formas distinguibles pueden escribirse las letras de BANANA?

Solucion

Esta palabra tiene seis letras, de las cuales tres son A, dos son N y una es
B. Por lo tanto, el nimero de formas distinguibles en que las letras pueden
escribirse es:
PR? __o 60
N TPIIT

Equivalencia entre el nimero de permutaciones
con repeticion y el nimero de combinaciones

Sea el experimento de lanzar una moneda cuatro veces seguidas. ¢De cuan-
tas maneras pueden obtenerse un sello y tres aguilas sin importar el orden?

Obtener en cuatro lanzamientos un sello y tres aguilas, seria por ejemplo:

saaa; pero, como no importa el orden este resultado puede darse de
Saaa
4!
PR =2 —4 maneras |
3!1! aasa

3,1
aaas
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Si pensamos en la variable aleatoria “nimero de sellos” por ejemplo, la
pregunta: ;de cuantas maneras puede darse el resultado un sello y tres agui-
las?, puede cambiarse a: ¢en cuéles de cuatro lugares disponibles puede
colocarse un sello?

a
O
L

2 73 74

O
rO0o

,J_l:l (%)

Se elige un lugar de cuatro disponibles,
para colocar un sello.

Si se elige L, el resultado supuesto es: saaa

L, es ocupado por s.

Si se elige L,, el resultado supuesto es: asaa

L, es ocupado por s.
Si se elige L, el resultado supuesto es: aasa

L, es ocupado por s.
Si se elige L, el resultado supuesto es: aaas

L, es ocupado por s.

Pero, elegir un lugar de cuatro sin importar el orden, es una combinacion de
cuatro elementos tomado uno a la vez.

41
4C1 - ﬁ =4
Puede observarse la siguiente equivalencia:

41
PR;lz 4C1 :WZZ‘-

Consideremos el mismo experimento y la misma variable aleatoria, pero
ahora la pregunta es: ¢de cuantas maneras se pueden obtener dos sellos?

Obtener en cuatro lanzamientos dos sellos, y, por consiguiente dos aguilas,
seria por ejemplo: ssaa; pero, como no importa el orden este resultado pue-

de darse de
aass

41 asas
—— =6 maneras assa
sasa

ssa

PR;, =
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Ahora, si pensamos en cuatro lugares, de los cuales tomaremos dos para
colocar en cada uno un sello tenemos:

SS a a
OO0 O
[,L,L,L

Se eligen dos lugares de cuatro disponi-
bles, para colocar dos sellos

Si se eligen L, L, el resultado supuesto es: Sjaa

L, L,, son ocupados por un s
] ) cada uno.
Sise eligen L, L, el resultado supuesto es: sasa

L, L,, son ocupados por un s
cada uno.

Siseeligen L, L, el resultado supuesto es: saas

1-a

L, L,, son ocupados por un s
cada uno.

Siseeligen L,L,, el resultado supuesto es: assa

273

L,L.,, son ocupados por un's
cada uno.

Siseeligen L,L,, el resultado supuesto es: asas

2—4

L,L,, son ocupados por un's
cada uno.

Siseeligen L, L, el resultado supuesto es: assa

2 4

L,L,, son ocupados por un's
cada uno.

Pero, elegir dos lugares de cuatro sin importar el orden, es una combinacion
de cuatro elementos tomado dos a la vez.
41
sCy=7"7=06
2121
Puede observarse la siguiente equivalencia:

41
PR;Z = 4C2 ZHZG
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En general, si m objetos estan divididos en una clase m, y una segunda
clase m,, con m = m_+ m,, se cumple que:

PRm = mle = mm

mim2

_ m!
m ot m)!

Ejercicio

1. Tienes cuatro monedas de un peso. ¢De cuantas formas puedes colocarlos sin importar
el orden si siempre se ven las dos aguilas y los dos sellos? En otras palabras, ¢de cuantas
maneras puedes escribir?

2. ¢Cuantos numeros de 8 cifras puedes escribir con 4 tres, 2 cincos, un seis y un siete?

3. En cada caso, encuentra el nimero de permutaciones con repeticion en cada grupo dado

de letras.
a)A A G, E E E M. d)a, as
DYAA Y, Y, Y, Y, X X, X. e)a,s,s.
c)A L G E B,RA. f) C, X, X, X, X.
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Leccidon @ Distribucién de probabilidad binomial

Objetivos: Entender los elementos clave de un experimento binomial y ser capaces
de definir X, n, py Q.
Saber y ser capaz de calcular y aplicar probabilidades binomiales usando
la funcién de probabilidad binomial.
Calcular, describir e interpretar la media y la desviacion estandar de una
distribucion de probabilidad binomial.

La distribucién binomial se aplica en una gran cantidad de situaciones,

como las mostradas a continuacion:

« Se va a inspeccionar un lote de ldmparas producido por cierta fabrica.
Se sabe por experiencia, que en condiciones normales de uso, el 70%
durard 2000 horas encendidas. Queremos conocer la probabilidad de
que entre seis de estas lamparas, 4 duren 2000 horas encendidas.

« ¢Esfacil aprobar por adivinacién? Para que un estudiante apruebe, debe
contestar correctamente por o menos 6 preguntas de 10 de opcién mul-
tiple (cada una con cuatro opciones). ¢ Qué tan probable es que un alum-
no apruebe por adivinacion?

Para que una situacion o fendmeno sea considerado binomial, debe cumplir

las siguientes propiedades:

1. Cada observacion se puede clasificar en una y solo una de dos catego-
rias: éxito o fracaso (experimento dicotémico).

2. El resultado (es decir, el éxito o fracaso) de cualquier observacion, es
independiente del resultado de cualquier otra observacion. Para que se
cumpla esta condicion, se considera que cada observacion es producto
de una poblacion infinita sin reposicion 0 de una poblacion finita con
reposicion.

3. Como consecuencia de la propiedad 2, la probabilidad de que una ob-
servacion sea clasificada como éxito, es constante de una observacion a
otra; por lo tanto, la probabilidad de que una observacion sea clasificada
como fracaso, también es constante a lo largo de todas las observacio-
nes.

Para resolver problemas catalogados como binomiales, se usa una formula
(funcidn de probabilidad), que proporciona de manera directa las probabili-
dades. También es usual utilizar tablas elaboradas para dicho fin.

Sin embargo, para que puedas entender lo que hay detrds de esa funcion
binomial, debes estudiar detenidamente la siguiente actividad.
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Actividad a

Qué hacer

Estudia detenidamente los siguientes ejemplos:

1. Sea el experimento que consiste en lanzar un dado balanceado tres veces. ¢Cual es la
probabilidad de obtener exactamente dos unos?

Solucion

Cuando estudiaste los experimentos dicotomicos, aprendiste a tratar este tipo de ex-

perimentos. Estamos frente a un experimento compuesto de tres etapas. Puesto que
nos interesa que caiga uno, en cada etapa las opciones son:

n—>1
B B B B BH—1

Verifica que el arbol de probabilidades es el

siguiente:
1,6 1 En cada lanzamiento (etapa), tenemos que:
" P(éxito) = P(obtener uno) = 1/6
1 i P(fracaso) = P(no obtener uno) = 5/6
s~z o1
1 < La probabilidad de obtener dos unos es favorecido por:
1 S
161 {111,111,111}
16 1 g )
i 1 Entonces, . . .
i 16 1 P(obtener 2 unos) = P(111 ) + P(111) + P(111)

= (1/6)(1/6)(5/6) + (1/6)(5/6)(1/6) + (5/6)(1/6)(1/6)
— _J

~"

|_\

=3xP(112)

Es decir, la probabilidad de este experimento binomial, es un multipo de
la probabilidad de un resultado que llamaremos resultado basico. En este
ejemplo el resultado basico es: 111 .

La pregunta que nos falta contestar es: ;cémo surge ese multiplo?

El multipo 3, surge del siguiente hecho:
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Actividad d (Cont)

Elarreglo 111 se puede ordenar de tres maneras distintas:

111
111 \ Pero, estas tres maneras distintas, son las permutaciones de

111 tres objetos (111 ) con dos idénticos (11).
s 3
PR;, = ﬁ =3

Entonces: P(dos unos en tres lanzamientos) =
- I
= PR}, x P(111) =ix[1](lj Sl_3 2 -1
’ 211! (6)\6/)\ 6 216 216
O bien:

P(dos unos en tres lanzamientos) =
- I
:3C2xp(lll)zix(ij(ij(ﬁ]zgxizﬁ
211! \6)\6)\ 6 216 216

2. Sea el experimento que consiste en lanzar un dado cinco veces. ¢Cuél es la probabilidad de
obtener exactamente dos unos?

Solucion

Obtener dos unos en cinco intentos, tiene como resultado basico: 111 1 1

La probabilidad del resultado bésico es: P(111 1 1) = (1/6)(1/6)(5/6)(5/6)(5/6) =5%6°

Pero, como no importa el orden en que aparezcan los unos, debemos multiplicar esta pro-
babilidad por el nUmero de permutaciones de 5 objetos con un grupo de 2 repetidos (11) y
otrode3(111).

Entonces:
P(2 unos en 5 lanzamientos) =

— PR, x P(LLII) = %x(%) (%J (gj (gj@j :le%

Recuerda que el factor 10 que multiplica la probabilidad del resultado basico, puede tam-
bién verse como una combinacion de 5 objetos tomados 2 a la vez.

P(2 unos en 5 lanzamientos) =

— 51 (1\(1)(5)(5)5 5°
-scorpa e S 2N E N E e
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Actividad @ b

Vuelve a considerar el experimento que consiste en lanzar un dado cinco veces.

a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “obtener
exactamente dos unos.
b) Determina la probabilidad de obtener exactamente tres cincos.

OBTENCION DE LA FUNCION DE PROBABILIDAD BINOMIAL
(MODELO MATEMATICO)

A continuacion desarrollaremos el modelo matematico de una distribucion
binomial. EI modelo esté basado en las siguientes consideraciones:

* En los problemas de probabilidad binomial, estamos interesados en la
probabilidad de obtener “x éxitos en n intentos”.

En otras palabras: “x éxito y
n - x fracasos en n intentos”

n intentos (muestra de tamafio n)

r N\
L — | 1
X exitos n - x fracasos

* Hay un nimero fijo de intentos (etapas o repeticiones) del experimento,
y la probabilidad de éxito es la misma para cada intento.

« Llamaremos p a la probabilidad de un eéxitoy g = 1 - p la probabilidad
de un fracaso.

« La probabilidad de obtener x éxitos y n - x fracasos en algun orden es-
pecifico (resultado bésico) es:
P(obtener x éxitosen  _ « (1-p)™"
un orden especifico)

« Para considerar todas las posibles maneras en que puede darse el resul-
tado basico, multiplicamos la probabilidad de éste, por un factor, que
indica el nimero de maneras en que se puede ordenar dicho resultado
bésico.

» Lamaneraen que se pueden colocar sin importar el orden, un resultado
que en n intentos tiene x éxitos y n - x fracasos, es:

ee ..e fff..f PR" - n!
S— Xn=x 7 |
X exI1tos  n - x fracasos X ( n-— X) :
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Ejemplo

Esto ultimo, equivale a la manera en que se pueden tomar x lugares de n
disponibles; esto, representa una combinacion de n objetos tomados x a la
Vez:
n!
an =
x!I(n—x)!

» Por tanto, la probabilidad de obtener x éxitos en n intentos indepen-
dientes es:
X n!

POO= PR P* (= P) T = P (L= p) =i P (- P)

Parax=0,1, 2, ...0n.

Segun encuesta realizada por el Sindicato Nacional de Trabajadores de la
Educacién (SNTE), 1/3 de los estudiantes de nivel secundaria, se sienten
inseguros dentro de su escuela. Si elegimos al azar a 5 estudiantes de se-
cundaria, determina la probabilidad que entre los 5, sientan inseguridad:
a) 0 b)1 c)2 d)3 e)4 f)5

Solucidn

Descripcion del experimento: el experimento consiste en 5 intentos o re-
peticiones independientes; por tanto, n = 5. Si llamamos éxito al resultado
“siente inseguridad”, entonces, la probabilidad de éxito para cada intento
que consiste en preguntar a un estudiante sobre su sentimiento de inseguri-
dad es, p = 1/3,y se considera siempre la misma. La probabilidad de que
no se sienta inseguridades:q=1-p=1-1/3=2/3.

Solucion del incisoa): n=5,x=0,n-x=5

| 0 5
p(o):ﬁr-(lj (3} :1.1.( 32 jzizo.m?
or51(3) (3 243) " 243

Por tanto, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria,
elegidos al azar, ninguno sienta inseguridad es 0.1317

Solucién del inciso b): n=5,x=1,n-x=4

| 1 4
P(L) = &(1) (3) :5.3.[16}&:0.3292
al3)\3) T3\ 81) " 243

Asi, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria, elegidos
al azar, exactamente uno sienta inseguridad es 0.3292
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Ejemplo
(Cont.)

Solucion del incisoc):n=5,x=2,n-x=3
| 2 3
P2 = (1] 2] —10[ L][ )-89 _ 0300
213113/ \ 3 9)\27) 243

Asi, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria, elegidos
al azar, exactamente dos sientan inseguridad es 0.3292

Solucién del incisod): n=5,x=3,n-x=2
| 3 2
0= £5(1(2) <10 2)(4)- 22 o616
312113/ \ 3 27 )\9) 243

Por tanto, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria,
elegidos al azar, exactamente tres sientan inseguridad es 0.1646

Solucion del incisoe):n=5x=4,n-x=1
I 4 1
ey - EL(L)'(2) Ls[LY(2)_10 g0,
4111 3) \ 3 81/)\3) 243

Por tanto, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria,
elegidos al azar, exactamente cuatro sientan inseguridad es 0.0412

Solucion del inciso f): n=5,x=5,n-x=0

P(5) = _&(EJ (gj = 1(ij(l) _ 1 0.0041
SI0N3) \ 3 243 243

Por tanto, la probabilidad de que entre cinco estudiantes de secundaria,
elegidos al azar, exactamente cinco sientan inseguridad es 0.0041

Puesto que hemos calculado las probabilidades para cada uno de los valo-
res posibles de la variable aleatoria, a saber: x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, podemos
trazar el histograma de la distribucion. Observa la figura y contesta: ;qué
forma tiene el histograma?

p
80/243
70/243 |
50/243 |
30/243 4
10/243 r _l_l_

0 1 23 4 5y
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Actividad C

Considera los siguientes experimentos y la variable aleatoria indicada:
1) Tres lanzamientos de un dado balanceado. Determina la probabilidad que entre los 3 lanza-
mientos aparezcan 0, 1, 2 6 3 veces la cara con tres puntos. Traza el histograma.
a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “obte-
ner exactamente dos unos.
b) Determina la probabilidad de obtener exactamente tres cincos.
2) Cuatro lanzamientos de una moneda balanceada. Determina la probabilidad que entre los 4
lanzamientos aparezcan 0, 1, 2, 3 6 4 veces la cara con aguila. Traza el histograma.
a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “obtener
exactamente dos unos.
b) Determina la probabilidad de obtener exactamente tres cincos.

FORMA DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL.

p

80/243
70/243 |
50/243 ]
30/243 -

10/243 -

Los resultados de la actividad (4.3 ¢), te permiten confirmar la siguiente
afirmacion: una distribucidon binomial puede ser simétrica o sesgada. Siem-
pre que p sea igual a 0.5, la distribucion binomial sera simétricas. Sin em-
bargo, cuando p sea diferente de cero, la distribucion sera sesgada.

p
Experimento que consiste 6/16 -
en elegir 5 estudiantes e
. : ) - 5/16
investigar cuantos sienten
inseguridad en su escuela. 4/16
3/16

2116
r 1/16

0 1 2 3 4 5
X: nimero de estudiantes que se sienten
inseguros.

Distribucion binomial con p = 1/3. (Ses-
gada a la derecha)

Lo

Experimento que consiste
en lanzar 4 veces una mo-
neda y observar cuantas
caras muestran aguila.

01 2 3 4
X: ndmero de aguilas.
Distribucion binomial con p = 1/2.

(Simétrica)

LA MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL

Recuerda que la media y la desviacion estdndar, ayudan a describir una distri-
bucion. A continuacion estableceremos las formulas para calcular la media y la
desviacion estandar de una distribucion binomial. Para que cuentes con un apoyo
para el entendimiento de dichas férmulas, utilizaremos el siguiente experimento:
Un matrimonio desea procrear cuatro hijos. Asumiendo que existe la misma pro-
babilidad de que nazca nifio o nifia en cada nacimiento, realiza lo indicado para la

variable aleatoria “ntmero de nifios”:

a) Construye la distribucion de probabilidad

b) Calcula la media y desviacion estandar.
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Descripcion del experimento: el experimento consiste en 4 intentos o re-
peticiones independientes; por tanto, n = 4. Si llamamos éxito al resultado
“nace nifio”, entonces, la probabilidad de éxito para cada intento que con-
siste en verificar el sexo de cada bebé es, p = 1/2, y se considera siempre
la misma. La probabilidad de que no sea nifio es:
g=1-p=1-12=1/2.

Probabilidad de tener:

0 nifos: P(0) :-&(1 0(1)4 :1.1.( 1 j:i
0141\ 2) (2 16) 16
1 nifio: P(1) é(lj 1}3 :4.(3 (Ej:i
13N 2)\2 2)\8) 16
2 nifios: P(2) =4é”_(1 (Ej _ .(E)(E)zi
212112 ) (2 4 16
3 nifios: P(3) = él(lf (ET - 4[1]
3nnz2)\2 8

4 nifios: P(4) :21%(%)4 [%JO :1-(116j(1):

Distribucion de probabilidad:

X p(x)

6/16
4/16
6/16
4/16
1/16

A~ wWNPFE O

Calculo de la media:
w1 =E(X)=2xp(x)

:Ox(ij+1x(ij+2x(£)+3x(i)+4x(i)
16 16 16 16 16
=2

Con base en este resultado, haremos las siguientes observaciones:

« El experimento consiste en cuatro etapas: n = 4.

« Laprobabilidad de éxito en cada etapa es: p = 1/2 y de fracaso es:
q=1/2.

« El valor de la media puede escribirse:

1
:40—:no :2
H=55 P

218




Ejercicio

1.

En general, se cumple que:

La media de una distribucion binomial es
p=n-p

Calculemos ahora, la desviacion estandar de la distribucion anterior:

o® = (x—p) +p(x)

=(0—2)2XK%}L(LZ)ZX(%}F(Z—Z)Zx(%)+(3—2)zx(%)+(4_2)zx[%j

RBROREMEIE

1

o= \/i =1
Observa que:
eoo
2)\ 2
= e poq

En general, este resultado siempre es valido.

La desviacién estandar de una distribucion binomial es:

c=Jn-pag=/ n-p(-p)

La probabilidad de que una persona lea un volante que se le entrega en la via pablica es 0.4.
Supongamos que el volante se entregd a tres personas, cuyas decsisones de leerlo son inde-
pendientes. a) Construya la distribucion de probabilidades binomial del nimero de personas
que estaran dispuestas a leer el volante. b) Calcule la media y desviacion estandar. c) Descri-
ba la distribucion obtenida. d) ¢Cual es la probabilidad de que al menos 2 personas lean el
volante?

En una caseta revision fitosanitaria, la probabilidad de que un automévil lleve frutas es de
0.01 y el que un automovil lleve o no frutas no depende de que cualquier otro automovil la
lleve. ;Cudl es la probabilidad de que no se encuentren frutas en una revision de 1000 auto-
moviles?

Se sabe que si tanto la mama como el papa son zurdos, el 50% de sus hijos también lo sera.
¢Cual es la probabildad de que en diez familias en las que ambos papas son zurdos, haya al
menos un hijo zurdo?
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Leccidn @ Distribucién de probabilidad normal

Objetivos: Entender que una curva normal es una curva en forma de campana, con

area total bajo la curva igual a 1.

Entender que la curva normal es simétrica alrededor de la media, con un
area de 0.5000 en cada lado de la media.

Entender la relacion entre la regla empirica y la curva normal.

Entender y ser capaz de utilizar la tabla de areas de distribucion normal

estandar.

Calcular probabilidades para intervalos definidos en la distribucion.

Determinar valores z para intervalos correspondientes en la distribucion
normal estandar.
Aplicar la distribucion normal en situaciones diversas.

Actividad @ d

Qué hacer

41 46
57 58
64 64
68 68
75 78

« Consideremos los siguientes datos:
Se ha anotado el peso en kilogramos de 40 estudiantes de una escuela.

46 46
58 58
65 65
69 69
78 80

o1
59
66
72

Intervalos f fr
41,51) 4 0.100
[51,61) 11 0.275
[61,71) 16 | 0400
[71,81) 9 0.225

Total 40 1.000

En tu curso de estadistica estudiaste el concepto curva de frecuencia. Puesto que este con-
cepto es importante para el tema que nos ocupa, a continuacion deberas estudiar con mucha
atencion la forma en que se genera una curva de frecuencias.

o1 52 54 54
60 61 61 61
67 67 67 68
72 73 74 75

+ Siagrupamos los datos de 10 en 10 kg obtenemos la siguiente distribucion de frecuencias
con su histograma y poligono de frecuencias asociado.

0.4

0.3

0.2

0.1
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Actividad d (cont)

 Si agrupamos los datos de 5 en 5 kg obtenemos la siguiente distribucion de frecuencias
con su histograma y poligono de frecuencias asociado.

Intervalos f fr

[41,46) 1 0.025

[46,51) 3 0.075

[51,56) 5 0.125

[56,61) 6 0.150 0.25
[61,66) 7 0.175 0.20
[66,71) 9 0.225 0.15
[71,76) 6 0.150 8%2
[76,81) 3 0.075 '
Total 40 1.000

+  Si se hace el mismo estudio para todos los individuos de un pais y agrupamos los datos
aproximados por los decigramos y centigramos obtenemos un poligono de frecuencias
que se aproxima a una curva que se llama curva de frecuencias.

Como ya lo hemos mencionado, las curvas de frecuencias méas comunes son la simétrica
(normal) y las sesgadas (a la derecha o a la izquierda). La curva de frecuencia anterior es una
curva de frecuencias normal, acampanada o gaussiana. En las paginas siguientes, estudiaremos
los aspectos basicos de esta curva.
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INTRODUCCION A LAS DISTRIBUCIONES CONTINUAS

Al representar una distribucién de probabilidad discreta mediante un histograma,
la probabilidad de un valor cualquiera de la variable aleatoria, viene dado por la
altura del rectangulo correspondiente.

Por ejemplo, sea el histograma adjun-

to que corresponde al experimento que P

consiste en lanzar 4 veces unamoneday  6/16 —
observar cuantas caras muestran aguila. 516
La probabilidad de x = 2, puede obser-
varse que es 6/16. Sin embargo, si con-
sideramos que la base del rectangulo es
una unidad, la probabilidad también pue-  2/16
de leerse como el area del rectangulo: en 1,16 -
el ejemplo seria un rectangulo cuya base i |_

tiene por limites 2.5y 3.5 0 1 2 3 4
X: namero de aguilas.

4/16 |
3/16

P(3) = area del rectangulo
= base por altura p
-, 1 1 6/16 ——

Ix—=—
16 16 5/16
4/16
3/16 6/16
2/16
1/16

1
Al trabajar con probabilidades relacionadas con variables aleatorias continuas, el
lugar de los histogramas lo ocupan las curvas continuas. En este caso, las probabi-
lidades también se representan por medio de areas, pero no de areas de rectangu-
los, sino de areas bajo curvas continuas.

En la figura, la probabilidad de que la variable tome un valor de 2.5 a 3.5, por
ejemplo, viene dada por el area de la zona coloreada que se haya debajo de la
curva. Aprender a calcular estas probabilidades, es uno de los objetivos inmediatos
en este curso.
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL

Existe una cantidad muy diversa de distribuciones continuas. Sin embar-
go, la méas importante es la Ilamada distribucion normal. En la actividad
(4.4 a), se analizo la variable peso y se obtuvo un histograma aproxima-
damente simétrico en forma de monticulo o de campana. Se ha verificado
que para poblaciones grandes, la distribucion de la variable aleatoria peso,
siempre es en forma de campana. Estas distribuciones se denominan nor-
males, acampanadas o0 gaussianas. Son muchas las variables cuyo compor-
tamiento presenta esta forma; por ejemplo, estaturas, pesos, calificaciones,
entre muchas otras.

Curva normal, acampana-
da o gaussiana

La funcion de probabilidad (formula matematica) de esta curva es:

Y.
£(x) = Gj_ e_;(f’#j

2r Para —oo < X < oo, donde e es el nimero irra-

cional 2.71828...
Para valores fijos de ¢ y o, nos queda una expresion en funcion de x. Al
asignar valores a x, podemos calcular los valores respectivos de la funcion.
Al graficar los pares coordenados, obtenemos la curva ya mecionada en
forma de campana, simétrica con respecto a una recta vertical que pasa por
su centro (media) y que se extiende indefinidamente en ambas direcciones.

Una caracteristica importante de estas curvas normales, es que para cada par
de valores u y o, hay unay solo una distribucion normal.
n=2 0=1

n=2 0=1 n=5 o=1

n=2,6=2

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Dos curvas normales con me- Dos curvas normales con me-
dias iguales pero desviaciones dias distintas pero desviaciones
estandar diferentes. estandar iguales.
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REGLA EMPIRICA

Una tarea clave que debemos hacer con las distribuciones normales, es calcu-
lar las areas que se hallan bajo sus curvas. Para este propdsito, debemos tener
en cuenta algunas propiedades. Una de estas propiedades es la siguiente: Las
curvas normales, tienen la misma proporcion de area limitada por la curva y
segmentos verticales ubicados a un mismo namero de desviaciones estandar.

2, o=1

T T 1 1 i :; —16 +1G
u-lo / \Nu+lo H 4 A

La denominada regla empirica, establece estas proprociones para las si-
guientes regiones:

Para cualquier distribucion normal:
» elareaentre 4 - o y u + o esaproximadamente el 68% del area total.

* elareaentre 4 -20 y u + 2o es aproximadamente el 95% del area
total.

» eléareaentre 4 -30 y u + 3o esaproximadamente el 99.7% del area
total.

A

u-30 u-20cu-o Y2 UtOo u+2c u+3c

>
>

Tedricamente, las colas de la curva nunca tocan el eje de las abscisas, sino
que se extienden infinitamente en ambas direcciones.
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Actividad @.4) b

Con base en la regla empirica, contesta:

a. ¢Qué proporcion de una distribucién normal es mayor que la media?

b. ¢Qué proporcion de una distribucién normal estd a menos de una desviacion estan-
dar de la media?

c. ¢Qué proporcidn es mayor que un valor que esta a una desviacion estandar por abajo
de la media?

La regla empirica es una herramienta que resulta Gtil inicamente en aque-
llos casos en que se requieran encontrar probabilidades asociadas sélo con
multipos de niUmeros enteros de la desviacion estandar (a menos de una, dos
0 tres desviaciones estandar de la media). En consecuencia, nuestra proxima
tarea es calcular las areas que se hallan bajo sus curvas para cualesquier
numero (entero o decimal) de desviaciones estandar.

Hallar areas bajo curvas a partir de su formula matematica, corresponde
a la rama de la matematica denominada célculo integral, por lo que no es
materia de estudio en este curso. En la practica estadistica dichas areas se
obtienen a partir de tablas. Ahora bien, puesto que para cada par de valores
de u# y o, habra una curva normal, existen muchas distribuciones norma-
les, y tendriamos que elaborar infinidad de tablas. Sin embargo, esto ultimo
no serd necesario; lo Unico que necesitamos es tabular estas areas para la
distribucion normal con g =0 y o = 1. Este hecho, descansa en dos con-
ceptos: puntuacion o valores z y distribucion normal estandar.

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

La distribucién normal estandar, es aquella distribucién con
u=0yo =1

VALOR O PUNTUACION Z

Para comprender el significado del valor z, estudia atentamente las siguien-
tes cuestiones:

1. Laregla empirica nos proporciona areas comprendidas entre la curva 'y
dos segmentos determinados por un numero de desviaciones estandar
antes y después de la media. Ese nimero de desviaciones se llama valor
z. Entonces, cada valor x puede escribirse como: x=u +zo
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Asi pues, la regla empirica también puede plantearse como:
« elareaentrez=-1,z=1y lacurva, es de 68%.

« eléareaentrez=-2,z=2y lacurva, es de 98%.

« eléareaentrez=-3, z=3y lacurva, es de 99.7%.

.
H

99i7%

A

95%0
. *__6®@__*' :

| | | | 1
u-30 pu-20u-lo 7 Uu+t+louy+2c u+3c0

' Voo y

72=-3 71=-2 z=-1 z=1 1=2 z=3

En el caso de una distribucion normal estandar, puesto que 4 = 0y o=
1, la expresion x = u + z o, Se convierte en:

x=0+2z(1)=z

Por esta razon, a la distribucion normal estandar también se le conoce como
la distribucion normal de la variable z. A continuacién se prsenta la tabla
denominada: Area de la distribucién normal estandar.

Los valores de esta tabla son las probabilidades de que una variable aleato-
ria que tiene la distribucion normal estandar, tome un valor entre 0 y z; la
probabilidad esta representada por el area coloreada bajo la curva de la figu-
ra siguiente. Las areas para valores negativos de z se obtienen por simetria.

y
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TABLAI:
Avrea de la distribucion normal estandar

000 001 002 003 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.0000 0.0040 0.0080
0.0398 0.0438 0.0478
0.0793 0.0832 0.0871
0.1179 0.1217 0.1255
0.1554 0.1591 0.1628

0.0160 0.0199

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.1915 0.1950 0.1985
0.2257 0.2291 0.2324
0.2580 0.2611 0.2642
0.2881 0.2910 0.2939
0.3159 0.3186 0.3212

1.0
11
1.2
13
1.4

0.3413 0.3438 0.3461
0.3643 0.3665 0.3686
0.3849 0.3869 0.3888
0.4032 0.4049 0.4066
0.4192 0.4207 0.4222

15
1.6
1.7
1.8
1.9

0.4332 0.4345 0.4357
0.4452 0.4463 0.4474
0.4554 0.4564 0.4573
0.4641 0.4649 0.4656
0.4713 0.4719 0.4726

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4

0.4772 0.4778 0.4783
0.4821 0.4826 0.4830
0.4861 0.4864 0.4868
0.4893 0.4896 0.4898
0.4918 0.4920 0.4922

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

0.4938 0.4940 0.4941
0.4953 0.4955 0.4956
0.4965 0.4966 0.4967
0.4974 0.4975 0.4976
0.4981 0.4982 0.4982

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

0.4987 0.4987 0.4987
0.4990 0.4991 0.4991
0.4993 0.4993 0.4994
0.4995 0.4995 0.4995
0.4997 0.4997 0.4997

Sib
3.6
3.7
4.0
4.5
5.0

0.4998 0.4998 0.4998
0.4998 0.4998 0.4999
0.4999

0.49997

0.499997

0.4999997

0.4998 0.4998
0.4999 0.4999
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CALCULO DE PROBABILIDADES UTILIZANDO LA CURVA NORMAL ESTANDAR

Ejemplo 1

La tabla de areas bajo la curva normal estandar, se utiliza para calcular
areas bajo cualquier curva normal. Este célculo se basa en las siguientes
consideraciones:

1. Es importante entender que en el calculo de areas bajo la curva, no se
trabaja con valores x, sino con valores z; el acceso a la tabla es con va-
lores z.

2. Debido a que la tabla estandar utiliza valores z, debemos convertir los
valores x en valores z. Esto se llama estandarizar los valores x. La estan-
darizacion se hace aplicando la formula:

X=u+tio

Despejando z:

El &rea bajo toda la curva normal es igual al.

La media divide el area a la mitad, 0.5 a cada lado.

Para valores negativos de z, el area se determina por simetria.

En la tabla | se enumeran todas las posibles areas en los intervalos que
empiezan en la media (localizada en z = 0.0000) y terminan en un valor
especifico de z.

7. Las probabilidades (areas) de otros intervalos se encuentran usando los
elementos de la tabla y aplicando operaciones de suma y resta, segun las
propiedades de la curva normal.

o oA W

Encuentra el area bajo la curva normal estandar entrez=0y z=1.43

Solucion

>

N + ’ |
T T T T I | T
z=0 z=1.43

Este es un caso de respuesta directa. El valor de z se localiza en el margen
de la tabla, con las unidades y el digito de los décimos escritos en el lado
izquierdo y la cifra de los centécimos escrita a lo largo del margen superior.
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Ejemplo 1
(Cont.)

21000 0.0L o002 fooa 1 Para z = 1.43, se localizan el renglon
identificado como 1.4 y la columna
identificada como 0.03; en su inter-
seccion se encuentra 0.4236. Este
valor representa la medida del area o
probabilidad para el intervalo
z=0.000az=1.43.

14 0.4236]...

Por tanto, P(0.000 < z <1.43) = 0.4236.

Actividad C

a. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entrez=0y z = 2.2.
b. Encuentra el &rea bajo la curva normal estandar entre z=0y z = 1.83.
c. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0y z = 0.43.
d. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0y z = 3.48.
e. ¢Cual es el valor z correspondiente a un area de 0.4738?
Ejemplo 2 | Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la derecha de z = 1.40.

Solucidén

A

720 z=140

La tabla no proporciona directamente el area pedida.El area dada por la tabla,
eslaquevadez=0.00az=140.

3

z=0 Iz:|1.40|

Para determinar el area a la derecha de z = 1.42 tomamaos en cuenta que ““toda
el area a la derecha de la media es igual a 0.5000.
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Entonces, para encontrar el area pedida,
se resta 0.4192 de 0.5000.

P(z > 1.40) = 0.5000 - 0.4192 = 0.0808 0.5000

Area pedida

Actividad @.4)d

a. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la derecha de z = 2.32.
b. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la derecha de z = 0.40.
c. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la derecha de z = 0.08.
d. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la derecha de z = 3.20.

Ejemplo 3| Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = 1.40.

Solucion
ﬂ\ L 5
T I 1 T T |

T
z=1.40

Ya sabemos que la tabla proporciona el area de z=0.00 a z = 1.40.

f
z=1.40

Para determinar el area a la izquierda de z = 1.40 tomamos en cuenta que
“toda el area a la izquierda de la media es igual a 0.5000”.

Entonces, para encontrar el area pedida, se suma 0.4192 de 0.5000.
Por tanto, P(z < 1.40) = 0.5000 + 0.4192 = 0.9192.
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Actividad e

oo o

Ejemplo 4 | Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0y z = -2.43.

Solucion

2=-243 120

valor de z pero positivo.

2=-243 7=0

Encuentra el area bajo la curva normal estdndar a la izquierda de z = 2.32.
Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = 0.40.
Encuentra el area bajo la curva normal estdndar a la izquierda de z = 0.08.
Encuentra el area bajo la curva normal estdndar a la izquierda de z = 3.20.

Debido a la simetria, la determinacion de las probabilidades asociadas con
valores por abajo (a la izquierda) de la media, el area entre la media y un valor
negativo de z, es exactamente la misma que el area entre la media y el mismo

Area que se pide Area proporcionada
por la tabla
Por simetria
04821 ————

7=-243 7=2.43
Por tanto, P(-2.43 <z < 0) = 0.4925. iguales por simetria

Actividad f

a. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0y z = -2.43.
b. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z= 0y z = -0.40.
c. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z =0y z = -0.08.
d. Encuentra el &rea bajo la curva normal estandar entrez=0y z = -3.20

231




Ejemplo 5 | Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = —1.25.

Vi

z=-1.25
En estos casos, debemos tener en cuenta que la tabla proporciona el area de
z=0az=1.25, lacual sera igual por simetria al area que va de
z=0az=-125.

Solucion

Area que se pide

VA

z=-1.25

%i

z——125 z—125

Area que se pide = 0.5000 - 0.3944 = 0.1056

M Por tanto, P( z < - 1.25) = 0.1056.

z—fl 25

Actividad g

a. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = -2.43.
b. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = -0.40.
c. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = -0.08.
d. Encuentra el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de z = -3.20

2eY)




Ejemplo 6 Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=-1.38 y z = 2.10

/BAr{'qie se pide
. | L

7=1.38 " 7=210

Solucion

Areas proporcionadas por la tabla:

M 0.4162 | 0.4162

7=2.10 72138 7=138

v

4162| 0.4821 Area pedida = 0.4162 + 0.4821 = 0.8983.

»

7=138 7=2.10

Por tanto, P(-1.38 <z < 2.10) = 0.8983.

Actividad 4.4) h

a. Encuentra el &rea bajo la curva normal estandar entre z = -1.26 y z = 2.15.
b. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=-2.00 y z = 1.34.
c. Encuentra el &rea bajo la curva normal estandar entre z = -1.47 y z = 1.05.
d. Encuentra el area bajo la curva normal estdndar entre z=-3.20 y z = 3.20
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Ejemplo 7

Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0.85y z = 1.95
Solucién

Area que se pide

=085 =195 7085 151095

l Areas proporcionadas por la tabla

0.3023

I
T —

\

ot

720 z=085 72085 z=19

Area que se pide = 0.4744 — 0..3023 = 0.1721

=085 z=195

Por tanto, P( 0.85< z < 1.95) = 0.1721.

Actividad i

a. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=1.26 y z = 2.15.
b. Encuentra el &rea bajo la curva normal estandar entre z=1.34y z = 2.00
c. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=1.05yz = 1.47.
d. Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=0.89y z = 3.20
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APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION NORMAL
Una vez dominada la capacidad de calcular areas bajo curva normal estandar,
estamos en posibilidades de aplicar esta metodologia a todas las distribuciones
normales. La clave esta en entender tres cuestiones:

1.

3.

Ejemplo 1

La informacidn asociada con una distribucion estara en términos de valores x
0 probabilidades.

Para usar la tabla de areas de una distribucién normal estandar, debemos usar
valores estandarizados z. En otras palabras, para poder utilizar la tabla que
contiene las respuesta que se busca, debemos transformar la informacion dada
(valores x), en valores z.

El valor estandarizado, z, se calcula mediante la formula:

X—u
O

La estatura media de 1300 estudiantes de preparatoria es de 168 cm y la
desviacidn estandar de 10 cm. si las estaturas se distribuyen normalmente, a)
Calcula la probabilidad de que un alumno elegido al azar mida méas de 175
cm. b) ¢Cuantos alumnos se puede esperar que midan mas de 175 cm?

=

Solucion

H=|||||||||||||||||||||||||||||||||===X

u =168

Sea X la estatura.

a) Se desea determinar la probabilidad de que un estudiante tenga una esta-
tura mayor que 175 cm.

Para obtener esta probabilidad de-
bemos encontrar el area coloreada
en la figura.

Ahora, para poder utilizar la tabla
de areas de la distribucion normal
estandar, debemos estandarizar el | .

W=168 x=175
f | T | 7
valor de x = 175. 3 2 1 0 o+ 42 +3

175 en unidades estandar: ,_ X—# _175-168 .
o 10

Recuerda que en este caso, primero determinamos la probabilidad de que la
estatura se encuentre enre z =0y z = 0.7, y enseguida restamos este valor a
0.5
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A Do - H&o\
X 3! -2I ]I_ 0 ; I > Z ?I. -2I i 0 +I1 +I2 +:; > Z

l

3

w=168 x=175 oo
z=0.7

| 1 ! | | ] Ry

-3 -2 -1 d +1 +2 3

Entonces, la probabilidad de que un estudiante elegido al azar tenga una

estatura mayor que 175 cm es de 0.500 - 0.258 = 0.242.

b) ¢Cuéntos alumnos se puede esperar que midan mas de 175 cm? Puesto
que son 1300 estudiantes se espera que (1300)(0.242) = 314.6 6 315
estudiantes midan mas de 175 cm.

Actividad j

Con referencia al ejemplo 1 obtener la probabilidad de que la estatura del estudiante elegido
se encuentre:

a) entre 150 cm y 170 cm.

b) sea menor que 160 cm.

C) sea mayor que 180.

Ejemplo 2 | Un estudiante de preparatoria entra a la escuela a las 7:00 am y hace un pro-
medio de 15 minutos desde que sale de su casa hasta que llega a su escuela,
con una desviacion estandar de 4 minutos. supdngase que la distribucion de
los tiempos de viaje es aproximadamente normal. Si siempre sale de su casa
a las 6:50 a. m., ¢qué porcentaje de las veces llegara tarde?

Soluciodn

Sea x la variable aleatoria que denota el tiempo (en minutos) empleado por
el estudiante, desde que sale de su casa hasta el momento en que entra a
su escuela.

Por la hora en que el estudiante sale de su casa, le quedan 10 minutos antes
de registrar retardo. Por tanto, nuestro problema cambia a: “;cuél es la
probabilidad de que el estudiante emplee mas de 10 minutos para llegar a
la escuela?”.
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Ejemplo 2 | Por tanto, requerimos de la probabilidad dada por el area coloreada en la
(Cont) figura:
2 3 45 6 78 910111213 14 151617 18 19 20 21 2223 24 25 26 27 28
]
-3 -2 -1 0 +1 +2 43
10 en unidades estandar: Xx—pu 10-15
= = =-1.25
o
Para obtener esta probabilidad de-
bemos encontrar el area coloreada
en la figura.
— 0.3944 | 0.3944 + 0.5000
5 6 723:9_1iI121512 13 14 15 1617 18 19 20 21 2223 24 25 26 27 28 -3 122:712;5 'D Z:;71.25 ; 3 3 2' ]' D' 1 '

Ejercicio

1.

Entonces, la probabilidad de que el estudiante llege tarde a la escuela es de
0.3944 + 0.5000 = 0.8944.

Los ingresos de una pequefia empresa para el préximo afio, se consideran que son va-
lores de una variable aleatoria normal con media de $500,000.00 y desviacion estandar
de $20,000.00. Determina la probabilidad de que:

a. Los ingresos se encuentren entre $525,000.00 y $550,000.00.

b. Los ingresos excedan a $560,000.00.

La media de los pesos de 500 estudiantes de una escuela es 75 kg con una desviacion
estandar de 7.5 kg. Suponiendo que los pesos se distribuyen normalmente, hallar cuan-
tos estudiantes pesan (a) entre 60 y 80 kg. (b) mas de 90 kg.

El tiempo necesario para que una ambulancia llegue a un estadio de futbol se distribuye
segun una variable normal de media 25 minutos y desviacion estandar 4 minutos. Cal-
cula la probabilidad de que el tiempo de llegada esté comprendido entre 20 minutos y
30 minutos.
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AUTOEVALUACION IV

¢Qué diferencias existen entre la distribucion de probabilidad binomial y la normal?

La probabilidad de que una pieza de repuesto sea defectuosa es 0.3 y el hecho de que
una pieza sea 0 no defectuosa es independiente de lo que se pueda decir de cualquier
otra pieza. hallar la probabilidad de que en una muestra de 5 piezas:

a) Se encuentren exactamente 3 defectuosas.

b) Ninguna defectuosa.

c) Al menos cuatro defectuosas.

Si una moneda se lanza seis veces, ¢cuél es la probabilidad de obtener al menos 5 agui-
las?

Un examen de opcidon multiple consiste de 10 preguntas con cuatro posibles respuestas
para cada pregunta. Si un estudiante contesta al azar encuentra las probabilidades de
que:

a) Obtenga exactamente tres respuestas correctas;

b) No obtenga ninguna respuesta correcta;

c) Alo sumo obtenga cuatro respuestas correctas.

En una operacion de llenado de latas, el peso de llenado estd normalmente distribuido
con una media de 21.3 onzas y una desviacion estandar de 0.50. La etiqueta en la lata
anuncia que el peso del llenado es 20 onzas. ;Qué porcentaje de las latas contendran
menos de este peso especificado?

En un examen final de matematicas las calificaciones estan distribuidas normalmente
con una media de 68 y una esviacion estandar 13. Si se elige un estudiante examinado,
a) ¢Cual es la probabilidad de que haya obtenido ariba de 80?

b) ¢Cuél es la probabilidad de que haya obtenido menos de 60?

La media de los didametros interiores de una tuerca es 0.502 pulgadas y la desviacion es-
tandar 0.005 pulgadas. El prop6sito para el que se destinan estas tuercas permite una to-
lerancia méxima de en el diametro de 0.496 a 0.508 pulgadas, de otro modo las tuercas
se consideran defectuosas. Determinar el porcentaje de tuercas defectuosas producido
por la méaquina, suponiendo que los didmetros se distribuyen normalmente.
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Presentacion

Este libro, fue escrito para utilizarse en la asignatura de PROBABILIDAD Qe  Se cursa
en el sexto semestre de bachillerato plan 2009 de la Universidad Auténoma de
Sinaloa.

Su principal caracteristica esté en el énfasis ge se h ce en el uso de representa-
ciones visuales al solucionar problemas de probabilidad. En este sentido, uno de sus
principales objetivos es promover que los estudiantes usen de manera espontanea tales
representaciones visuales mientras resuelven problemas de probabilidad o cuando
estan explorando o desarrollando algin concepto. Basicamente son tres las repre-
sentaciones usadas: listado de resultados, diagramas de arbol y diagramas de Venn.

La evidencia aportada por la investigacion didactica en probabilidad, sugiere que
la visualizacion juega un rol importante en la manera como los expertos resuelven
problemas de probabilidad (y en general problemas matematicos). Las representa-
ciones visuales se convierten en un fuerte apoyo de la memoria, facilitan la aten-
cién y comunicacion, el registro de informacion, y facilitan el descubrimiento y las
inferencias. En suma, el uso de representaciones lleva a una comprension total del
problema y a un incremento en la profundizacion del proceso implicado.

El uso de representaciones visuales, nos ha permitido plantear en este libro, una
estrategia de ensefianza desde una perspectiva constructivista, donde se busca que
el alumno a través de un intenso trabajo en el estudio de ejemplos y la solucion de
problemas, adquiera una so6lida base, antes y como preparacion para la introduccion
y el trabajo con féormulas, de modo que se tenga mas posibilidades de lograr un
aprendizaje significativo. En otras palabras, a través del estudio bajo esta propuesta
de trabajo, el alumno podra resolver practicamente cualquier problema basico de
probabilidad, sin una necesidad obligada de utilizar formulas.

Sin embargo, no debemos perder de vista, que uno de los propdsitos centrales
en el estudio de las matematicas, es el proceso mismo de abstraccion. De lo que se
trata, es de evitar presentar al estudiante un objeto abstracto ya construido, sin una
comprension de las ideas basicas implicitas. En palabras de Miguel de Guzman: «La
matematica est4 muy lejos de ser una coleccion de recetas. La matematica es un
ejercicio de la imaginacion y del p nsamiento. La ap icacion de una rutina, de una
formula, sélo tiene sentido, dentro de la matematica, si va acompada  de otras
estrategias del p nsamiento». O en palabras de Stewart: «g 6rmula? gi én se
preocupa por las formulas? Las formulas estan en la superficie de las matematicas
no en la esencia»

La presente propuesta metodoldgica para estudiar probabilidad, también con-
templa un nuevo orden en el tratamiento de los contenidos. Se plantean cuatro




bloques: conceptualizacion del azar, estudio de los sucesos compuestos, estudio de
los experimentos compuestos, y estudio de las distribuciones de probabilidad. A su
vez, el primero y segundo bloque constituyen el conocimiento conceptual basico de
la probabilidad, y, el tercero y cuarto el estudio de los experimentos compuestos.
Esto ultimo, significa, que debido al enfoque didactico utilizado, el estudio de las
distribuciones es simplemente una extension de los experimentos compuestos: es la
llegada a modelos probabilisticos abstractos. En otras palabras, un alumno(a) que
domine la unidad tres, no tendra ninguna dificultad para abordar el estudio de las
distribuciones.

Con respecto al uso del libro en el salon de clase, asumimos que un libro de texto,
es un instrumento de ensefianza para el profesor y un instrumento de aprendizaje
para el alumno. El libro de texto debe estar disefiado de tal manera que fomente el
trabajo independiente de los alumnos(as).

Holmes plantea que «la p or manera de enseér es hb ar, y la mejor manera
de ap ender es hc er»

En esta idea, debemos tener muy en cuenta que: «en el proceso docente-educativo
el p ofesor deb enseér lo esencial, lo fundamental. Exp icar age llos asp ctos
Bs icos de los cuales se pe den deducir todo un conjunto de elementos derivados,
secundariosge nodeb n,pr logeneral serexp icados, pr age losalumnos (as),
los desarrollen de manera indep ndiente. A la exps icion inicial se le deb dedicar
el minimo imp escindib e del tiemp y a la indep ndencia escolar el méximo. Todo
el contenido no deb ser expe sto pr el docente, s6lo lo esencial, loge ps ib lite
ge elalumnotrabj ey formelahb lidad»

A partir de esta concepcion, el libro esta basado en el desarrollo de actividades de
aprendizaje en las que el rol principal del maestro es la mediacion. Las actividades
fueron disefiadas para estimular la experimentacion, el planteamiento de conjeturas
y la busqueda de explicaciones.

Este libro, es producto de muchos otros. Cada uno de los libros o materiales
citados en la bibliografia aportaron algo, desde una idea vaga, hasta un propuesta
que solo requirié de ajuste.

Finalmente, ante la incertidumbre natural que implica el tratar de implementar
cambios en lo establecido, nos permitimos citar a Gilberto Guevara Niebla: «No
se sabe si una nueva propuesta pueda modificar la situacion actual, pero lo que si
se conoce es ge las p acticas tradicionales no An r endido los frutos esp rados».

Cualquier comentario o sugerencia para mejorar esta propuesta, que agradecemos
de antemano, favor de enviarlo a la direccion: jjuarez@uasuas netm Xx.

Deseamos a profesores y estudiantes, mucho éxito en su estudio de la proba-
bilidad, disciplina que junto con la estadistica, nos permite entender fendmenos
del mundo real que incluyen incertidumbre, esto es, fendmenos que no pueden ser
predecidos con certeza.

Atentamente
Culiacan Rosales, Sinaloa, enero de 2012.
Los autores
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Conceptos b sicos: azar, ege rimento aleatorio,
significado de probabilidad

Conocer la nocién de azar yde ege rimentos aleatorios.
Diferenciar entre ege rimentos aleatorios yde terministas.
Comprender el concepto de prob b lidad.

La nocion de aleatoriedad es el punto de partida para el estudio de la prob -
b lidad. En la vida diaria nos referimos de manera indirecta a este concepto
de much s formas; por ejemplo, con frecuencia decimos ge alg sucede
por azar. En la sigi ente actividad, se pide ge egong s tus ideas iniciales
sob e estas cuestiones.

Actividad @ ad

Qué hacer

Contesta las sigi

d Intenta explicar lo que significa para ti azar.

entes pregnt as:

a) ¢Quéesloprimeroge piensasal escuch r los términos azar y aleatorio?_

b Elabr auna lista de términos del lenga je ordinario ge utilizas en vez de azar o aleatorio

¢) Compara los términos ge escrib ste con los de tus compaé ros.
¢Qué coincidencias encuentras? _

Ek sten much s egr esiones ge se usan en la vida diaria, ge de manera
implicita se refieren al azar o a la aleatoriedad. Por ejemplo:
“Por suerte, de ch ripa, sin ge rer, sin intencion, por accidente,
por casualidad....”

Utlizamos estos términos para h cer referencia a la casualidad, a cosas
fortuitas o imprevistas, a situaciones inciertas o no controladas.

Asi pues, en el lenga je ordinario, el azar es entendido como sinénimo
de suerte o casualidad, de falta de intencion. Por ejemplo, & b amos de
encuentros casuales o accidentales, de coincidencias al azar, de log os por
suerte, de acciones sin intencion, etcétera.

13




Ejemplo

2
2

Sinemb rg, el azar no deb entenderse simplemente como sinénimo de
suerte o casualidad, sino como una accién altamente compleja, deb do a
ge unapege & variacionendich accion, produce un efecto considerab e
en el resultado. Esto ocasiona una total incertidumb e respectoaloge vaa
ocurrir en el futuro. Decimos entonces ge el resultado es aleatorio, porge
la prediccion resulta imposib e.

Consideremos el sencillo ege rimento de arrojar una moneda al aire y ob-
servar de gé lado cae. La ege riencia nos indica ge , aunge se intente
repetir el ege rimento en idénticas condiciones, es imposib e predecir con
certeza cual serd el resultado. La egl icacidn de esta incertidumb e, es ge
no se pueden replicar idénticamente las condiciones iniciales, porge cual-
gi er camb o imperceptib e, por ejemplo en la fuerza de lanzamiento o en
la posicion en ge se coloca la moneda, tendra un g an efecto en el resulta-
do. Ese efecto considerab e, causado por cosas modestas e imperceptib es,
a falta de mejor egl icacion, se dice ge es causado por el azar.

Los fendmenos cugs resultados se atribg n al azar se llaman fendme-
nos aleatorios o sucesos aleatorios. Es decir, los fendmenos aleatorios son
age llos cugs resultados no se pueden predecir con certeza deb do a ge
pege @is camb os en las condiciones iniciales producen efectos muy com-
plejos en el desarrollo del fenémeno.

En contraparte, los fendmenos cugs resultados si pueden preverse, se lla-
man deterministicos.

Ege rimentos aleatorios \e ge rimentos deterministicos

En probabilidad la palabra “experimento” tiene un significado amplio. Se
le llama ege rimento, tanto a los verdaderos ege rimentos ge se pueden
provocar, como a los fendmenos ob ervab es en el mundo real. Es decir, la
accion de ob ervar un fendmeno se considera un ege rimento. Por lo g -
neral, antes de ob ervar deb mos realizar otra accion, por ejemplo: ek raer
o seleccionar un op eto y después ob ervar algna caracteristica de intereés,
tirar un dado o una moneda yob ervar su cara superior.

Asi como distingi mos entre fendmenos aleatorios y deterministicos, tam-
b én diferenciamos entre ege rimentos aleatorios yde terministicos.

Un ege rimento es deterministico, si al realizarse en las mismas circuns-
tancias solo tiene un resultado posib e el cual es predecib e.

Por ejemplo, si colocamos un trozo de h elo b jo el sol, sab mos de ante-
mano cual seré el resultado.
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Un ege rimento es aleatorio, si cumple con las sigi entes caracteristicas:
» Se conocen de antemano, todos los posib es resultados, pero no se sab
cual de esos resultados se va a ob ener al realizarse el ege rimento.

»  Se puede repetir en circunstancias similares.

Actividad@ b

a) Indica cudles de los sigi entes ege rimentos son aleatorios y cuales deterministicos. En el
caso ge sean aleatorios, anotar todos los posib es resultados, ys i son deterministicos ano-
tar el resultado esperado.

1) Ob ervar un partido de ftibl y eg strar el resultado
Ege rimentoP osib es resultados (o resultado)_

2) Ejecutaruntirolibeenb sk tbl yb ervarsiel b 16n entra en la canasta.
Ege rimentoP osib es resultados (o resultado)_

B Medir con g an precision tanto la long tud de una circunferencia como su didmetro y

calcular el cociente Circunferencia / Didmetro.
Ege rimentoP osib es resultados (o resultado)_

4) Colocar dentro del cong lador una bt ella de vidrio cerrada llena de aga .
Ege rimentoP osib es resultados (o resultado)_

5) Lanzar un dado y ob ervar el nin ero de puntos ge muestra la cara ge ge da h cia
arrib .
Ege rimentoP osib es resultados (o resultado)_

b Escrib tres ejemplos de ege rimentos aleatorios ys us resultados posib es.

c) Escrib tres ejemplos de ege rimentos deterministicos

d) Lanza una moneda al aire diez veces y ealiza lo indicado:
1) Anota un resultado cualqi era ob enido_
2) Reg stra todos los resultados ob enidos_
B ¢Cuéntas agi las ob uviste?_

Si repites varias veces un ege rimento aleatorio, ob endras una sucesién de resultados muy
irregl ar, denominada sucesion aleatoria.
Anota la sucesién aleatoria ge ob uviste al lanzar la moneda 10 veces
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Actividad @ C

En resumen, en un ege rimento aleatorio, se destacan cuatro aspectos:

« El proceso de g neracion de resultados, el cual es el ege rimento mis-
mo.

» Los posib es resultados.

« El resultado ob enido en un ensay.

« Lasucesion de resultados ob enida en una serie de ensags particulares.

Abr a, cab plantear la sigi ente pregnt a: si al efectuar un ege rimento
aleatorio, de lo i co ge estamos segr o0s es ge ocurrira uno de los posi-
b es resultados, ¢qé utilidad tiene estudiar este tipo de ege rimentos?

En la sigi ente actividad, podrds convencerte ge , aunge parezca un con-
trasentido, el azar tiene ley s, y es precisamente la prob b lidad el campo de
las matematicas que trata de encontrar esas leyes a fin de tomar decisiones
adecuadas en age llas situaciones ge parecen estar dominadas por el azar.

Qué hacer

a) Contesta las sigi entes pregnt as:

1) Si lanzas una moneda una vez \¢ ae “agi la”, ¢qé puedes comentar?

2) Si lanzas una moneda 5 veces \¢ aen 5 “agi las”, ¢gé opinas?

B Si lanzas una moneda 1000 veces y aparece “agi la” 950 veces, ¢qé opinas de este

b cbh? _

Con toda segr idad, de acuerdo a tu ege riencia, consideras totalmente
“normal” ge al lanzar una moneda una vez, pueda caer agi la, o al lanzarla
5 veces puedan caer 5 agi las. Pero, si al lanzar la moneda 1000 veces caen
950 &gi las, inmediatamente sospech réas de la moneda. Tal vez conclug s
ge se esta h ciendo trampa o ge la moneda no es “bne sta” o0 ge esta
“carg da”.

Al concluirge alg noanda b en cuando al lanzar una moneda 1000 veces
caen 950 4gi las, estds§ aplicando una ley del azar. Asi pues, las leg s del
azar surg n cuando en lug r de considerar un sélo fenbmeno, contemplas
cientos o miles de tales fendmenos.
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Para ge adgi eras mas elementos sob e esta cuestion, segi remos con la
egl oracién de fendmenos aleatorios trab jando con el sencillo ege rimen-
to de lanzar una moneda.

Actividad @2 d

Qué hacer

a) Contesta con b se en tu ege riencia: “si lanzas una moneda, ¢cuél es la prob b lidad de
ge caig agi la?, Engé b sas tu respuesta?

b Lanza una moneda 5 veces. Denota con “a” al resultado cae ag ila, y con “s” al resultado
cae sello. Anota la sucesion obtenida. A continuacién, completa la tab a
siguiente y traza su grafico de barras correspondiente

Frec. rel. Distribc i6n de
Resultado | Frec. ab . | Frec. rel. 1.0 4 agi las ¥ ellos para
s 0.8- 5 lanzamientos.
agi la .
I 064
S0 0.4
Total 5 1.0 0.2

] 1
4gi la  sello Resultado
c) Lanza una moneda 50 veces. Anota la sucesion ob enida._

A continuacion, completa la tabla siguiente y traza su grafico de barras correspondiente

Frec. rel. Distribc i6n de

10 agi lasys ellos para

6 g| 50 lanzamientos.
Resultado Frec. ab . | Frec. rel. 0'6
agi la 0.4
sello 0.2

1 1
Total 50 10 agi la_ sello Resultado

Compara tus resultados con los de tus compaé ros, \ye scrib algna conclusién sob e los
resultados ob enidos._
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Gran parte del trab jo matematico ( y en consecuencia de la prob b lidad),
consiste en encontrar patrones o ley s ge nos permitan modelar los feno-
menos estudiados. En este caso, estamos interesados en encontrar alg n pa-
tron mostrado por las sucesiones aleatorias. Pero, como § se menciong, la
i ca manera de descub ir patrones en una secuencia aleatoria, es repetir un
g an nin ero de veces el ege rimento correspondiente. Por tanto, deb ras
trab jar en egi po tal Yt omo se indica en la sigi ente actividad.

Actividad @e

a) Un egi po de dos alumnos (as) lanza la moneda 50 ve-
ces y anotan el nin ero de veces ge caen agi lay sello.
Ademas, deb s calcular la frecuencia relativa tanto de

ag ila como de sello.

Resultados primer

eqgi po
#le lanz. 50

f de agi la

f de sello

f deagi la
f, de sello

Otro egi po de dos alumnos (as) vuelve a lanzar la moneda 50 veces, pero abr a, sumaran

sus resultados con los de la primer pareja, de tal manera ge contab lizaremos 100 lan-
zamientos y un ntn ero de aguilas y sellos iga | a la suma de lo ob enido por los eqi pos

uno ydos .

Egi po

#le lanz.

50

100

fde agi la

t de sello

f deagi la

f de sello

Estamos asumiendo
ge eleqi po2lanzé la
moneda 100 veces

c) Un tercer eqi po vuelve a lanzar 50 veces la moneda y suma sus resultados a los de las
parejas anteriores.

Egi po

Estamos asumiendo

#tle lanz.

50

100

150

ge eleqi po3 anzdla

f de agi la

moneda 150 veces

f de sello

f deagi la

f de sello

Y asi sucesivamente, otras parejas de alumnos deb ran lanzar la moneda y los resultados
de cada pareja se van acumulando con los anteriores.
A continuacién, deb n org nizarse para completar la sigi ente tab a:
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Act

idad (L.0)e com

Eqi po 112(3|4|5(6]|7 8] 9/10[11 |12(13[14| 15| 16|17|18| 19| 20

#le lanz. |50[100]150(20( 250/@ ¢ 80 00 #50 00 50 ¢0 60 70( 75D 80P 850 90p 95p 1000

aguila

sello

f

r 4guila
f

r sello

h)

Frecuencia relativa

de aguilas

Enseguida, realiza cuatro graficos de barras que muestren el comportamiento de las dis-
tribc iones de las frecuencias relativas de los dos resultados posib es: agi la y sello, al
aumentar el ntn ero de lanzamientos.

Frec. rel.
Frec. rel. Frec. rel. Frec. rel.
] 1.0 4
1.0 1.0 — 1.0 —
0.8 - 0.8 -
0.8 0.8 -
06 | 06 - '
1 0.6 — 0.6 -
1 0ad T e T T
0.4 0.4 0.4
02 | 0.2 '
0.2 4 0.2 4
0 _|_|I_ 0 _|_||_
agi la sello aguila._sello 0 agi la seilo 0 agi la sello
Distribc i6n para 5 Distribc i6n para 50 Distribc i6n para 500 Distribc i6n para 1000
lanzamientos lanzamientos lanzamientos lanzamientos

Abr a, reg esemos a la primer pregnt a planteada al inicio de esta actividad: “si lanzas
una moneda, ¢cudl es la prob b lidad de ge caig agi la?’. Segr amente contestaste
ge ¥ 0.5 050%. Pero, ¢né sigi fica ésto? Los g aficos de b rras ge acab s de trazar,
nos permiten avanzar A cia una respuesta: con pocos lanzamientos la frecuencia relativa
puede ser cualgi er valor, pero después de mucbs (cientos o miles), esta frecuencia se
mantiene muy cerca de 0.5. Esto se aprecia mejor si nos concentramos Qi camente en un
resultado; para ello, traza un grafico que muestre cada una de las frecuencias relativas del
resultado agi la conforme aumenta el nin ero de lanzamientos:

1.0 4—

o
3
|
|

1 T 1 1 , .
100 200 G0 400 500 60 700 800 900 1000 N ero delanzamientos
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Actividad @ e (Cont)

An sin conocer tus resultados en el momento de escrib r este tek 0, estamos segr os que el
comportamiento de tu segundo gréafico es muy parecido al mostrado a continuacion:

Grafico que muestra lo que ocurri6 al ir repitiendo el experimento de lanzar una moneda hasta 10
veces. Analiza la tabla adjunta para que interpretes mejor lo mostrado en el grafico.

L NI €0 sycesion — |Frec. rel,
delanza- | Jjeatoria  [ge “agi la”
< //\’/\/‘/‘\’ mientos
< 05 ¥ ) B 0
® 2 as 05
g (_? 3 asa 0.6
3 4 asaa 0.75
8 = 0 T T T T T asaas
83 3 > 4 6 8 10 12 ® 0.6
\ Gl ot 6 asaasa 0.6
tm ero de lanzamientos 7 asaasas 0.55
8 asaasasa 0.8
9 asaasasaa 0.6
10 asaasasaas | 0.6

Abr a, ob ervalo ge ocurrio conforme se lanzab la moneda & sta 100 veces:

1

©

2

g 05+

2

8 g

S

$3

2 ® 0 T T T T T Nin ero de
I 0 20 40 ] 80 100 120 Janzamientos

Finalmente ob erva lo sucedido conforme se lanzab la moneda b sta 1000 veces:

Frecuencia relativa

de aguilas

I T T I I
0 200 400 60 800 1000 1200

Nin ero de lanzamientos




Actividad @e (Cont.)

Estudia con much atencion la sig iente conclusion derivada de tu trab jo realizado, y de los
gréficos presentados como apoyo:

Si atendemos los resultados ob enidos con pocos lanzamientos de una moneda, las fre-
cuencias relativas del resultado “&gi 1a” son muy irregl ares; sin emb rg, si a partir
de un cierto momento, sige n aumentando los lanzamientos, dich frecuencia relativa,
tiende a estab lizarse alrededor de 0.5. Esta frecuencia relativa tamb én puede verse
COMO una proporcion:

150

T2 100

A este nth ero al ge tienden a estab lizarze las frecuencias relativas de un suceso (en este
caso el suceso “cae agi la") se le llama prob b lidad de ge ocurra el suceso.

Prob b lidad de ge ocurra un suceso: es la frecuencia relativa con la ge puede esperarse
ge el suceso ocurra, al repetir el ege rimento mas yn as veces.

Entonces, sege stos resultados, la prob b lidad de ge ocurra agi la al lanzar una mone-
daes0.5.

Simbl icamente: P(aguila) =0.5 _, Selee:“lap odb lidad de ge
ocurra el suceso aguila” es B

i) Lee con mucha atencion: La afirmacion P(aguila) = 0.5, significa que, conforme aumenta
el nimero de lanzamientos de una moneda, (cientos o miles de veces), la frecuencia relati-
va 0 proporcion conge aparece el resultado agi la tiende a ser 0.5.

Abr a, considera el ege rimento de lanzar un dado. Segt uege riencia contesta:
1) ¢Cuales son los resultados posib es?_

2) ¢Cuél es la prob b lidad de ge la cara superior muestre un punto?_
¢Engé b sas tu respueta?

B Ob ervalassigi entesdistribc ionesge muestran las frecuencias relativas de cada uno de
los seis resultados posib es, ob enidas conforme se lanza un dado méas yn &s veces:




Actividad @ e (Cont)

Distribc i6n de 101 Distribc iéf_l de Distribc i6n de Distribc i6n de
lanzamientos 81| anzamientos 1001 lanzamientos 5001 lanzamientos
x f  f x f f x_f f x f f
1 19 0.188 1 57 0.189 1 203 0.203 1 802 016
2 14 0.8 2 47 0.156 2 18 0.18 2 818 0.16
3 20 0.198 3 570189 3 18 018 3 815 0.18
4 19 0.188 4 49 0.18 4 18 0.8 4 8% 0.172
5 18 0.178 5 540179 5 157 0.157 5 86 0.173
6 11 0.109 6 3 0123 6 149 0.149 6 840 0.18
0.2 0.2 0.2 0.2
Lo oo . 0.16]. | .|. . 0.16] . | | eremare ... 016
0.15 0.15 0.15[ 0.15
0.1 0.1 | 0.1 L 0.1
0.05 0.05 H 0.05 | 0.05

123456 ° 123456 1 2 34 5 6 12 345 6
Abr a, considera tu respuesta a la pregnt a: al lanzar un dado, ¢cual es la prob b lidad de ge
la cara superior muestre un punto? Tu respuesta segr amente fue 1/6 6 0.16 Una vez mas,
(qué significa ésto? Apoyandonos en los graficos anteriores, podemos asegurar que, confor-
me el nin ero de lanzamientos del dado se b ce cada vez mas g ande, la frecuencia relativa
conge aparece cualgi er cara del dado tiende a ser 1/6 6 0.16  Esto se aprecia mejor si nos
concentramos Unicamente en un resultado; para ello, observa el siguiente grafico, que mues-
tra el comportamiento de las frecuencias relativas del resultado “cae un pnt 0” conforme
aumenta el nin ero de lanzamientos de un dado.

0.2
0.18 )
AW_’
8 0.14 l v
= 0.12 I
a -
S 0T
TS 008
3 o 0067 ]
S 5 004
2 8 002
L = ' 1
O'OHHHHHHHHHHHHHHH
"HSEEEHIEEENZEEE

Nin ero de lanzamientos
Describe el comportamiento de este grafico:




Actividad (L.1) e (Cont)

Atendiendo este grafico, ;qué se quiere decir cuando se afirma que la probabilidad de que caiga
un punto al lanzar un dado es 1/8 _

Ya estamos en condiciones de estab ecer las sigi entes conclusiones:

* En un suceso aleatorio, después de un gran ntn ero de repeticiones del ege ri-
mento ge lo g nera, surg una especie de orden o regl aridad estadistica, ma-
nifestado por la estab lizacion de la frecuencia relativa (o proporcion), conge
aparece dich suceso. Esa frecuencia relativa se conoce como prob b lidad de
ge ocurra el suceso.

« El valor conocido como prob b lidad de un suceso, s6lo nos informa sobre la
proporcidn de veces ge aparecera dich suceso en un g an nin ero de repeticio-
nes del experimento correspondiente. En otras palab as, en la sucesion aleatoria
orig nada por la repeticion de un ege rimento aleatorio, se ob ervara much va-
riab lidad local ge impide predecir su comportamiento inmediato, pero h y una
regl aridad bob | (llen d areg laid estd stica) manifestada por la estab -
lidad de las frecuencias relativas.

La interpretacion dada a la prob b lidad de un suceso, tamb én se
conoce como ley de los grandes nimeros, y fue enunciada por primera
vez por Jakb Bernoulli en su ob a «arte de conjeturas» a finales del
sip o XVII de la sigi ente manera:

«La frecuencia relativa de un suceso tiende a estab lizarse en torno
a un numero, a medida ge el ntn ero de p uebs del exp rimento
crece indefinidamente»

= Jakob Bernoulli

(1654 - 1705)
Lee con atencion:
Deb q edar muy claro, q e la estab lizacion a larg plazo, se presenta en las frecuencias re-
lativas y no en las ab olutas. Por ejemplo, en el caso de la moneda, no es correcto decir ge a
medida ge el ntn ero de lanzamientos aumenta, el ntn ero de agi las se aprok ma a la mitad
del nimero de lanzamientos. Asi pues, la regularidad a largo plazo significa que la proporcion
de veces ge aparece agi la (o sello), tiende a estab lizarse. Esto puede apreciarse en la sigi en-
te tab as ge muestra los resultados ob enidos por diversos investig dores:

Resultado f Total de lanzamientos )
Tnvestig d Zquias | T aguiEs Nota._ En la moneda norte
Buffon b048 10508 | 4040 americana, se & b a,dg caras
Pearson 12012[ 0.5005] 24000 ¥ ”fuce& envezdeagi lasy
Kerrich 08 ({ .508 | 10000 sellos.




Ejercici fle

1. Contesta:

a) Epl icalarelacion ge ek ste entre azar \e Rge rimento aleatorio.

b Egl icagé es una sucesion aleatoria.

c) Egl ica la diferencia entre ege rimento aleatorio ye ge rimento deterministico.

d) Al repetir mas yn as un ege rimento aleatorio, ¢gé ocurre con la frecuecnia relativa
de un suceso? _

e) Sed laley de los g andes ntn eros, ¢por gé se dice ge al lanzar una moneda bne sta, la
prob b lidad de ge caig agi laes 0.5?_

2. Investig enald periodico o revista, cinco enunciados ge lleven implicito loge b staeste
momento entendemos por prob b lidad.

3. Frecuentemente se critica, a los encargados de pronosticar el tiempo, afirmando que siempre
ocurre lo contrario a su pronostico, ¢cémo egl icarias estas supuestas fallas?

4. Supbn ge lanzas una moneda bne sta, ésto es, unaen lage laprob b lidad de salir sello en
cada lanzamiento es ¥z Tienes la posib lidad de escog r 10 6 100 lanzamientos.
a) En la primera apuesta, ganas si la proporcion de sellos esta entre 0.4 y 0.6. ¢Escogerias
10 6 100 lanzamientos? ¢Por gé ?
b Enlasegnda apuesta, g nas si ex ctamente la mitad de lanzamientos fueron sellos.
¢Escog rias 10 6 100 lanzamientos ¢Por gé ?
5. Si lanzaras una moneda bne sta 8 veces, ¢cual de los sigi entes resultados es méas prob b e?
(A, indicage salio agi la; S, indicage salio sello):
ASASASAS AAAASSSS ASAASSAS

6 Supdnge en 6 lanzamientos consecutivos de una moneda ob ienes AAAAAA. ¢Qué es mas
prob b e ob ener en el prék mo lanzamiento, agi la o sello? Egl ica por gé .




| eccin @ Asignacion de probabilidades: enfoque

frecuencial.

Objetis : Conocer el enfoge frecuentista para asiga r prob b lidades.
Asiga r prob bilidades sege |enfoge frecuencial.

Hay diferentes maneras de asiga r prob b lidades a los resultados de un
ege rimento aleatorio. En las prék mas lecciones estudiaras tres de ellos:
frecuencial, sup etivo yt edrico.

Actividad @ a

Qué hacer

Estudia con atencion:

La asiga cion de prob b lidades mediante el enfoge frecuencial, utiliza
la frecuencia relativa ob enida al repetir el ege rimento aleatorio un g an
nimero de veces. De esta manera, surge la siguiente definicion:

Definicion de probabilidad segun el enfoque frecuencial

Se define la probabilidad frecuentista o empirica de un suceso A, repre-
sentada por P (A) como el valor ob enido para la frecuencia relativa con-
ge seob erva A, enunnin ero g ande de repeticiones del ege rimento.

Al aplicar esta definicion, estamos asumiendo que el nimero de veces que
se repitio el experimento es suficiente para garantizar una cierta estabiliza-
cion de las frecuencias relativas; por tanto, s6lo nos fijamos en el nimero
total de casos considerados, y en las veces ge aparecio el suceso de inte-
rés. Entonces, aplicamos directamente la sigi ente férmula:

frecuencia ab oluta del suceso f
P (de un suceso) = — — - = —
nin ero total de rep ticiones del exp rimento N

En la préactica, este enfoge nos permite utilizar como fuente de datos, las frecuencias
relativas de sucesos del pasado.




Ejempls :

1. Enb isbl ,siunb teador peg 120 hten 400 intentos, el porcentaje de
b teo (asi se llama en ese deporte) es

120 0.300

400

En términos prob b listicos, decimos ge este jug dor, tiene una prob b li-
dad de 0.80 de peg r de htensu prék mo turno.

Simbl icamente: P(ht) =0.80. O benP(ht)=6% .

¢Quénos indica ésto?ge en promedio en cada 100 turnos peg rade ht 8
veces. Sinemb rg, no puede asegr arse ge sean ex ctamente 8; pueden
ser dig mos 8 0 28.

2. Cuando el encarg do del tiempo ob erva ge en el pasado, en 1200 de
1500 dias con condiciones meteorolog cas parecidas a las ob ervadas
al dia de by , se presentaron lluvias, entonces, pronosticard ge la pro-
b b lidad de ge el dia de maé na llueva es de:

1200 0.800

1500
Prob b lidad de lluvia = 0.800 = 80%
Si llamamos LI al suceso lluvia: P(LI) = 80%
Simbl icamente P(lluvia) = 80%

3 ¢Va a someterse dentro de poco a una intervencién qi rd gca? jLas
posib lidades seé lan ge no h b & complicaciones! A continuacion se
presentan las estadisticas del nin ero de determinadas operaciones rea-
lizadas ye | ntn ero de ék tos ob enidos en el 1 timo ad.

TIPO NUMEROD EO PERACIONES| NUMEROD EE XITOS
Vesicula b liar 472 000 46 80
Apéndice 784 000 781 000
Hernia 508 000 50600

Con b se en estas estadisticas, calcule:

a) Laprob b lidad de ge una operacion de la vesicula b liar teng ék to.
b Laprob blidad de ge una operacion del apéndice resulte ek tosa.




Ejempls :
(Cont.)

Solucién:

a) Este experimento se realizd 472 000 veces.
Los posib es resultados son: ék to (e) o fracaso (f)

eee...f...ee...f...

472 000 resultados
Elntn erodevecesge aparecié ék to (e) fue: 46 B0

46 B0

Por lo tanto: P(e) = 172 000

=0.9858

b Este ege rimento se realizd 784 000 veces.
Los posib es resultados son tamb én: ék to (e) o fracaso (f).

eee...f...ee...f...

784 000 resultados

El ntn ero de veces ge apareci6 “e” fue: 781 000

Por lo tanto:  P(e) = ;gi 888 =0.996




Ejercici szQ

1. Utilizando los datos del ejemplo de la actividad 1.2 a, calcula la prob b lidad de ge :
a) Una operacion de vesicula fracase
b Una operacion apéndice fracase
¢) Una operacion de b rnia fracase.

2. Como g se menciono, el estadistico Pearson lanz6 una moneda 24000 veces y obtuvo
12012 agi las. Con b se en estos datos determina:
a) La prob b lidad de ge una moneda caig agi la.
b Laprob blidad de ge una moneda caig sello.

3L asigi ente tab a, muestra la distribc i6n de 5001 lanzamientos de un dado.
f f

X . )
1 802 0.16 Determina:

2 818 0.16 P(1), P ), P ®.
3 815 0.18 P(4) P 5 |
4 8 0172 (4).] (5P % .
5 86 0.173

6 840 0.18

4. De los 1 timos 12 000 tornillos para coch s producidos por la corporacién Tuercas y Tor-
nillos, 6 eran defectuosos (D) y los tornillos restantes eran be nos (B). Se tomara un tor-
nillo al azar para inspeccionarlo. ¢Cual es la prob b lidad de ge el tornillo seleccionado
sea defectuoso? ¢Y de ge sea be no?

5. Las estadisticas demograficas demuestran que sobre 1000 nacimientos, se registran un
promedio de 515 mujeres y 485 varones. Si se escog una persona al azar de una pob a-
cion. ¢Cudl es la prob b lidad de ge sea mujer?




LeCC|[') @ Asiga cidn de prob b lidades: enfoge sup etivo

Objetig

Conocer el enfoge sup etivo para asiga r prob b lidades.
Asiga r prob bilidades sede |enfoge sup etivo.
Conocer la escala de prob b lidad.

Distingi r entre suceso segr 0 s uceso imposib e.

Actividad @

Qué hacer

a) Estudia con atencién:

En la actividad anterior, asiga mos prob b lidades a sucesos mediante la
egr esion: f
P (suceso) = N

Recordemos q e los datos rege ridos por esta férmula, pueden ob enerse
repitiendo el ege rimento much s veces o b en utilizando datos § conoci-
dos en el pasado. Sin emb rg, no siempre ek sten posib lidades de repetir
un ege rimento en circunstancias semejantes, ni contar con datos registra-
dos previamente. En estas circunstancias, podemos utilizar el denominado
enfoge sup etivo.

Definicidon de probabilidad segun el enfoque subjetivo

Se define la probabilidad subjetiva, como el nimero asignado para cuan-
tificar la ocurrencia de un suceso, segun el grado de confianza o credibi-
lidad ge se tiene de ge ese suceso ocurra.

Esta manera de asiga r prob b lidades se llama sup etivo debdo a ge la
confianza o credibilidad que se atribuye a la ocurrencia de un suceso, es ge-
neralmente reforzado por la cantidad de informacion ge tenemos sob e el
fendomeno. Es decir dos personas diferentes pueden asiga r prob b lidades
diferentes.

Para asiga rvaloresalaprob b lidad de un suceso, deb mos tener en cuen-
ta la escala de prob b lidad.




Escala de prob b lidad. Suceso segr oy uceso imposib e

Para entender la escala de prob b lidad, contesta las sigi entes pregnt as
relacionadas con la férmula de la prob b lidad frecuentista:

f
P(suceso) = —
( ) N

1) ¢Como es el valor de f con respecto a N? ¢Puede ser f > N? ¢Es f < N?
¢Puede ser f = N? ¢Puede ser f =07

En la tab a sigi ente se presentan algna s sucesiones ge pueden ocurrir al

lanzar una moneda.

Sucesion foguita | N Prob b lidad de

aleatoria agi la (f/N)
SSSSSSSSSS 0 10 0/10=0
ASSAASSSSS 3 10( B10=03

SSSSAASAAA 5 10 5/10=0.5
AAASAAAASA 8 10 8/10=0.8
AAAAAAAAAA | 10 10 10/10=1.0

Aunge las frecuencias relativas calculadas no son propiamente prob b li-
dades (por corresponder a sucesiones demasiado pege & s), el rang ge
muestran dich s frecuencias ilustra los posib es valores ge puede tomar la
prob b lidad de un suceso. Dichr ang, e s el sigi ente:

La prob b lidad de un suceso, es un ntn ero real ge va desde 0 h sta 1.

En otras palab as, para medir la magr o menor posib lidad de ge ocurra
un suceso en un ege rimento, se le asigna un ntn ero entre 0 y 1, llamado
su prob b lidad. Se asiga una prob b lidad 0, cuando el suceso de interés
nunca puede ocurrir, y 1, cuando el suceso ocurre siempre ge se realiza el
ege rimento.

Un suceso con prob b lidad cero, se llama imposib e, yun s uceso con
prob b lidad 1, se Ilama segr o.

Por ejemplo, la prob b lidad de ge una persona viva 200 afis es 0; el suce-
SO “una persona vive 200 afis " es un suceso imposib e. La prob b lidad de
ge h § nub ssiestaloviendo es 1; el suceso “A y nub s si esta lloviendo”
€S un suceso segr O.




A continuacién, se presenta la escala de prob b lidad:

0 1/4 1/2 B4 1

]
1
Impoéib e Segr o

Ejercici ol@

1. Inventa un suceso de cada tipo.
a) muypr ob be o casisegr o b medianamente prob b e
C) poco prob b e d) casi imposib e

2. Contesta lassigi entes pregnt as. (Si desconoces el deporte al ge se & ce referencia, pregn -
ta a tus compaé ros (as). Compara tus respuestas con las de tus compaé ros (as).

a) Enftibl soccer profesional, ¢cuél es la prob b lidad de ge se anoteun gl enlassigi en-
tes siuaciones?:
* Tirolibe_
» Tiro deesqi na_
« Tiro de penalty
 Tiro de media canch _

b Enb sk tbl profesional, asig a un valor a la prob b lidad de encestar en:
* Tirolibe_
« Tiro de dos puntos__
« Tiro de tres puntos_

c) Enlavida cotidiana, asiga un valor a la prob b lidad de:
« Infraccionen a una persona por estacionar su auto en linea amarilla_
* Nevaentulug rde orig n_
 Llueva un dia de verano en tu lug r de residencia_

3 Considerael ege rimento de colocar una ch nch taenunvasoy lan-
zarlo sob e una mesa. Aplicando el enfoge sup etivo, ¢podrias asig-
narunaprob b lidadal suceso“lach nch tacae apuntando & ciaarri- k
b ” y una prob b lidad al suceso “la ch nch ta apunta b cia ab jo?’
(Como podrias verificar tus probabilidades?




tedrico.

L eccin @ Asiga cion de prob b lidades: enfoge clasico o

Objetis Conocer el enfoge tedrico o clasico para asiga r prob b lidades.
Asiga r prob b lidades sege |enfoge teorico o clasico.
Distingi r entre resultados eqi prob besyoe qi prob bes.

Conocer la ref a de Laplace ya plicarla en la asiga cién de prob b li-
dades de ege rimentos simples (de una etapa).

La manera mas inmediata de asiga r prob b lidades, es utilizando el razo-
namiento p te-td . Cuando afirmaste que al lanzar una moneda la pro-
b b lidad de g e caig agi la es un “medio” (0 0.5), o “una posib lidad de
dos”, usaste el B ch de ge la moneda tiene dos caras, y una de ellas es

agi la.

Actividad ad

Qué hacer

a) Estudia con atencion:

Ege rimen- Pégi 1a) = 112
to: Lanzar ~————> T roartios > —>Fag la) =
una moneda D0S resultados Un resultado

corresponde a

posib es -
agi la
Asimismo, P (sello) = 1/2.
¢Cudl es valor de la suma: P (agi la) + P(sello)?_

De manera semejante, al lanzar un dado, podemos razonar de la sigi ente manera:

Ege rimento: lanzar un dado

Seis resultados
posib es:

_— —P(un punto) = 1/6
H B B B B Tl © EangaCLE

corresponde a
un punto




Actividad g (Cont)

b Resuelve: Sil, 2, 3 4,5y 6, representan los sucesos: cae uno, dos, tres, cuatro, cinco y
seis puntos respectivamente, determina:
PL)=_ P B=_ _ P(5)=_
P@=_ P 4= _ P® =_

¢Cudl es el valor de lasuma: P(1) + P(2) + P(3 +P(4)+P(B)+P((d 7_

Ademas del razonamiento p  te-td , se A ce uso de un supuesto: al lan-
zar la moneda, los dos resultados posib es (agi la y sello) son iga Imente
prob b es, y al lanzar un dado, los seis resultados son tamb én iga Imente
prob b es. Los resultados ge son iga Imente prob b es, se llaman eq i-
ph es

Para cumplir con el supuesto de egi prob b lidad, deb n cunplirse algna s
condiciones ge dependen del contek 0 en el ge se realiza el ege rimen-
to. En el caso de ege rimentos con monedas o dados, la egi prob bilidad
ek g ge dich s artefactos no estén “carg dos”, es decir sean totalmente
simétricos en el sentido de estar perfectamente b lanceados. A continua-
cién analizaras otros contek 0s.

Contexto de ruletas
Imag na los sigi entes tipos de ruletas (en cada caso, se g rantiza el g ro
libre de la flecha). Los experimentos consisten en girar vigorosamente la
flecha y observar en qué sector se detiene. Analiza lo que se afirma y con-
testa lo ge se indica.

1) ‘m Se cumple la eqi prob b lidad puesto ge el todo (el circulo)

estd formado por cuatro sectores de iga | area.
qv P(apn tar en cualqi er sector) = 1/4.
Completa: P(1)=,P (2)=,P B =P 4)=_

P(1) +P(2) + P(B + P(4) = _




2) ‘m Se cumple la eqi prob b lidad puesto ge el todo (el circulo)

estd formado por cuatro sectores de iga | area.
P(apnt ar en cualqi er sector) = 1/4.

Completa: PL =,P (R =,P B =.

POL + PR +P(® = _

En esta ruleta aparece un suceso ge no es elemental: el suceso “/a flecha apunta en 1”

Sucesos elementales ys ucesos compuestos

Un suceso es elemental, si no se puede descomponer en otros sucesos, Yy
es compuesto si se puede descomponer en dos 0 mas sucesos elementa-
les.

Los sucesos: “la flecha apunta en 2" 'y “la flecha apunta en 3" son elemen-
tales. En camb o el suceso “la flecha apunta en 1" €s compuesto puesto ge
estd formado por dos sectores de area ge egi valen a dos sucesos elemen-
tales.

La prob b lidad de un suceso compuesto es iga | a la suma de las prob -
b lidades de los sucesos elementales ge lo componen.

P(1) = 1/4 + 1/4 = 2/4 = 1/2.

3) En esta ruleta, no se cumple la egi prob b lidad puesto ge el todo
(el circulo) esta formado por tres sectores de diferente area.

Para ge se cumplala

eqi prob b lidad, podemos
presentar la ruleta con secto-
res iga les.

m P(apuntar en cualqi er sector) = 1/4.
F Completa: P(1)=,P (2)=_,P B =_

PL)+PQ)+PB = _




4) qp En esta ruleta, no se cumple la eqgi prob b lidad puesto ge el todo
A /A (el circulo) esta formado por cinco sectores de diferente &rea.

Para ge se cumpla la

eqgi prob b lidad, podemos
presentar la ruleta con secto-
resiga les.

qp P(apuntar en cualgi er sector) = 1/8.

Completa: P(A)=,P (B)=,P ©C=,p, ([O-=
\iE./ P(E) =

P(A) + P(B) + P(C) + P(D) + P(E) = _

Contek o de urnas, bl sas o cajas

En estos casos, los ege rimentos consisten en seleccionar elementos de un
conjuno (pob acion). Parage se cumplalaeqgi prob b lidad, cada elemen-
to deb seleccionarse al azar; para ello, antes de cada seleccidn el contenido
del conjunto deb mezclarse perfectamente y la seleccion deb h cerse sin
ver los elementos.

Por ejemplo, sea una bl sa con siete canicas. El ege rimento consiste en
ek raer una canica al azar.

Se cumple la eqi prob b lidad puesto
ge las ek racciones se A cen al azar

Contesta:

1) P(ek raer cualgi er canica) =_

2) P(ek raer una canica neg a)= _

B P(ek raer una canica b anca) =_

4) El suceso “ek raer una canica neg a” , ¢es elemental o compuesto?
¢Porgée ?_

5) El suceso “ek raer una canica neg a”, ¢es elemental o compuesto?
¢Porgé ?_

P P(negra) + P(banca) = _




La prob b lidad asiga da de esta manera, se Ilama prob b lidad tedrica o
clasica.

Definicion de probabilidad segun el enfoque tedrico o clésico

Se define la probabilidad teorica o clasica, como el nimero asignado para
cuantificar la ocurrencia de un suceso de la siguiente manera: Si N es el nU-
mero de sucesos elementales (partes) eqi prob b es, ge forman una unidad
(el todo), entonces la prob b lidad de cada suceso elemental (parte) es iga |
a ﬁ .Y siun suceso consta de s ucesos elementales, su

prob b lidad serd 7.

Esta férmula, g neralmente se plantea de la sigi ente manera:

Nifh ero de resultados favorab es al suceso k

Probb lidad de un suceso = - : =
Nitn ero total de resultados ps ib es N

Esta manera de asiga r prob b lidades, la enuncio por primera vez el
matematico Pierre Simon de Laplace, razon por la cual al enfoge tedrico
o clasico, tamb én se le Ilama prob b lidad Laplaciana.

X Pierre Simon Lap ace (3 ] , astrénomo

y matematico francés.T rahj 0 sob e la teoria

de la p obBb lidad en su Teoria Analitica de las
Probabilidades (1812) en la que enuncia la definicion
de p obb lidad: ka p obb lidad de un suceso A es el
cociente entre el ndn ero de casos favorab es al suceso
y el ndn ero de casos ps ib es»

De esta definicion surgen dos conceptos importantes: resultados favorables
a unsuceso ye spacio muestral.




Espacio muestral y esultados favorab es

Ejemplos

El espacio muestral es el conjunto de todos los posib es resultados de un
ege rimento aleatorio.

El nin ero de elementos del espacio muestral, constituy el total de resul-
tados posib es que tiene el ege rimento.

Los resultados favorab es a un suceso, son age llosge tienen la propiedad
0 cualidad del suceso.

a) Consideremos el ege rimento de ek raer una canica de una bl sa ge
contiene cuatro rojas y&  ancas.

El espacio muestral esta formado por siete elementos:
0000000

o El suceso “se extrae una canica roja” tiene cuatro resulta-
1 @ dos favorab es. oooe

El suceso “se extrae una canica b anca” tiene tres resulta-
dos favorab es. 000

b) Consideremos el experimento de girar la flecha de las distintas ruletas
mostradas:

B B @D E

El espacio muestral El espacio muestral El gspacio muestral El espacio muestral

esta formado por esta formado por esta formado por tres  esta formado por

cuatro elementos cuatro elementos elementos no egi - cinco eI;n;)entoT no
i i p €qal prod bes

eqi prob b es. egi prob bes. rob bes loscuales €01 _prod bes los

se pueden convertir cuales se pueden

El suceso *la flecha El suceso “la flecha N Cuatro egi prob -  convertir en och

apnt aen 1", tiene 2PNt ge” 1 o bes. eniprob bes,
n resultado favo-  tiene dos resultados )
lrjalb Ssu fedofave favorab es. El suceso “la flecha  Elsuceso “la flecha
' apnt aenl , apnt aen E”, tiene
tiene dos resultados ~ cuatro resultados
favorab es egi pro- favorab es equipro-
b bes. b bes.




El espacio muestral en el lenga je de conjuntos

Ejemplos

Puesto ge el espacio muestral es un conjunto, podemos representarlo utili-
zando las notaciones conjuntistas.

Asi, al lanzar un dado, ob enemos el sigi ente espacio muestral:
S={1,2,34,56 }

Los espacios muestrales como el anterior se llaman finitos, porque se pue-
den contar sus elementos. Para indicar el nin ero de elementos ge tiene
S, utilizamos la notacion n(S). Los espacios muestrales ge corresponden
a experimentos cugs resultados pueden ser cualqi er valor de una escala
continua, se llaman infinitos. Por ejemplo, la duracidon de una ldmpara podria
variar en el intervalo [0,2000] .

Antes de asiga r prob b lidades a los resultados de un ege rimento aleatorio,

deb mos describir todos los resultados posib es del ege rimento, es decir,

deb mos estab ecer su espacio muestral. Por desg acia un ege rimento pue-

de tener mas de un espacio muestral, dependiendo de lo ge el ob ervador

decida reg strar. Solamente deb n cuidarse tres reqi sitos:

+ Todo elemento del espacio muestral es un resultado potencial del ege -
rimento.

+ Cualqgi erresultado ge se ob erve al realizar el ege rimento, deb ser
un elemento del espacio muestral.

» El resultado ob ervado deb coincidir con un sélo elemento del espacio
muestral.

a. Supong ge se lanza un dado. Estab ece tres espacios muestrales.

Espa io muestrh 1. Ob ervando ge un dado tiene 6 caras con 1, 2,
3L, 5ypu  ntos respectivamente, podemos listar:

s-{ Kl 15 K5 B B3 HH}

o simplemente: S = { 1,2,34,5,6 }

Espa iomuestrh 2. Si el ob ervador reg strage la cara mostrada tiene
un nin ero par o impar de puntos, podria listar:

S:{pr,impr }:{ P, i}

p es favorecido por: E m m
i es favorecido por: n E E




Ejemplo
(Cont.)

Espa im uestrb 3 Sial ob ervador le interesa la aparicion de la cara
con unt os, podria listar:

S={3n03}
3 e s favorecido por: E

no 3e s favorecido por: - E m m m

b Supo6n ab ra, ge de una bl sa ge contiene 3 canicas
neg asy dos b ancas, se tomara una sola canica. Encuen-

tra tres espacios muestrales.

Espa io muestri 1. Ob ervando ge los op etos son cinco canicas,
podemos listar:

s-{@ @@ O O}
Oben, s:{Cl, C, Cs C,, Cs}

Espa iomuestrh 2. Sige remos reg strar el color de la canica ek rai-
da, podemos escrib r:

S:{roja,banca} 0 S:{r,b}

Espa io muestrb 3. Si nos interesa la aparicion del color rojo, escri-
b riamos:

S:{rojo, no rojo} 0 S—= {r, no r}

Actividad L.4) b

Resuelve:

1. De un g upo de personas de los cuales 25 son mujeres y 15 bm b es, se va a
seleccionar a una de ellas. Estab ece tres espacios muestrales.




Sucesos como sub onjuntos del
espacio muestral

Cada suceso serd un sub onjunto del espacio muestral formado por sus re-
sultados favorab es; por ejemplo,

A =*“obenerunnin eropr ” = {2, 4, 6}

Recordemos ge la prob b lidad de un suceso es iga | a la suma de las pro-
b b lidadesde los sucesos elementales ge 1o componen.

Asi: 1 1 1

3 1
P(par) = P(Z)“r‘ P(4)+ P(6) =E+—+—=g=z
Actividad C

6 6
Escrib los elementos ge favorecen a cada suceso:
B =“nth eroimpar” ={ }
C =*“nm ero primo” = { }
D=“mhtiplode3 ={ }

Asiga prob b lidades a cada uno de los sucesos B, C \D :
P(B) = PC) =L P(D) = _

En el lenga je de conjuntos, la rety a de Laplace, puede estab ecerse de la
sigi ente manera:

) ) Nin ero de elementos de X  n(X)
Prob b lidad de un suceso X cualgi era=P (X) = — =
Nin ero de elementos de S n(S)

iAtencion! Para aplicar la férmula anterior, n(X) y n(S), deb n provenir de
espacios muestrales egi prob b es.




Analiza cuidadosamente los sigi entes casos, ge muestran la forma de proceder
para transformar en espacio muestral eqi prob be, unoge no loes.

(LN D

iprobabl = {1 2 34 } S no equiprobable = {1! 2: 3}
equiprobable y &y

S
) | ey

S equiprobable - {11’ 1,2, 3} n(S) =4

1)

A
Y

C R
S no equilprobable - {1’ 2, 3} P S no equiprobable = {A’ B,C,D, E} q%

S equiprobable = {11' 12' 2, 3} /

n(S) =4 equiprobable

n(S) =8

5)

e S no equiprobable = {neg a,b anca} = {n! })

Ny N, bl’ bz’ bs}

S equiprobable = { nl’ nz’

n(s) =7




Actividad L.4)d

1. El dibj o de la dereca muestra un tiro al b anco. Si
un dardo ge se lanza al azar cae en la zona 1, dire- 1 ?
mos g e A ocurrido el suceso 1. La prob b lidad de 3
ge ocurra el suceso 1 la representamos por P(L . De
manera semejante nos referimos a los sucesos 2, 3 4,
5y 6 Ademas consideremos el suceso “el dardo cae
en zona coloreada” y representemos su prob b lidad
como P(zona de color)

a) Clasifica estos sucesos en elementales o compuestos. Argumenta tu respuesta.
b Determina:

PL=P @=P @BB=P @=.P (5) =P B=_

P(zona de color) =, P (zona b anca) =_

2. Un raton sale de Ay puede irse, con iga | prob b lidad,
por cualqi erade las b furcaciones ge encuentra. Asig-
naun nin ero ala prob b lidad de lleg r a B.

AT

B

3 Una bl sa contiene 8 canicas rojas y 5 b ancas. Si se ek rae una canica
al azar.
a) Estab ece dos espacios muestrales uno eqi prob beyotronoeqi -
prob be.

b Sea b el suceso “sale una canica banca” y r el suceso “sale una
canica roja”. Determina:
-P(,
- P(r),
-P(p + P(r) = _




Rela it entreprb b ilidd f recuentistg eb ica

Una vez estudiados los distintos enfoge s, es necesario contestar la sigi en-
te pregnt a: ¢Qué relacion ek ste entre la prob b lidad teorica y la frecuen-
cial (empirica)?

Para contestar, recuerda ge cuando estudiaste el comportamiento de las
frecuencias relativas del suceso “cae aguila” en el ege rimento de lanzar
una moneda, se pudo apreciar ge , conforme aumenta el ntn ero de lanza-
mientos, dich frecuencia relativa tiende a estab lizarse alrededor de valores
muy cercanos a 0.5. Y, cuando aplicaste el enfoge clasico, encontraste ge
H 1] H A H ” . 1 e

la prob b lidad de ge “caiga aguila” es: 5=1.5

De iga | manera, en el lanzamiento de un dado, la frecuencia relativa del
suceso “cae un pnt 0", se estab liza en valores cercanos a 0. 16 y 0.17,y
aplicando el enfoge clésico encontramos ge la prob b lidad de “cae un

1

pnt 0" es: & =0.16.

Asi pues, la prob b lidad teérica, nos indica la proporcién aprok mada con-
ge aparecera el suceso a la larg . Se deb recalcar ge las prob b lidades
tedricas solo serdn aprok madamente validas para el ege rimento real. Este
b cb, nodeb sorprendernos, puesto ge laasiga cion teorica, esta b sada
en una idealizacion de la realidad. Esta idealizacion recib el nomb e de
modelo. Por ejemplo, imag namos ge las monedas o los dados son com-
pletamente simétricas. Un modelo es adecuado, si a pesar de la simplifica-
cién ge h ce de la realidad, los resultados ge proporciona son b stante
aceptab e para todos los propdsitos practicos. La prob b lidad se encarg

de encontrar modelos apropiados para describ r los fenémenos aleatorios.

Otro aspecto ge deb recordarse es ge , la estab lizacion se presenta con
las frecuencias relativas (o proporciones), y no con las ab olutas. Por ejem-
plo, sinesel nin ero de lanzamientos de una moneda, el nin ero tedrico de
agi las (o sellos) es: 5 (n).

Sin emb rg, Kerrich por ejemplo, ob uvo en 10000 lanzamientos, 508
agi las contra 493 ellos, en vez de % (10000) = 5000 &gi la (o sellos).

Tamb én, deb mos recordar ge , si el ntn ero de veces ge se repite el ege -
rimento es muy pege @, lasfrecuencias relativas son muy irregl ares,y, en
estos casos, no podemos asegr ar nada acerca de los resultados esperados.




Propiedades de la prob b lidad

En los apartados anteriores estudiaste tres modos diferentes de asiga r pro-
b b lidades:

1) Sies posib e y practico repetir much s veces el ege rimento o si conta-
mos con informacion estadistica sob e las frecuencias relativas de apari-
cion de distintos sucesos, podemos utilizar el enfoge frecuencial de la
prob b lidad.

2) En el caso de espacios muestrales con un numero finito de resultados
eqi prob b es, calculamos las prob b lidades usando el enfoge clasico
0 tedrico.

B En los demas casos, el @i co modo de asiga r prob b lidades a los suce-
sos es de modo sup etivo.

En todos los casos, las prob b lidades deb n cumplir las sigi entes propiedades:

1. Unaprob b lidad es siempre un valor numérico entre cero y uno, inclug n-
do a éstos. Es decir, para todo suceso A se cumple que: 0 <P (A) <1

Propiedades relacionadas con la propiedad 1:

La prob b lidad es 0, si el evento no puende ocurrir (suceso imposib e).
La prob b lidad es 1 si el evento siempre ocurre (sucess eg ro).

En los demas casos, la prob b lidad de un suceso es un nin ero fracciona-
rio entre 0 yi.

2. La suma de las prob b lidades de todos los resultados de un ege rimento es
iga lal.

Esta propiedad es consecuencia de las condiciones ge deb reunir todo
espacio muestral: El espacio muestral deb incluir a todos los posib es re-
sultados del eg erimento, y el resultado ob ervado deb coincidir con un
solo elemento del espacio muestral.

3 Laprob b lidad de un suceso compuesto es la suma de las prob b lidades de
los sucesos elementales ge lo componen.




Ejercici d).AQ

1. Escribe un espacio muestral para cada una de las flechas giratorias de las figuras de
ab jo. Indica si son egi prob bes o no. Encaso de ge no seaneqi prob b es, deter-
mina uno eqi prob be.

B G
= B
A ZT /{

2. Una bl sa contiene 4 canicas rojas, & zules y8e rdes. Se ek rae una sola canica.
a) Tabl a un espacio muestral con tres resultados.
b Tabl aun espacio muestral con diez resultados.
c) Tabl a un espacio muestral suponiendo ge nos interesa el color rojo.

3. Sise tira un dardo a la rueda de la figura, encuen-
tra las prob b lidades de ob ener:
a) Tres puntos
b Nin ero par
c) Ntn ero menorge 4
d) Nn ero impar, magr oiga lge 7

4. Investig la composicion de una b raja es-
pafil ay ontesta:

a) Si se ek rae una carta al azar, ¢cual es la
prob b lidad de ge sea un as?

b) Se llaman figuras a las cartas As, Sota,
Cab llo y Rey. Calcular la prob b lidad
de sacar figura al extraer una carta de esta
b raja.




Ejercici d).AQ (Cont)

5. Al ek raer una carta de una b raja americana calcular:
a) P(as de corazones)
b P(as)
c) P(diamante)
d) P(no diamante)
e) P(as de trébl es)

6 En el ege rimento de lanzar un dado, calcula las si-
gi entes prob b lidades:
a) Sacar un 4
b Sacar par
c) No sacar 4
d)Sacar 3 4
e) Sacar nin ero primo.

7. Tenemos 20 canicas rojas y 2 neg as Ek raemos una. ¢Cudl es la prob b lidad de ge sea
roja? ¢Y de ge seaneg a?

8. Sea S={a, bc } el espacio muestral de cierto ege rimento aleatorio.
Si P(a) =0.3 P(b) =0.6¢, cuanto deb valer P(c)?

9. Encuentra los errores de cada una de las sigi entes aseveraciones:

a) Las prob b lidades de ge un vendedor de automoviles cierre 0, 1, 2, 3 0 mas opera-
ciones en cualqi er dia de feb ero son, respectivamente, 0.19, 0.8, 0.29 y0.15.

b Laprob blidad de ge Illueva maé naesde 0.40y adege no sucedaes de 0.52

c) Las prob b lidades de ge una impresora cometa 0, 1, 2, 3, 4 0 mas errores en la im-
presion de un documento son, respectivamente, 0.19, 0.3, - 0.25, 0.430.29.




AUTOEVALUACION( UNIDADI )
1. Relaciona correctamente las dos columnas

a) Sege ste enfoge , (
n(E) Resultados favorab es a E
n(S) Total de resultados (

P(E) =

b Prob b lidad emitida en b se a la ege riencia. (
Por ejemplo: “si estudio es muy prob be ge
aprueb ”

Q) P(E) =1

e) La asiga cién de prob b lidades mediante este
enfoge , regi ere ge el ege rimento se repita
much s veces.

(
(
dP(E)=0 (
(

f) Cada resultado tiene distinta probabilidad de (
ocurrencia.

) Parte de lamatematicage trata de manejar con
nm eros la incertidumb e

) Prob b lidad
frecuentista

) Evento imposib e

) Espacio muestral
eqi prob be

) Prob b lidad
) Prob b lidad clasica
) Evento segr o

) Espacio muestral no
eqi prob be

) Prob b lidad sup etiva

2. Lee cuidadosamente las pregnt as. Selecciona la mejor respuesta.

A. El enfoge laplaciano con respecto a la asiga cion de prob b lidades consiste en:
a) Asiga r a cada resultado la mitad de la prob b lidad del resultado anterior.
b No & ce ningna h pdtesis a priori acerca de la prob b lidad del resultado anterior.

c) Asiga r a cada resultado la misma prob b lidad.
d) Suponer ge todos los resultados son iga les.

B. Laegi prob b lidad reqi ere ge :
a) Solo haya un nimero finito de resultados favorables.
b Cada resultado teng la misma prob b lidad de ocurrir.
c) No se déningr esultado.
d) Todos los resultados son iga les.

C. La frecuencia relativa de un suceso es:
a) El nin ero de veces ge se ob erva.
b Elntn ero de veces ge lo anotamos.

c) El cociente del ntn ero de veces ge ocurre dich suceso entre el ntn ero de repeticio-

nes del ege rimento.
d) Un ntn ero irracional.




D. Los sucesos elementales son age llos ge :
a. Constan de un solo resultado.
bS on muys encillos.
c. Se ven al principiop del curso.
d. No son muyi mportantes.

E. Al evento segr o se le asiga una prob b lidad de:
a. 1.
b0.5
c. lga Il alade los demas.
d. 0.

3 Se emitio un documental sob e terremotos y la frecuencia con ge éstos ocuren. EIl docu-
mental incluia un deb te sob e la posib lidad de predecir los terremotos.

Un g 6log dijo: En los p 6éximos veinte ads , la ps ib lidad de ge ocurra un
terremoto en la ciudad de Zed es de dos de tres.

(Cual de las siguientes opciones refleja mejor el significado de la afirmacion del gedlogo?

A) % x20=13por loge entre 1314a @Gs apartirde abr ah b aun terremoto en la
Ciudad de Zed.

B) % es mas ge % por lo ge se puede estar segr o de ge h b & un terremoto en la Ciudad
de Zed enaldm omento en los prok mos 20 afs .

C) La posib lidad de ge & g un terremoto en la Ciudad de Zed en alJ momento en los
prok mos 20 afis esmaygr ge laprob blidaddege noh § ningt erremoto.

D) No se puede decir lo gé sucedera, porg e nadie puede estar segr o de cuando tendra lug r
un terremoto.







L eccid @ Elementos b sicos de conjuntos:

Objetiv

: Comprender la simbl og a b sica de los conjuntos.

Identificar y representar en un diagrama de Venn las operaciones entre
conjuntos ye ntre sucesos.

Laprob b lidad utiliza el lenga je de los conjuntos para estab ecer muchs
de sus conceptos y leg s. Por tal razén a continuacion se A ra un repaso de
los conceptos y operaciones entre conjuntos ge § estudiaste en tu curso
de matematicas I.

Actividad @ a

Qué hacer

Estudia con atencion:

Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos los cuales se llaman
elementos.

Un conjunto puede egr esarse de dos maneras:

a) Po ek ensit : nomb ando todos y cada uno de los elementos que lo
forman. Para escrib rlo, se encierran los elementos entre llaves separa-
dos por comas.

Ejemplo: el conjunto formado por las vocales del alfab to castellano puede
escrib rse,

V={a,el,o0u}
s e lee: “V es el conjunto formado por las letras a, e, i, 0, U”.

Paraindicar ge unelemento “a” esta en un conjunto “A” escrib mosacA
Si un elemento “b” no pertenece al conjunto “A”, se simbl iza, be A.

b Po cm prensig : nomb ando una propiedad ge cumplan todos los
elementos del conjunto.

El conjunto de las vocales definido por comprension, se escribe:
V ={x/x es letra vocal}
s e lee: “V es el conjunto de los elementos xt al ge e s letra vocal”

El simbl o/ se lee “tal ge ”.
Tamb én podemos escrib r simplemente la propiedad entre las llaves

V = {letra vocal}




Ejemplos

Los siguientes conjuntos estan dados por extension. Escribelos por
comprension:

a) O ={suma, resta, multiplicacion, division}
b B ={enero, feb ero, marzo, ..., diciemb e}
c)P={2,4,6,8,10,12, ..}
d)Q={2,35711,1317,.}

Solucidn

a) Es el conjunto de las operaciones fundamentales de la aritmética.

O={x/xes unaoperacién fundamental de la aritmética}

Se lee: “A es el conjunto de todas las x, tal ge  x es una
operacion fundamental de la aritmética”.

b Es el conjunto de los meses del ad.
B ={X > sunmesdel ad}

Se lee: “B es el conjunto de todas las x tales ge X es un mes
del af” .

c) Es el conjunto de los ntn eros naturales pares.

P={x/x esunnin ero natural divisib e entre 2}
Oben:
P={x/»» sunnm ero natural par}.

O en forma més compacta:
P={X xeN spar},
P={x/x eNy esdivisib e entre 2},
P={X »x 2n,ne N}
d) Es el conjunto de los nin eros primos.

Q={X xe sunnt ero primo}

A continuacion recordaremos las definiciones y operaciones elementales
entre conjuntos ge se utilizan en el estudio de la prob b lidad.




Conjuntos finito e infinitos

Un conjunto es finito si sus elementos se pueden contar.
El conjunto V ={a, e, i, 0, u} es finito

En caso contrario, es decir, un conjunto en que no se pueden contar sus
elementos se denomina conjunto infinito.

El conjunto de los ntn eros naturales, el de ntn eros pares, el de nin eros
enteros, el de los racionales, el de los reales, son todos conjuntos infinitos.

Ca dinkhidd deu nconjunto

En un conjunto finito cualquiera A, se llama cardinalidad del conjunto al nimero
de sus elementos.

La cardinalidad del conjunto A suele representarse por n(A).

La cardinalidad del conjunto A={a, e, i, 0, u} esn(A) =5.

Co junta io

Subco

Tratemos de enumerar los elementos del sigi ente conjunto:
A ={x/xesunamujerge h § sido presidente de Mék co h stael ab 2009}

Ob érvese ge no ek ste persona ge teng esta propiedad. Por lo tanto, este
conjunto A, no tiene elementos:

A={}

Este tipo de conjuntos sin elementos, se presenta frecuentemente en matematicas;
se llama co juntoa i0\s e representa con el simbl o: ¢.

Co juntoa io, es un conjunto ge no tiene elementos. El simbl o que lo
representa es: ¢

junts

Un conjunto A se dice que es subconjunto del conjunto B cuando todo elemento
de A es elemento de B.

Serepresenta: Ac B

y se lee: “A es sub onjunto de B” 0 “A esta contenido en B” 0 “A esta incluido
en B”

Para representar que un conjunto no es subconjunto de otro, se utiliza el
simbl o .

H & D significa que H no es sub onjunto de B.
El conjunto vacio, ¢, es sub onjunto de cualgi er conjunto.

Si A es un conjunto arb trario, entonces ¢ — A
Sea A un conjunto cualgi era, se cumplege AcA.




Ejemplos: | 1. Enlos conjuntosA={1,2,3 4,5}, B={1,2,3 4,6 7} el elemento 5
pertenece a A 'y no pertenece a B; por lo tanto A no essubco junto de
B. Esto se denota A « B (Se lee: A no esté contenido en B, 0 A no es
sub onjunto de B).

2. El conjunto A ={x/xes un paralelog amo}es un sub onjunto del conjun-
to C = {cuadrilateros}

Co junta nie rsh

Se llama conjunto universal, al conjunto ge contiene como sub onjuntos,
a todos los conjuntos ge intervienen en el prob ema ge se esté tratando.

Generalmente el conjunto universal se representa por la letra U.

Por ejemplo, si trab jamos con conjuntos de letras, un conjunto universal
seria el conjunto de todo el abecedario. Si hablamos de los deportistas
olimpicos, un conjunto universal podria ser el conjunto de deportistas de
alto rendimiento o b en el conjunto de todos los deportistas, esto muestra
ge el conjunto universal no es di co y su seleccion depende del proceso o
probemage seabr de.

Ejemplo | Estab ecer un conjunto universal para los sigi entes conjuntos:

A ={x/xes un alumno de primer ad de la preparatoria Allende}
B = {x/xes un alumno de segndo a & de la preparatoria Allende}
C ={x/xes un alumno de tercer ad de la preparatoria Allende}

Conjunto universal: U ={k » s un alumno de la preparatoria Allende}
Oben:

U ={x/x es un alumno de la UAS}

Dig & a deVenn

Al trabajar con conjuntos es ilustrativo representarlos en un diagrama,
esto nos ayuda a ver con mas objetividad la situacion que se aborda.
Generalmente se utilizan regiones del plano representadas por figuras
cerradas. Por convencidn, se acostumb a representar al conjunto universal

U con un rectangl o.

Cualgi er conjunto, deb ra ge dar incluido dentro del area del rectangl o.
Estos diag amas se llaman dig & a deVenn.




Ejemplo | Siu={0,1,2,3 4,5,67,8,9} y A={1,2,3 4,5}
El diag ama de Venn es:
6 U
8
En estos diag amas, se utilizan colores 0 somb eados | s 9 U
para destacar alj  conjunto de interés. En el diag a-
ma de la derech se A coloreado el conjunto A. 0
8 7

La representacion de dos conjuntos presenta alguna de las siguientes

opciones

U A U
Cuando A'y B no tienen  cyando AyB tienen al Cuando todos los elementos
elementos comunes. A mengs un elemento comd. del conjunto B pertenecen al

y B se llaman conjuntos
mutuamente excluyentes,
disjuntos o ajenos.

Ejemplo| a) Los conjuntos:

U={0,1,2 34,5, 67,8, 9}
A={1,2, 34,5}

B={2,4, 68}

ge dan representados:

0 7

El diagrama ilustra que los
elementos 2 y 4 pertenecen a
ambs conjuntos.

conjunto A.

b Los conjuntos:
U={0,1,2 34,5678, 9}
A={1,2, 34,5}

B={67}
ge dan representados:

9 U

8

El diagrama ilustra que los
conjuntos A 'y B no tienen
elementos comunes. Son conjuntos
disunts , p enos o mutue ente
ex lug ntes.




¢) Los conjuntos:
Uu={0,1,2 34,5 67,8,9}
A={1,23 4,5}
B = {35}

ge dan representados:

Interseccion

El diagrama ilustra que A contiene
a B, o lo que es lo mismo, todo
elemento de B es elemento de A.

BcA

Dados dos conjuntos A y B, la interseccién de A y B, que se escribe
A N B, esel conjunto formado por todos aquellos elementos que son comunes

aAyaB. Enformasimbl ica:

AnB={x/xe Ayxe B}

En un diag ama de Venn:

Ejemplo
AnB={2, 8}

Laregon ! representa A~ B

SiA={1,2 4,8 16} B ={2,5,8, 11, 14}

Para formar el diag ama de Venn, primero se localizan los elementos de la
interseccion yd espués se completa cada conjunto.

o)

B




La interseccion cumple con las sigi entes propiedades
ANnB=BnNnA

AnA=A

ANoO =90
AnU=A

SiA N B =¢, entonces AyB son conjuntos disjuntos o ajenos.

U

AnB=19¢

Complemento

Ejemplo

Si tenemos un conjunto universal U y A un sub onjunto de U, el conjunto
formado por todos aquellos elementos de U ge no pertenecen aA, se llama
con plemento deA y se denota como A' o bien como A. Simbodlicamente:

A ={{ xeUw ¢A} — Eqi vale a decir: n@ staen A

Visto en un diag ama de Venn:

U

Laregion | representaA’" — A'= NOA.

SeaU={0,1,2 34,5,67,8,9 yA={2 34,9}
a) Determina el complemento de A.

Solucion

a) Complemento de A: Esta formado por los elementos ge estdnen Uy
no pertenecen a A; estos elementos son: 0, 1, 5, 67, 8. E ntonces:

A'={0,1,5, 67, 8} 8 6
Tamb én leemos A’ Lareg 6n
como “ne staen ! representa A'
A", . o A




La p erain escn bind a ,AnB ,A'nByA'nB'

Ejemplo

Estas operaciones cob an relevancia especial en el tratamiento de la pro-
b b lidad. Nos interesa de manera particular, la reg én ge ocupan dentro
de un diag ama de Venn. Utilizaremos un ejemplo para encontrar tales re-
0 ones.

Dados: Uy ={k% sunnin erodigto}
A ={k» sdigto mbtiplo de 2}
B ={k» sdigtombtiplode 3

Determina: a)AnB, p AnB, ¢c)A'nB yd) A'nB'

Solucion

Primero formemos el diag ama de Venn. Para ello necesitamos egr esar los
conjuntos dados, por ek ension

U={0,1,2 345,678, 9
A={2,4, 68}
B={36 9}

Para formar el diagrama de Venn primero se localizan los elementos comunes
yde spués se completa cada conjunto

a)ANnB

Esta formado por los elementos ge estan en Ay en B (ml tiplos de 2 y
mU tiplos de B

AnB={b

Lareg On’ " representaA N B




p ANB

Esta formado por los elementosge esth en Ay noesta en B (ml tiplos de 2
yns o mbtiplos de 3

AnB'={2,4,68 n{0,1,2,4,5 7,8} ={2,4,8}

Laregén = representaANB' (siAyoB )

C)A'NB

Esta formado por los elementos ge noesth en Ay si estd en B (no so
mUtiplosde2g o mitiplos de B

A'nB={0,1735709 3,69} ={39

Laregén " representaA'n B (n0oA s iB)
d)A'n B’

Estd formado por los elementos ge no esth en Ay noesta en B (no so
mbtiplosde2y & o mbtiplos de B

A'nB'={0,1,3579 ~{0,1,2,4,578 ={0,1,5 7}

Laregén representa A' " B' (noAy 0B)




Resumen de reg ones

Actividad @ b

1. Sean los conjuntos:

U ={k>» snm erodigto}

A ={k>> sni erodig to primo}

B ={k» snm erodig to impar}

Determina e interpreta a) AN B
b AnB
0)A'NB
d)A'n B

Diferencia

Ladiferenciadel conjunto Ay el conjunto B, se denota A - B y es el conjunto
formado por los elementos ge estan en A pero no estan en B.

A-B={kxcAWw ¢B}

U

Lareg 6n " representaA - B

Asimismo,

B-A={kxe B) ¢ A}

Actividad @ C

Ob erva el resumen de reg ones correspondientes a la interseccion de un conjunto
con su complemento.

a) ¢Con gé reg oOn coincide A - B?

b ¢Congé reg on coincide B -A?




Ejemplo

Sean los conjuntos: U={a,b c,d,e,f,gh ,A={a,bf,y yB={f,gh
LadiferenciaA-BessA-B={a, bf ,§ -{f,gh ={ab
Asimismo: B-A={f,gh -{a,bf ,§ ={h
¢ U e U
d e p d
Lareg 6n I representaA - B Lareg On " representa B - A

La operacion "-" tiene un significado equivalente a una interseccion.

A - B significa "si Ay no B"

A-B=AnNnB

Asimismo B - A significa "si By no A"

B-A=BnA'

Actividad @ d

Con los datos del ejemplo anterior, comprueb ge A-B=AnB',B-A=BnA". Para
ello, determina los elementosde AN B'y B nA'y comparalos con los de A - By B - A respec-
tivamente (dos conjuntos son iga les si tienen los mismos elementos, sin importar el orden).




Unin  El conjunto de los elementos ge pertenecen a A 0 a B 0 a los dos se llama

Ejemplos

unia d eAB ;sele desiga mediante A U By se define como:

AuB={kxeAoxeB oamb scosas a lavez}

El conjunto A U B esta representado en la reg én somb eada del sig iente
diag ama:

U

La union cumple con las sigi entes propiedades

AuB=BUA
AUA=A
Aud =A
AuU=U

1) Dados los conjuntosA={1, 2, 3,4} yB={a, b, c} launion de ambos sera

AuB={1234,a,bc}

Lareg on representa A U B

2) SiA={1,2,4,81p B ={2,5,8, 11, 14} entonces

AuB={1,24,58,11,14,1p Los elementos comunes a ambos
0 conjuntos no deb n repetirse

Lareg On ! representaA U B

Leeremos W como "0".




Ejemplos

Por ejemplo, en los conjuntos § estudiados
(Cont.)

U ={k>» sunnin ero dig to}
A ={k» sdigto mltiplo de 2}
B ={k»» sdigtombtiplode3
AU B={k» smltiplo de 2 omltiplo de B
AuB={24,68 uU{369}

={2,3 4,68,9}y —— Sonmltiplosde 2 o multiplos de 3

Actividad @ e

1. Sean los conjuntos U ={k > snin ero dig to}
A ={k» snim ero digto primo}
B ={k»» snf erodigto impar}
Determina e interprete a) AU B
b AUB
C)A'UB
d)A'UB




Operacin escn sucess

Deb do a ge ek ste un paralelismo entre conjuntos y sucesos, podemos
ek ender la terminolo@ a de los conjuntos, para describ r sucesos.

Primero, realiza la sigi ente actividad:

Actividad @f

Analiza las sigi entes situaciones \¢ ontesta lo indicado.

1) El sefior Vega necesita recoger un paquete en la oficina de correos. Para realizar di-
cho tramite le piden como identificacion credencial de elector 0 licencia de manejo.

¢Cudles de las sigi entes opciones tiene el sedir Veg ? (Seé la en un diag ama de
Venn la zona correspondiente a cada posib lidad).

a) Puede llevar la credencial. b Puede llevar la credencial Gi camente

C indica credencial.
L indica licencia

c¢) Puede llevar la licencia. d) Puede llevar la licencia gi camente.

c

e) Puede llevar la credencial yt a licencia.

c

Somb ea la parte del diag ama ge “favorece” al sefir Veg (licencia o credencial):

Plantea agi tu respuesta:

c




Actividad @ I (conty

2) Abr a,elsefir Veg necesita comprar un automovil en EEUU. Le piden como reqi sito
pasaporte y licencia de manejo. ¢Como deb interpretarse el conectivo “y” al pedirle
pasaporte y licencia? Seé la en un diag ama la zona ge favorece al sefir Veq .

Abr a, procederemos a establecer la egi valencia entre conjuntos y sucesos (0 eventos).
Para ello, consideraremos como conjunto universal al espacio muestral correspondiente
al ege rimento de interés.

El suceso con p emento del suceso A, es el suceso S
constituido por todos los resultados de S ge no estan

en Ay se representa por A0A'. El complemento de A,

eqi vale a la neg cion de A. _

q g AOA’
Intersecciti  de dos sucesos Ay B, es un suceso S
ge ocurre si Ay B se realizan simultaneamente
(ambs ). Esto se escrib : AN B
Unid de dos sucesos Ay B es un suceso ge se rea-
liza si A o B se realizan. Es decir, el suceso A o B, S
ocurre, sSi:

» Sucede A
» Sucede B

» Suceden ambs .
En términos de conjuntos se escrib : AU B

A oB =AU B significa:
* Al menos uno.
» Cualesqi era.

Actividad @ 0

Co testa: ¢A gé operacion entre sucesos corresponde cada una de las situaciones
planteadas en la actividad (2.1 f)?_




Actividad @.3) N

1) Sean los sigi entes sucesos:

Suceso A = la g nte de pelo castad
Suceso B = la g nte de ojos g ises

a) Dibj a diag amas de Venn ys omb ea los sucesos sigi entes:
AuUB ANB A

ANB A'NB B
b) Interpreta con palab as cada uno de los sucesos comb nados encontrados en a).

2. Hacer un diag ama de Venn en donde aparezca:

Universo: estudiante de la UAS:
Suceso P = estudiantes de preparatoria

Suceso | = estudiantes del Centro de Idiomas
Abr a, mostrar un diag ama ge indige :

() Un estudiante esta en Ppero no en |
(b Un estudiante no esta en |

(c) Un estudiante no esta en P

(d NienPnienl

() En P, peronoen |




Ejercicid Q

1. Egr esar los sigi entes conjuntos, describ endo la propiedad de sus elementos (método de
comprension):

1.A={5, 10, 15, 20, 25, G, 8}
2.D={7,14,21, 28}

3E ={Luna}

4.F={0,1,2, 34,5, 67,8, 9}

2. Epgr esar cada uno de los sigi entes conjuntos enlistando sus elementos (método de ek en-
sion) 1. L ={k» sun planeta del sistema solar}
2. M ={k> sunnin ero positivo ml tiplo de 4 yn enor ge 20}
4. Q={k» sdig to del sistema decimal}
5.R={k» sunnt eroenteroy 2=0}
6S ={t/tesenteroyt 2+ 2t=0}

3 Dado el conjunto universal U={0,1,2,3 4,5,6 7,8, 9}, escrib cuatro sub onjuntos ge
sean parte de él.

4. Sea el ege rimento de lanzar un dado. Considera como conjunto universal el conjunto de
resultados posib es de este ege rimento s ean los sigi entes sucesos:

A={x/x< 4}
B={x/x< 5}

C ={x/xes par}

D = {x/x es impar}

Describ por ek ension cada uno de los sucesos sigi entes:

a) AUB b AnC c) AnB
d) (AUB) &) An(BuUC)

5. Describ los sucesos ge se representan mediante las zonas somb eadas de los cuatro
diagramas de Venn de la figura, si:

Xindicage el sedr Lopez tiene credencial de elector y
Y indicage la esposa del seéir L6pez tiene credencial de elector

U U U U




., Célculo de prob b lidades de sucesos
Leccino (2 compuestos. Uso de la reb a de Laplace.

Objetis : Determinar probabilidades condicionales utilizando el concepto de espacio
muestral modificado.
Entender ge los sucesos compuestos comprenden la realizacion de mas
de un suceso.

Los sucesos compuestos se forman al comb nar dos 0 mas eventos simples
(o elementales). Los conectivos: “y”, “0”, se utilizan para comb nar sucesos
elementales. En esta leccion asiga ras prob b lidades a los sigi entes tipos de
sucesos compuestos:

1. Laprob b lidad de ge ocurra cualgi era de los sucesos A o B: P(A o B).

En términos conjuntistas:
P AoB)=P(AuUB)
2. Laprob b lidad de ge ocurraambs sucesos Ay B: P(Ay B).

En términos conjuntistas:
PA )=P(ANB)

3L aprob b lidad de ge ocurra un suceso i camente: Ay B :
PAYB )=P(ANB)

4. Laprob b lidad de ge ocurra el suceso A dado ge ocurrid el suceso B:
P(A / B). Se lee: Prob b lidad de A dado B.

Actividad@ d

Qué hacer

Parte |
Estudia atentamente cada uno de los sigi entes apartados:

Cuando tratamos con una situacion incierta, esperamos que si se obtiene mas
informacion las probabilidades cambiaran. Alternativamente, podriamos decir
que conforme se dispone de mayor informacion, se modifica el espacio muestral
porge seeg luy nalgnos resultados. Elsigi ente ejemplo nos ilustrara lo antes
planteado.

En un concurso p rticipn tres p rsonas, a cada una de ellas se les entrega
una llave y sélo una de éstas encendera un automovil; cadap rsonap uebh
la llave y si no enciende se retira. José tiene la llave nimero 3. Consideremos
las siguientes fases del concurso:




Actividad €.2) @ (cont)

¢ Alinicio del concurso, el espacio muestral consta de tres posib lidades:

oo

P (g ne José) = %

¢ A continuacion la personage tiene la llave 1 trata de encender el automovil. Asumamos ge
éste no enciende. ¢Cudl es la prob b lidad de ge José g ne?

Ahora, el espacio muestral se ha modificado: - { 2 3 }
modificado

P (gane José, dado que el primero fallg) =3

¢ Sige lasegnda personay tampoco
enciende el carro: _
Smodiﬁcado - { 3 }

P (g ne José dadoge falloel 109 129 = 1 =1

Hemos calculado tres prob b lidades para el mismo evento: “gana José”.

Las b timas dos prob b lidades contaron con informacion adicional, so prb b ilidd es
co dicio d a (o condicionales).

Prob b lidad condicional es la prob b lidad con informacion adicional

Para desiga r la prob b lidad de un evento B, condicionada a otro evento A, escrib mos:

Se lee: “prb b ilidd de B,
P(BIA) dd q uew urrioA”

En el ejemplo anterior:
Se lee: “probabilidad de que gane

P (g ne José/fallo el 1°y 129 = 7 José, de o que falld el 1, es igual
al/r2r

Asimismo,
P (g ne José/falloel 1°y 12°) =1

El simbl o P(B/A) denota la prob b lidad condicional de ge el suceso B
ocurra dada la informacion o condicion de ge el suceso A ocurre.




Actividad @ d (Cont.)

Similarmente:

P(A/B) denota la probabilidad condicional de que el suceso A ocurra dada
la informacion o condicion de ge B ocurre.

Los sigi entes ejemplos nos familiarizaran con este nuevo simbl o:

Ejemplos | 1. Considera los sucesos:

LI: “Lluvia”
N: “Nub s”

¢ Simbl izael sigi ente b ch: "la p obb lidad de lluvia dado ge Ay
nub sesigualaB "

Respuesta: P(LI/N) =86

+ Con estos mismos datos, interpreta la egr esion:

“Laprob blidad denub s,dadoge h ylluviaes 1. Sillueve essegr o
ge h ywub es”.

Respuesta: p(N/LI) = 1

2. Si lanzas una moneda al aire una vez, ;qué significa P(aguila / sello) =07?

Respuesta: “La probabilidad de &guila dado sello es cero. En un

lanzamiento, no se pe de ob ener aguila si ya sab mos
ge cayo sello”.

3. Si se tira un dardo a la rueda de la figura,
encuentra la prob b lidad de ob ener un nu-

mero menor ge 4, dado ge se obuvo un
nm ero par.

Respuesta:

Sig sesab ge el dardo cag enun ni ero par, el espacio muestral
§ no consta de 10 resultados; abr a, el espacio muestral incluy aage -
llos resultados ge sean nin eros pares.

Smodiﬁcado = {2’ 4’ 68’ 10 }

De agi , nos interesan los resultados favorab es al evento: se ob iene
un nin ero menro ge 4

Resultados favorables modificados = {2, 4}

Entonces: P (menorge 4 espr )=




Actividad @ d (cont)

Parte 11

En la leccion (2.1), al tratar con conjuntos, dentro de cada zona del diag ama de
Venn repartiamos todos los elementos del conjunto universal.

Por ejemplo, considera el ege rimento de eleg r al azar un ntn ero dig to. Sean los
sucesos:

a) l:seelig unndn eroimpar.

b P:seelig unnm ero primo.

Para construir el diag ama de Venn, enlistaremos cada elemento tanto del conjunto
universal como de los sucesos indicados. Recordemos ge al tratar con sucesos, el
espacio muestral es el conjunto universal. Entonces:

Ege rimento: Resultados posib es
eleiyr un nth ero dig to > S={0,1,2, 34,5,67,8, 9}

Resultados posib es presentados
en un diag ama de venn.

Estos elementos los
repartimos con b se en los INP={1,3579 }N {2357}
sucesos | yP . ={357}
Primero, enlistamos
los elementos de cada

Repartimos los resultados
posib es

suceso ) ) ) S
A continuacion determina-
1={1,35709} mosI NP 0
P={2357} 4
8 6

Para el calculo de prob b lidades, estamos interesados en la cardinalidad de cada zona
del diag ama. Entonces, en vez de rep rtir los elementos, se repr ten dichs cardina-
lidades, tal Yt omo se muestra a continuacion:




Actividad @ d (cont)

n(S) =10
n(h=5
nP)=4
n(NP=3

— n(9=10

n@ -n(INP)=5-%F 2 |

En el ejemplo ge estamos estudiando, tenemos ge :

l Repartimos el 10, a partir de:

n(NP)=3
e S
() [~ n(@) -n@NP)=5-4=1
n(NP)=3

@ (> 3 )1 =10-6& 4

Estamos § en condiciones de calcular prob b lidades de sucesos compues-
tos aplicando la refy a de Laplace.

Aplicaio dela egd eL p lae

Puesto ge conocemos las cardinalidades de los sucesos, simplemente
aplicamos la férmula de Laplace: (A) = n(A)

n(s)

Ejemplo | En el ege rimento de seleccionar un dig to al azar, calcular la prob bilidad

a)
p
c)
d)
€)
f)
)
n
i)

de seleccionar:

Un nin
Un nin
Un nin
Un nin
Un nin
Un nin
Un nin
Un nin
Un nin

ero impar.

ero primo.

ero impar que no sea primo.

ero primo que no sea impar.

ero ge no sea ni impar, ni primo.

ero ge sea imparypr imo.

ero ge seaimpar o primo.

ero ge no sea impar.

ero primo, si se sab ge , el nin ero seleccionado es impar.




Ejemplo
J(Coﬁt.)

Solucién
El ege rimentoy los sucesos involucrados son los mismos ge acab -
mos de analizar. Por tanto, retomamos el diag ama de Venn ge tiene

cardinalidades.
S
(o)

Comparando con las zonas
correspondientes:

S N
2l Q7
o | ynoP
T

2
\(\? 'n"P =4

a) P(nt ero impar) = P(1):

- @

n(h _ S5_
W—E—O.S

P(l)=

b P(nth ero primo) = P(P):

i (@

nP) 4
nS) "10

P(P)= =04

c) P(impar ge no sea primo) = P(I n P):

%
= Hre




H‘

Ejemplo | d) P (primoge noseaimpar)=P(P N 1I):
(Cont.)

@’»

nPni)_ 1

PPAI)= =g~ =15 =01
e) P (ni impar, ni primo) = P(I' ~ P):
(O X
S
P(I'nP)= %:% = 0.4
f) P (impar yor imo) = P(I A P):
)
P(INP) :%: %: 0.3

Y P (impar o primo) = P(l U P):

S
.1
_n(lubP) _2+3 1 _ 6
PUUP=T08 10 10

=03




Ejemplo h P(noimpar) =P(l"):

(Cont.)
S
n(S) =10 ‘

.5 1
P('):EZT

i) P(Primo, dado ge esimpar) =P(P/1):

Sig sesab ge elnm eroesimpar, el espc io muestral ya no consta
de toda la zona correspndi ente al esp cio muestral original. Abr a, el
espacio muestral incluye a aquellos resultados que sean nUmeros impares.

={1,35,7,9 }

modificado

De aqui, nos interesan los resultados
favorables al evento: se obtiene un
n ero p imo.

Resultados favorab es
modiﬁcados = {35' 7} Coincide con la @

interseccion

Entonces:

p(p/y=-1EAD__ 3

( mndiﬁcado)

Actividad @ b

a) Recuerda ge P(S) = 1. Ab ra, puesto ge el espacio muestral S se & dividido de tal
manerage :S={INnP,InPI'mBI'n P}, deb cumplirse ge :

P(S) =PI " P) +P(I " P)+PI' " P)+PI' " P) =1 S

NP




Actividad @ b

b El diagrama de Venn con dos conjuntos ge tienen elementos en comq, presenta 4 re-
g ones. Utilizando los datos del ejemplo ge estamos estudiando, anota en cada reg 6n la
prob b lidad ge le corresponde.

S

¢Cuanto suman las prob b lidades de las cuatro regy ones?

c) Abr a, anota las prob b lidades de cada reg 6n egr esadas en porcentaje.
S

¢Cuéanto suman las prob b lidades de las cuatro reg ones?_

d) Utilizando estos datos, calcula las prob b lidades de los sigi entes sucesos:

1) P(noP)=_
2)P(I/P)=_




Ejercicid Q

1.

En una entrevista efectuada por teléfono se encontr6 que 77 personas prefieren un produc-
to A, 44 un producto B y 13 tanto A como B. ;Cudntas personas prefieren por lo menos
uno de estos productos?

Al entrevistar a 100 familias, se ob ervé ge 75 de ellas tenian suscripcion al periodico El
Debate, 55 al Noroeste y 10 a ningno de ellos. ¢Cuéntas familias estan suscritas aamb s?

De 120 estudiantes, 8 estudian idioma francés, 50 estudian ruso y 20 estudian ruso y
francés. Si escog un estudiante aleatoriamente, & llar la prob b lidad de ge :

a. Estudie francés y uso

b Estudie francés o ruso

c. No estudie ni frances, ni ruso.

d. Estudie francés si se sab que estudié ruso.
e. Estudie ruso si se sab ge estudi6 francés.

Entre los 200 empleados de un departamento & y 150 g aduados, 6 del total dedican por
lo menos parte de su tiempo a trab jos de estadistica y 40 de los 150 g aduados dedican
por lo menos parte de su tiempo a trab jos de estadistica. Si se toma al azar uno de estos
empleados:

a) ¢Cuél es la prob b lidad de ge no sea g aduado ynot rab je en estadistica?

b ¢Cuéleslaprob b lidad de ge trab je en estadistica si se sab ge es g aduado?

En cierta ciudad, el 40% de la pob acidn tiene el cab llo casta@; el 20% tiene los 0jos
negros y el 5% tiene los ojos neg os y el cab llo castafi. Se escog una persona al azar,
h lle la prob b lidad de ge :

a. Teng el cab llocastafi o | 0s 0jos neg 0s

b Teng el cab llo castadi pe ro no los 0jos neg 0s

c. Noteng el cab llo castad, ni los 0jos neg os.

d. Teng los ojos neg os dado ge tiene el cab llo castad.

Al tirar un dado, calcule la prob b lidad de ge :
a.Noseobeng el 6

bN osalg nil,ni6

c.Quesalg elloel3

De 100 empleados de una compaii a, 70 son casados, 80 son g aduadosy 8 son amb s
cosas. Calcule la prob b lidad de ge si se selecciona una persona al azar de dich  grupo,
ésta sea:

a. casada yno g aduada

bn o casada

c. solterayo g aduada




| eccii @ La rely a del complemento

Objetis : Entender ys er capaz de aplicar la rely a del complemento

En la leccion (2.2), calculaste prob b lidades de sucesos compuestos aplicando
la reb a de Laplace. Abr a, estab eceremos algna s reb as de prob b lidades ge
son aplicab es para este tipo de sucesos. Antes, estudiaremos la ref a del com-
plemento y continuaremos con la refya de la adicién, refya de la prob b lidad
condicional y efy a del producto de prob b lidades.

Actividad @

Qué hacer

Estudia atentamente:

En un diag ama de Venn, todo el rectangl o representa el unverso de posib lidades
ge tiene el ege rimento aleatorio en cuestion. Es decir, el diag ama de Venn repre-
senta el “todo”. Este “todo” o universo, puede representarse de tres maneras eqi va-

lentes, a sab r:

S S
AoA < AoA
El ntn ero total de resulta- La suma de prob b lidades La suma de prob b lidades
dos posib es es n(S). de todos los resultados de de todos los resultados de S
Sesl es 100%.

Si consideramos un ege rimento con un solo suceso llamado A, entonces, un espacio
muestral puede estar formado por dich s uceso s u complemento:

S={A, A}

S

Representado en un diag ama:

AoA'




Actividad @ (Cont.)

Podemos estab ecer ge : n(A) +n (A)=n(S) >
P(A) + P(A) =1 S

P(A) + P(A) = 100% 3° =

Q A

Elig endo la segnda epr esion se concluy ge :

P(A)=1-P(A)

Esta reb a puede enunciarse asi: Si A es un suceso, la prob b lidad de la no ocurrencia de
A, denotada como P(A) es igual a: 1 menos la probabilidad de ocurrencia de A.

Mas adelante, aplicaremos esta formula cuando sea mas facil o mas practico calcular P(A)
en vez de P(A). Esto sucede, cuando se pregnt a por la prob b lidad de “pr 1o menos uno”
0 “al menos uno”. Por el momento, la aplicaremos simplemente para calcular la probabilidad
del no ocurrencia de un suceso.

Ejemplos | 1) Al lanzar un dado, ¢cuél es la prob b lidad de ob ener un nin ero distin-
to de tres?

Solucion

Como § sabemos el, espacio muestral es:
S={1, 2 34,5 6}

Distino de 3, es eqi valente a “no cae 3.

Ademas, “no cae 3" es complemento de “cae 3" . 1 S

_ 5
Si representamos con 3 al suceso “no cae 3”, 2 4
tenemos ge : 6 3

_ 1 5
PGE)=1-P(3)=1-5=¢




Ejemplos | 2) Enuna reunion del consejo técnico de una escuela, formado por 8 integ antes,
asistieron 5 mujeres, 4 profesores y el director. ¢Cual es la prob b lidad de
seleccionar al azar:

a. Aunbm be?
b¢, A un integ ante ge no sea profesor
c. ¢A un integ ante ge no sea el director?
Solucidn S
a. Seleccionar a un “bm b €” es un suce-
so complementario de seleccionar a una M
mujer. 3
P(bm be)=P(M)=1-P(M)=1-5/8=3/8
b Seleccionar a un “no p ofesor” es un S
suceso complementario de seleccionar
a un p ofesor. s P
P(no p ofesor) =P(P)=1-P(P)=1-4/8=4/8=1/2
c. Seleccionar a un “no director” es un su- S
ceso complementario de seleccionar a
un director. —
7 D
P(no director) =P(P)=1—-P(P)=1-1/8=7/8

Ejercicid Q

1. Enun lote de 20 televisores b y&le fectuosos.
a. Si D representa el suceso “se secciona un televisor defectuoso”, ¢qé representa D?
b¢, Cual es la prob b lidad de seleccionar al azar un televisor no defectuoso?

2. En un departamento de almacenes, ek sten 40 empleados: un supervisor, 6 almacenistas y
& uKk liares. Determina la prob b lidad de seleccionar al azar a un empleado ge :
a. No sea el supervisor.
bN o sea almacenista
c. No sea auk liar.

3 Al ek raer una carta de una b raja americana calcular:
a. P(no as)
b P(no diamante)




L eccin

Célculo de prob b lidades de sucesos
2 compuestos. Uso de la rey a de la adicion de
prob b lidades.

Objetis

Calcular prob b lidades de sucesos compuestos usando la reb a de la
adicion.
Entender, describ r yde terminar sucesos mutuamente ek uy ntes.

En esta leccidn, desarrollaremos una férmula para calcular prob b lidades
del suceso A o B = AUB. Recuerda ge este suceso es favorecido por la

sigi ente reg 6n somb eada:

Recuerda tamb én ge , el suceso A o B=AuUB, ocurre si:
» Sucede A

» Sucede B

» Suceden ambs .

S

Entonces, A 0 B = AUB se aplica cuando se pida la prob b lidad de ge
ocurra:

* Al menos uno,

» Algnode los dos.

» Cualesqi era.

Actividad &.4) a

Qué hacer

Aplicando lo ge
De los estudia

Las sigi entes pr
¢ ¢Engé
¢ ¢Degé

§ conoces sobre sucesos compuestos, resuelve:
ntes de nuevo ingreso a la universidad el afio pasado, el 12% reprobo inglés,

i rep ob matematicasy el 8 rep ob inglées y matematicas. Se elige un alumno al
azar.g ualeslap obb lidad dege hy arep obdoi nglés o matematicas?

egnt as pueden servirte de ayda .

consiste el ege rimento?_
sucesos se trata?

¢ ¢(Qué datos presenta el prob ema?_
¢ (Cudleslaincogi ta?_




Tal y como lo estudiaste en la leccion (2.2), este tipo de prob emas, pueden
resolverse con la ayuda de diagramas de Venn, aplicando el siguiente
procedimiento:

1. Describe el experimento identificando los eventos involucrados y asig-
nales una letra mag cula.

2. Identifica los datos y la incognita.

3 Construy un diag ama de Venn (recuerda ge si conocemos el valor co-
rrespondiente a la interseccion ésta se localiza primero y posteriormente
se completan las distintas reg ones).

4. Identifica las regiones que favorecen al evento de interés y aplica la for-
mula de la prob b lidad clasica.

A continuacién aplicaremos este procedimiento para resolver el prob ema
planteado en la activisdad (2.4 a)

Primero: Describe el experimento, identificando los eventos involucrados. Este experimento
consiste en eleg r un alumno; A ydos eventos involucrados:

Reprob i nb és, reprob m atematicas
Sea: M el evento: “reprob m atematicas” e
| el evento: “reprobi nf és”

Seg ndo: Identifica los datos y la incognita

P(M) = 186
P(l) = 12%
P(M A1) = 8

Laincogi taes: PMol)=PMuU )

Tercero: Dibj a el diag ama de Venn

& |80

78%

Cua to: Evento de interés: Mol=Mu |
PMol)=P(MuUIl)=10%+86 +8 =22% I

78%




Repd eld icido deprb abilidd es

La manera de dibj ar el diagrama de Venn en el 1 timo ejemplo, nos permitira deducir
una reb a para la adicion de prob b lidades:

1.- Se localiza P(ANB) %

2.- Se localiza la parte izgi erda de A evaluando: P(A) - P (ANB)
P(A) -P (AN B)

16% — 6% = 10%

3 Selocaliza la parte dereca de B evaluando: P(B) -P (AN B)

P(B) -P (AN B)

12% — 6% = 6%

Resumiendo, estas reg ones pueden marcarse del sigi ente modo:

P(A) -P (AN B)

Deadi : p(A U B) = P(A) - PATE) + PAATTE) + P(B) -P(ANE)

P(A U B) = P(A) + P(B) -P (AN B) Esta es la reh a de la adicion
de prob b lidades.

Lafé muladelad icid deprb b ilidd es, sep licaenls sig ientes
casn:

- Prob b lidad de ge suceda A o B.
- Prob b lidad de ge suceda al menos uno.
- Prob b lidad de ge suceda cualesqi era de ellos.

Debemos entender que estas tres expresiones se refieren a la misma situacion
matematica:
AoBegi valeaAuB




La aplicacion de la regla de adicion, nos permite simplificar el procedimiento de calculo.

Ejemplo | La prob bilidad de ge el egi po A g ne su primer jueg de b sq etbl
es 1/2, y la probab lidad de ge g ne su segndo jueg es 1/3 ¢Cual es la
prob b lidad de ge @ ne por lo menos uno de sus primeros dos juegos, Si
la prob b lidad de ge g neambs es 1/8

Solucion

Eventos involucrados:

A g nael primer jueg. S ea P este evento.
A g naelsegndoj ueg. S eas este evento.

Se pide: prob b lidad de ge g ne por lo menos uno de sus primeros dos

juegs .
P(PoS)=P(PuUS)="?
Datos:  P(P)= &
P(S= %
PPYyS) = &

Aplicando la férmula de la adicion:
PPuS)=PP)+PS)-P(PNnYS)
_ 1,1 1

6

=+

o~ N
wiN W)

Actividad @.4) b

Resuelve:

1. En una clase de 50 alumnos de primer ad, 8 estudiaron Word, 15 Ex el y 5 estudiaron
ambs prog amas. ¢Cuantos alumnos de primer aéi  estudiaronal prog ama de compu-
tacion?

2. Losnuevos juegs de TV videoge pueden seradaptados al aparato televisor tienen sonido
e imag n. Se h estimado que la prob b lidad de ge el sonido sea defectuoso es de 0.03
ge la prob blidad de ge uno u otro salg n defectuosos (sonido o imag n) es de 0.04,
pero la prob b lidad de ge ambs salg n defectuosos es de s6lo 0.01. ¢Cual es la prob b -
lidad de ge laimag nsalg defectuosa?




Sucesos 0 eventos mutuamente ex Iuy ntes.

La reb a de la adicion sufre un camb o cuando tratamos con eventos mutua-
mente ek ug ntes. A continuacion desarrollaremos este concepto.

Al afirmar que la probabilidad de un suceso compuesto es igual a la suma
de las prob b lidades de los resultados ge 1o componen, estamos usando el
b ch dege , tales resultados, se e luy n mutuamente en el sentido de ge
si ocurre uno, no ocurre ningd ot ro.

Por ejemplo, al girar la flecha de la ruleta anexa, la probabilidad de ob ener
un nin ero pr , puede verse como la ocurrencia del suceso compuesto:

“Se detiene en 2 6 se detiene en 4”

Si llamamos P al suceso se ob iene un ntn ero par, D se detieneen 2y C se
detiene en 4, entonces:

P(se obieneunpr )=P(P)=P(D 6C) =P(D U C)

Aplicando la ref a de la adicion:
P(P) = P(D) + P(C) - P(DNC)

P(seobieneunpr )=P(P)=P(D6C)=P(D u C)

Conloge § sab mos obenemos: P(D) = 1/4, P(C) = 1/4. Pero, ¢cuanto
vale P(DNC? En otras palab as, ¢cual es la prob b lidad de ge ocurran D
yC?o0¢ uéleslap obb lidad de ob ener un dosy un cuatro simultanea-
mente? Razonamos de la sigi ente manera:

Si la flecha se detiene en 2, no puede detenerse al mismo tiempo en 4.
Entonces: P(DNC) =0
Sustitug ndo en la formula de la adicion:
P(P) =P(D) + P(C) - P(DNC)
=1/4+1/4+0

=2/4
=1/2.

Los sucesos D yC se Ilaman mutuamentem ek uy ntes.

Sucess 0 events mutuen ente e luyentes, son aquellos definidos de tal
manera ge la ocurrencia de un suceso imposib lita la ocurrencia del otro su-
ceso. Es decir, si sucede uno de ellos, el otro no puede ocurrir.




¢Coémo interpretar ésto en un diag ama de Venn?

SiANB = ¢ entonces A y B son mutuamente excluyentes.

Si Ay B son eventos mutuamente ex lug ntes, la formula de la adicion se

simplificara, porque:

P(AnB)= n(An(g)B) = n(()S) =0

Por lo tanto:

Ejemplo

P(A U B) = P(A) + P(B) Formula de la adicion para suce-
so mutuamente ex cluy ntes.

En problemas practicos, diremos que A N B = ¢ si concluimos que, si sucede
A, no sucedera B. Nunca suceden A yB al mismo tiempo.

Se lanza un dado, ¢cudl es la prob b lidad de ge salg n ® 5 punt 0s?

Solucién
El evento de interés, es una composicion de dos eventos:
salen 3Nt os o salen pnt  os.

Sean:  A: el evento “salen $unt os
B: el evento “salen 5 puntos

Se pide:  P(Ao B)
P(A)=P(saleun 3 =

o~ o~

P(B) = P (sale un 5) =
P(AoB)=P(A) + P(B)-P (AN B)

¢P (A n B) = 07 Si salen 3 puntos, no pueden salir al mismo tiempo
5 puntos. AyB son mutuamente ex lug ntes.

1.1 _2_1
576673

Por lo tanto: P(AoB) = P(®5)




Ejercicia Q

1.SiP(G)=0.5P(H)=0.4y P(Gy H) = 0.1:
a. Completa el diag ama de Venn:

bD etermina: P(GNH).
c. Determina: P(GUH).
d. ¢Son mutuamente eg luy ntes los sucesos GyH ?Egl ige su respuesta.

2. Describe con tus propias palabras qué significa que dos sucesos sean mutuamente ex-
cluy ntes.

3 De 120 estudiantes, 6 estudian idioma francés, 50 estudian ruso y 20 estudian ruso y
francés. Si escog un estudiante aleatoriamente, & llar la prob b lidad de ge :
a. Estudie francés y uso
b. Estudie francés o ruso

4. Entre los 200 empleados de un departamento & y 150 g aduados, 8 del total consag an
por lo menos parte de su tiempo a trab jos de estadistica y 40 de los 150 g aduados de-
dican por lo menos parte de su tiempo a trab jos de estadistica. Si se toma al azar uno de
estos empleados, ¢cuél es la prob b lidad de ge sea g aduado o trab je en estadistica?

5. En cierta ciudad, el 40% de la pob acidn tiene el cab llo castad; el 20% tiene los 0jos
neg osy el 5% tiene los ojos neg os 'y el cab llo castad. Se escog una persona al azar,
h lle la prob b lidad de ge : teng el cab llo castafio | o0s 0jos neg os

6 Al tirar un dado, calcule la prob b lidad de ge :
a.Quesalg el1d6el3
b. Que salg par o menor ge 4.
c.Quesalg el1del3




Célculo de prob b lidades de sucesos
compuestos. La ref a de la prob b lidad condi-
cional y eb a de multiplicacion.

Leccin

Objetis : Calcular prob b lidades condicionadas.
Calcular prob b lidades de sucesos compuestos usando la reb a de la
multiplicacion.
Calcular prob b lidades de sucesos compuestos usando la reb a de la
multiplicacién para sucesos independientes.

En la leccion (2.2), se introdujo el concepto de prob b lidad condicional.
También se utilizd el espacio muestral modificado para calcular algunas
prob b lidades condicionales. Abr a, estudiaremos una férmula para calcu-
lar prob b lidades condicionales. Esta rely a, aparentemente no tiene ventaja
sobre el método que utiliza espacios muestrales modificados, sin embargo,
nos permite avanzar h cia otras cuestiones de interés como la re a de mul-
tiplicacion, la cual estudiards mas adelante. Primero, deb s recordar la nota-
cion de la prob b lidad condicional. Para ello, realiza la sigi ente actividad:

Actividad .9 a

Qué hacer

a) Lee atentamente:

Enungrupde tercerafide pepr atoriahy @ studiantes: s is-
ten regularmente, & stan ap obdos , 2%s isten regularmente y estan
ap ohdos .

b Abr a, analiza el diag ama de Venn ge corresponde a esta informacion:

Sean: A: el suceso “asiste regularmente”.
B: el suceso “esta ap ohdo ”

13

c) Leelassigi entes notaciones de prob b lidades condicionadas y determina sus valores.
Utiliza el concepto de espacio modificado.




Actividad @ d (cont)

1. P(B/A) Prob b lidad de ge estéaprob do, dado ge asista regl armente._
S

- A: el suceso “asiste regularmente”.
B: el suceso “esta ap ohdo .
13

2. P(A/B) Prob b lidad de ge asista regl armente, dado ge esta aprob do__
S

6 13

3 P(B/ A) Probabilidad de que esté aprobado, dado que no asiste regularmente
S

6 13

d) Los enunciados que se refieren a probabilidades condicionales, se pueden pre-
sentar de distintas maneras. Analiza los enunciados eqi valentes a la sigi ente
prob b lidad condicional:

P(Ap ohdo/ asiste regularmente) =%

Se puede leer de las sigi entes maneras:

+ Prob blidad de ge estéaprob do, dado ge asiste regl armente es de 71%.

+ Delosge asistenregl armente, el 71% esta aprobado.

» Siasiste regl armente, hay’1% de prob b lidad de ge estéaprob do.

« La prob blidad de ge uno cualgi era de los ge asisten regl armente, esté
aprob do es de 71%.

« EI71%de los ge asisten regl armente, estd aprobado.

+ Laprob blidad de ge estéaprob do, uno cualgi era de los ge asisten reg -
larmente es 71%.

+ Deage llosge asisten regl armente, el 71% esta aprob do.

e) Analiza detenidamente el sigi ente esge may relacionalo con cada uno de los enun-

ciados anteriores. -
P ( CAp obdo ) Casiste regularmente> )
/!

Consecuencia Condicion o universo reducido




Formula de la prob b lidad conicional (o condicionada)

Utilizaremos el ejemplo de la actividad (2.5 a) para ob ener la formula de la
prob b lidad condicional.

Enungrup detercerafi dep epr atoriahy 6 estudiantes: 8 asis-
ten regularmente, 3 estan ap obdos , 8 asisten regularmente y estan
ap obdos . ¢ ual es la p obb lidad de ge esté ap ohdo, dado ge

asiste regularmente?

: S
Sean: A: el suceso “asiste regularmente”. A

B: el suceso “esta ap ohdo .

13

Recordemos ge , decir: “esté ap obdo dado ge asiste regularmente, reduce
el espc 10 muestral original de 8 estudiantes a8 ge son los ge asisten
regularmente”.De estos B, 25 e st&n aprob dos.

La reg On ray da://// es el pacio muestral reduci-

do o modificado ( S

modiﬁcado)

De esta reg 6n, la zona: //// favorece al suceso

“esta ap ohdo .

Entonces, la prob b lidad de ge estéaprob do, dado ge asista regl armente,

€es.
P(B/A) = NANB) 25 _ 5

( modiﬁcado) B 7

La formula de la prob b lidad condicional, se ob iene a partir de la ege rsion:

P(B/A) = TALB) al realizar los sigi entes pasos:
modificado

En primer lug r, ob ervamos ge :n(S, . ...) = N(A)

Por tanto
' nBNA
P(B/A)= n(—A))
Dividiendo esta li tima egr esion entre n(S):
P(B N A)
_nBnA)_ n(lS) _ PBNA)
PEINET® T am T A

n(S)




Esta es la formula de la prob b lidad condicional:

P@B/A)= FBNA) F'?(;)A

De manera similar, si ge remos encontrar P(A/B), escrib mos:

P(A/B)= ﬂ%L

Estudia con much atencion los sigi entes ejemplos:

Ejemplos

a) En una oficina hay 65 empleados, de los cuales 25 son casados y 40
estan titulados; ademas, 10 son casados y estan titulados. Si se selecciona
un empleado al azar, ¢cudl es la prob b lidad de ge sea titulado uno

cualgi era de los casados?

Solucion
Para resolver el problema, debes identificar el universo o poblacién, y
sucesos involucrados.

Pob acion: 6 e mpleados

Sucesos involucrados: Casados C: 25, por lo tanto, n(C) = 25
Titulados T: 40, por lo tanto, n(T) =40
10 son casados ye stan titulados: Cy T: 10

n(CnT)=10
- 25 _ 5
S PO=%=1
— 40 _ 8
PM=%7= 13
10 2
10 P(OnC) =5 =13

Se pide:
P(titulado, uno cualgi era de los casados):
P(TNC)_ 2/13 2

POIO="5c ~s18"5




Ejemplos | b En una escuela, el 20% de los alumnos tiene vista defectuosa, el 8%
(Cont.) tiene oido defectuoso y el 4% tiene vista y oido defectuoso. ¢Cuél es la
prob b lidad de ge unnié teng oido defectuoso si sab mos ge tiene
vista defectuosa?

Solucion
...el 20% de los alumnos

tiene vista defectuosa: V- vista defectuosa

El 8% tiene oido defectuoso: (@)
8% O: oido defectuoso

e | 4% tiene vista yoi do defectuoso:
O~ S | VO :vista y oido defectuoso

4%

760

Prob b lidad de ge un alumno teng oido defectuoso, si sab mos ge tie-
ne vista defectuosa: P(O/ V)

Aplicando la férmula de la prob b lidad condicional:

_POnV)_ 4% _ 1
POIV)= P(V) = 20% ~ 5

Actividad €.9) b

Utilizando los datos del ejemplo (b anterior, determina:
1) La prob b lidad de que un alumno teng vista defectuosa, si sab mos ge tiene oido

defectuoso.
2) La prob b lidad de ge un alumno tenga oido defectuoso, si sab mos ge no tiene

vista defectuosa.
B La prob blidad de ge un alumno tenga vista defectuosa, si sab mos ge no tiene

oido defectuoso.




Ref a de multiplicacion de prob b lidades

Ob erva ge , mientras
A representa a un suceso
simple, ANB es un suce-
S0 conjunto. Un suceso
conjunto, compuesto
por Ay B, significa que
tanto el suceso A como
el Btienen g e ocurrir
en forma simulténea.

La prob b lilidad P(A)
se llama prb b ilidd
simpley aprob b lidad
P(ANB) se llama prb a-
bilidd co junta

Laocurrencia conjunta de dos 0 mas sucesos, se presenta con la ocurrencia
simultanea de dichs sucesos.

Ay B = ANB significa que ocurren ambos
sucesos simultaneamente.

Estableceremos ahora, una regla para calcular P (A n B). Para ello,
simplemente despejaremos P (A n B) de la férmula de la prob b lidad

condicional:
P(BNA)
P(A)
P(A)P(B/A)=P(BNA)

P(B/A)=

Si consideramos e BNA = ANB, puede escrib rse tamb én:
P(A)P(B/A)=P(AnB)

Finalmente:
P(ANB)=P) P(B/A)

Abr aben,siloge conocemoses P(A/B), deb mos usar la forma:

P(BNA) = P(B) P(4/B)

Actividad @ C

En cada caso, llena el espacio en b anco para completar la férmula::
aQ) P(ONA)=P0O)

b) PBNA)=PA)

o PPNQ)=PFP)_

dPPNQ)=PO)____

Ejemplos | 1.

Una oficina tiene dos teléfonos A y B. La probabilidad de que el teléfono
A esté ocupado es de 0.6 y la prob b lidad de ge el teléfono B lo esté es
0.50. Supon ademéas ge cuando el teléfono A esta ocupado, la prob bilidad
de ge el B tamb én lo estées 0.80. ¢Cual es la prob bilidad de ge  ambs
teléfonos estén ocupados?

Solucién
..... La p obb lidad de ge el teléfono A
este ocupdoe s0.6 —> P(A)=0.6

A: el teléfono A
esta ocupado.




Ejemplos
(Cont.)

..... La p obb lidad de ge el telefono

B este ocupdo e s0.5 —» P(B) =0.5 B: el telefono B esta
ocupado.

....C uando el teléfono A esté ocupdo,
la p obb lidad de ge Btamb én lo
esté es 0.80. —> P(B/A) =0.80

Se pide: P(Ambs estén ocupados) = P(A n B)

P(ANB)=(0.6)(0.8)=0.48
Por la re a de multiplicacion: P(A n B) =P(A) - P (B/A)
Sustitug ndo: p(A ~B) = (0.5 (0.8) =0.48

2. Si llueve antes de una semana de b b r semb ado, b y 0.95 de prob -
b lidades de ge una cierta clase de semilla de lechg a g rmine. Sih y
una prob b lidad de 0.70 de ge llueva la semana prok ma, ¢cuél es la
prob b lidad de ge lluevaya ® g rminacion?

Solucion

Sucesos seé lados: LI: “ Lluev_e”
G: “Germina”

Sillueve by  Ble p obb lidadesdege germi-
ne. — P(G/LI)=8

...Probb lidad dege lluevaes® — P(LI)=0.70

Se pide: “p ohb lidad de ge lluevay hy a germinacién”
P(LI yG)=P(LInG)=P(LI)P(G/LI)

Entonces: P(LIN G) =(0.7)(0.95) = 0.8.

3 EI 8 % de la pob acién de un cierto pais del tercer mundo tiene una
deficiencia de vitamina D. De aquellas personas que tienen deficiencia
de vitamina D, el 10% tiene sintomas de la enfermedad llamada raqi -
tismo. ¢Cual es la prob b lidad de ge una persona escog da al azar de
la poblacion tenga una deficiencia de vitamina D y tenga raquitismo?

Solucién

Identifiquemos los eventos mencionados:
“Tiene deficiencia de vitamina D”: D
“Tiene sintomas de ragi tismo”: R

..... El 30%...tiene deficiencias de vita-
mina D.—> P(D) =0.3




Ejemplos

cont) | De aquellas personas que tienen deficiencia de vitamina D, el 10%
ont.

tiene ... raquitismo. — P(raquitismo / deficiencias de vitamina D).
P(R/D)= o

Se pide: “Prob b lidad de ge una persona escog da al azar de la pob acién,
tenga una deficiencia de vitamina D y tenga raquitismo”

Ensimb los: P(D~R) =P (D)-P(R/D)
Por lo tanto: P(D " R) = P (D) - P(R/ D) = (0.3 (0.1) =0.03 %

Sucess | ndependientes

Analicemos la sigi ente situacion:

“Durante una prueba de duracion de dos lotes de focos producidos por fabricas
diferentes, se A comp ohdo ge la p ohb lidad de ge un foco delaf a.
fab ica dure @  br as encendido, esde 8  Asimismo, la p ohb lidad
resp ctiva de un foco de la@a. fab ica, es Se quieresab r, ¢ ual es la
p obb lidad de que el foco de la @a. fab ica dure encendido@  br as, si
el foco de la it a.f ab ica tuvo esa duracion?”.

Solucién
Sean los sigi entes sucesos:
A:“El focode lat a.f &b ica dura (br as”.
B: “El foco de la #a.f ab ica dura @r as”.
Entonces, evidentemente tenemos ge :
P(A)=0.84
P (B)=0.78

Se nos pide determinar: P(B/A). Es decir, necesitamos la prob b lidad de que el
foco tomado de la segnda fab ica dure 1000 br as, cuando esta misma duracion
lah g presentado un foco de la primera fab ica.

Abr aben, es evidente ge la prob b lidad del evento B, no depende de la rea-
lizacion del evento A. Esto [1timo lo concluimos por el B ch de ge podemos
proceder simultdneamente a las dos prueb sy de ge los focos proceden de fa-
b icas diferentes, fab icados por maqi nas distintas.

Practicamente, esto significa que la probabilidad de que un foco de la 2da. fabri-
cadure 1000 br as, no depende de la duracién del foco tomado de la 1ra. fab ica.
Concluimos que la probabilidad del resultado B no se modifica por el hecho de
ge aé damos a las condiciones g nerales, la condicion de realizacién del even-

to A, esto significa que:
P(B)=P(B/A)

En tal caso, decimos simplemente ge elee ntB es ndependiented € A.

Resumiendo: Dos eventos son independientes si la ocurrencia o no
ocurrencia de uno, no afecta la ocurrencia o no ocurrencia del otro.




Ejemplo

No olvides q e:
P(MNENI) repre-
sentaaP(MyEel)
e indica la prob b -
lidad de ge ocurran
los tres sucesos
simultaneamente.

La independencia de dos eventos A y B se egr esa matematicamente como:

P(A/B)=P(A)

Si B no depende de A, A no dependera tampoco de B.
Si P(B/A)=P(B) tendremostambénge P(A/B)=P(A) .
Es decir, la independencia de los eventos, es una propiedad reciproca.

Para eventos independientes, la ref a de multiplicacién
P(A N B) = P (A) P(B/A) se simplifica:
P(AnB) =P (A) P(B)

Laregla de multiplicacion para eventos independientes, admite sin dificultad
la g neralizacion en el caso de ge se bs ge la prob b lidad, no de dos,
sino de tres, cuatro 0 mas sucesos independientes entre si.

Sean por ejemplo, tres sucesos A, B y C respectivamente independientes
(es decir, ge la prob b lidad de cada uno de ellos sea independiente de la
realizacion o no realizacion de los otros dos).

Siendo los sucesos A, B yC respectivamente independientes, de la red a:
P(AnB)=P(A) P(B)
se deducege : P(AyByC) =P (AyB)P(B)
entonces:  P(Ay By C) = P (A) P(B) P(C)
oben: PANBNC)=P(A) PB)PC)

Un estudiante ge cursa matematicas, espafll e inb és, estima ge sus
prob b lidades de ob ener 10 en estos cursos son 1/10, B 10 y 7/10 res-
pectivamente. Si supone que las calificaciones pueden ser consideradas
como eventos independientes, ¢cual es la prob b lidad de ob ener:

(a) 10 en todas

(» ning 107
Solucién
(a) M: “10 en matematicas”—> P(M) = 1/10
E: “10 en espadl ” ——» P(E) = 810
I: “10eninf &~ — P(l) =7/10
Se pide:

P(M A E 1) = P (M) P(E) P(1) :&@@@: w2 =002

() Si M es el evento “10 en matematicas”.
M' sera el evento “no ob uvo 10 en matematicas”.

Analog mente: E'es el evento “no ob uvo 10 en espadl .
I" es el evento “no ob uvo 10 en inf &s”.




Ejemplo | Eleventoning n10esM'nE'N "

(Cont.) | Para aplicar la reb a de multiplicacion aceptaremos lo sigi ente: SiAy B
son independientes, entonces las parejas:

AV '
A'\B
A'B '
tamb én son independientes (jpiénsalo!)

Iga Imente para tres eventos A, B y C independientes, se cumple ge A’
B'yC 'son independientes.

Por lo tanto: P(M'AE' N I') = P(M") P(E") P(I")

Actividad @ d

Analiza detenidamente las sigi entes ob ervaciones acerca de las relaciones g e ek sten
entre sucesos mutuamente ek ug ntes ys ucesos independientes:

1. Laindependencia Yy los sucesos mutuamente eg lug ntes son dos conceptos muy dife-
rentes:
a. El que dos sucesos sean mutuamente exluyentes significa que los dos sucesos no
pueden ocurrir al mismo tiempo.
b. El que dos sucesos sean independientes significa que la ocurrencia o no de un suce-
so, no afecta la prob b lidad del otro.

2. Dos sucesos no pueden ser a la vez mutuamente ex lug ntes e independientes. En con-
secuencia:
a. Sidossucesos son independientes, entonces no son mutuamente eg lug ntes.
Esto puede deducirse del sigi ente B ch: Si Ay B son independientes, entonces
P4 NB) = P(A)P(B), y,deb doage P(A)y P(B) son diferentes de cero, P(ANB)
es diferente de cero.
b. Si dos sucesos son mutuamente ex luy ntes, entonces no son independientes.




Ejercici oﬂQ

1. En una escuela todos los alumnos estan tomando clases de matematicas e infy és. La prob -
b lidad de ge un alumno escog do al azar reprueb matematicas es 0.15, la prob b lidad de
ge reprueb inhées0.05y aprob blidad de ge reprueb amb s es 0.04.

a) Si sab mos ge un alumno esta reprob do en ind &s, ¢cual es la prob b lidad de ge
reprueb matematicas?

b Sisab mos ge un alumno esté reprob do en matematicas, ¢cual es la prob b lidad de
ge reprueb inb és?

2. Se lanza un dado al aire, ¢cual es la prob b lidad de ob ener un 3sabendoge h salido un
nm ero impar?

3. El despertador de José no funciona muy b en, pues el 20% de las veces no suena. Cuando
suena, José lleg tarde a clase con una prob b lidad de 0.2, pero si no suena, la prob bilidad
de g e llege tarde a clase es 0.9. ¢Cudl es la prob b lidad de ge & § sonado el desperta-
dor, si sab mos ge Joséh lleg do tarde a clase?

4. Supong mos ge de todas las personas ge compran cierta computadora, 6% inclug un
programa que le permite hacer graficas estadisticas, 40% incluye un programa que le permi-
te editar formulas matematicas y 8% incluy ambs tipos de prog amas. Si se selecciona
al azar un comprador, ¢cual es la prob b lidad de ge B § comprado un prog ama para
graficar dado que comproé uno para editar formulas?

5. Cierto proceso de fab icacion produce 4% de articulos defectuosos. Por ege riencia se sab
ge el 25% de los articulos defectuosos producidos se le pasan al inspector. Los articulos
estandar nunca son rech zados por el inspector. ¢Cudl es la prob b lidad de que si usted
compra uno de esos articulos sea uno de los defectuosos?

6. Explica con tus propias palabras qué significa que dos sucesos sean independientes.
7. ¢Por qué las propiedades “mutuamente ex luy ntes” e “independentes” son muydi stintas?

8.Si P(A) =0.5y P(B) = 0.3y Ay B son independientes, ¢cuél es la prob b lidad de cada uno

de los sigi entes sucesos?
a. P(ANB) b P(B/A) c. P(A/B).

9 SiP(A)=0.4, P(B)=0.3y P(ANB)=0.15.
a. P(A/B)=_ b PB/A)=_ C. ¢Son independientes Ay B?

10. De una b raja normal se ek rae una carta. Sean A el evento “/a carta es una figura” (un
jack unareina o unrey , B la ocurrencia de una “carta roja” y C representa “la carta es un
corazon”. Determina si los sigi entes pares de sucesos son independientes o dependientes:

a.AyB b AyC. c.ByC.




AUTOEVALUACION( UNIDADI 1)

Considera los sigi entes conjuntos para responder los reactivos del 1 al 3
U={a bc ,d e f ghi ,j} C={c,d,e f} E={ghi ,j}

A={a, bc ,d} D={hi,j}
B={bc ,d, e}

1. El conjunto {hi , j} es: 2. Elconjunto{a,b es: 3 Elconjunto A'n C'esigual a:
a. (AU B) a.ANB a.{ghi ,j}
b( BuC)' bC NnA' b{ f, ghl 1}
c.DNE c.AnC c.{ghi }
dDUE e.BNC d.{a, be ,f}

4. SiM YN son mutuamente eg lug ntes, entonces:
aMUN=M
bM UN=M~nNN
c.MNN=¢
dMUN=U

5. ¢Qué operacion representa el area

somb eada?
a.AnB
bAUB

c.A'NnB
dA'nB

6 En una clase de 50 alumnos de primer aéi, 8 estudiaron Word, 15 Eg el y 5 estudiaron
ambs prog amas. Si se selecciona un alumno al azar, determina la prob b lidad de eleg r

uno ge :

a. Estudié Word.

b No estudio Ex el

c. Estudié algpr og ama de computacion.
d. Estudié Word pero no Ex el.

e. No estudié ningpr og ama.

f. Estudié Exg el sise sab ge estudié Word.

7. Contesta correctamente:

a. Seael evento A: “llueve by , con prob b lidad conocida P(A). La formula para cal-
cular la prob b lidad de ge “no llueva by es:_

b Sea el espacio muestral S={1, 2, B . ¢Cuanto vale P(1) + P(2) + P(B ?_

c. Sean los eventos A, B. La formula para calcular la prob b lidad de ge ocurran cua-
lesqi era de ellos es:_

d. La formula para calcular la prob blidad de ge ocurra A dado ge ocurri6 B
es:




AUTOEVALUACION (UNIDAD II) (Cont.)

8. SiP(A)=0.6 P(B/A)=0.7y P(B) =0.6c alcula:
a) P(B’) b P(AoB) c) P(A/B) d) P(Ay B)

9. Searroja un solo dado, la prob b lidad de ge salg unnith ero magr ge 5 es:
a) 2/3 b 1/3 c) 1/6 d) 1/2

10. Se saca un solo naipe de la b raja americana. Calcula la prob b lidad de ge el naipe
sea de color rojo?
a) 1/52 b 4/52 c) 1/2 dy1

11. Lanzaundado “bn esto”. Sea A: “el dado muestra un nin ero menorge 4"y B: “el
dado muestra un nth ero impar”. Calcula las prob b lidades:
a) P(A/B) b P(B/A).

12. SiP(G)=0.5,P(H)=04yP(GNH)=0.1,

a. Distriby  correctamente estas cantidades
en un diag ama de Venn. S

bE ncuentra P(G / H).
c. Encuentra P(H / G).
d. Encuentra P(H)
e. Encuentra P(G o H).
f. Encuentra P(Go H)
g¢, Son mutuamente ek ug ntes los sucesos GyH ?ERl ica tu respuesta.
h¢, Son independientes los sucesos G yH ? ERl ica tu respuesta.

13 A partir de algnos estudios estadisticos, se b estimado ge en cierta intervencion
gi rd g ca, laprob b lidad de ge ek stan complicaciones con la anestesia es 0.02; la
prob b lidad de complicaciones durante la misma intervencion es 0.03 y la prob bi-
lidad de complicaciones en el posoperatorio es 0.02. ;/Cual es la prob b lidad de q e,
en una intervencion, no ek sta ningna de estas complicaciones?

10
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Chculd eprb b ilidd esd eep eriments cn puests .
Co tem edia teeldig e;n d eA bbp bbdeprb a-

LeCC|[,) @ bilide es(rejd em ultiplica id )P a tel :Ep erimen-

terepetidep atirdeunb jetg nerd D.

Objetie : Calcular prob b lidades en ege rimentos compuestos con ayda del
diag ama de &rbl ya rbl de prob b lidades. Ege rimentos repetidos a
partir de un objeto g nerador.

En las lecciones precedentes, todos las situaciones correspondieron a ep -
riments simp es, es decir, ege rimentos ge se realizan en una sola etapa.
Por ejemplo:

« Lanzamiento de una moneda: /~ Un posib e resultado:

%&Q’

» Lanzamiento de un dado: Un posib e resultado: n

« EK raccion de un op eto: Un posib e resultado: e

Sinemb rg, por lo g neral, los prob emas de prob b lidad involucran dos
0 mas etapas. Cada etapa puede considerarse como un ege rimento, pero
cada resultado estara formado por una pareja, una triada, etcétera.

Por ejemplo, si se lanzan dos monedas, un resultado posib e es: (a, s)

(a, S) o simplemente as —Nos indica ge cay6 aguila en el
p imer lanzamiento, y sello en el
segundo.

Si se lanzan tres dados un resultado posib e es: (B3 )

(13 3) osimplemente 3 —— Nosindicage cayéunoenelp i-
mer lanzamiento, tres en el segun-
do y otro tres en el tercero.

Atencit : Lanzar una moneda dos veces, proporciona los mismos resul-
tados ge lanzar simultineamente dos monedas. S6lo es necesario poder
distingi r cada una de las monedas. De iga | manera, podemos lanzar si-
multaneamente dos o mas dados ydi stingi rlos mediante un color.

Trab jar con los resultados de un ege rimento compuesto, reqi ere de un
entrenamiento especial, el cual empezaras con la sigi ente actividad.

16




Actividad @

Qué hacer

Analiza cada una de las sigi entes situaciones. Contesta lo indicado.

Ariana y Carlos jueg n a lanzar dos monedas a la vez y van anotando los resultados.
Ariana dice: “si salen dos aguilas, yo gano” , mientras ge Carlos dice: “yo gano si sale
una aguilay un sello”. Ob erva los resultados ob enidos en 50 lanzamientos.

Dos agi las aa | L i 1
Dos sellos ss | /)
Unaagi layuns ello as | % 0 L L L /1T

» ¢Cuantas veces A g nado Ariana?_
» ¢Cuantas veces h g nado Carlos?_
» ¢Cuantas veces no & g nado ningno? _

Ariana A pedido la revancha y A n vuelto a lanzar las monedas otras 50 veces. Estos
son los resultados.

Dos agi las aa | Y/
Dos sellos ss | 2 T T

Unaégi layuns ello as| % 5 0 4/,

+ ¢Cuantas veces h g nado abr acada uno?_

e &Y sijuntas los resultados de las dos partidas?_ _

«  ¢Quées mas facil en el ege rimento anterior: ob ener dos agi las u ob ener una
agi layns ello?_

« Unete a un compa@ ro o compad ray repite el ege rimento de Ariana y Carlos.
Comparen sus resultados con los de las tab as anteriores. ¢Crees ge es una ca-
sualidad ge h ® g nado las dos partidas Carlos? ¢Por gé ?_

A continuacién aplicaremos nuestro conocimiento prob b listico para ex-
plicar lo sucedido en la actividad anterior. Antes, deb s proporcionar una
respuesta a la sigi ente pregnt a:
¢Cual es el conjunto de todos los resultados ps ib es al lanzar dos
monedas al aire?_

10




Eldig & d ea bb

El diag ama de arbol, es una técnica de enumeracion sistematica de cada uno de los
resultados de un ege rimento compuesto. Por tanto, con la ayda de esta B rramienta,
podemos determinar tanto el total de resultados posib es n(S) de un ege rimento, como
el nin ero de resultados favorab es n(A) a cualqi er suceso A de interés. De este modo

podremos aplicar la formula de Laplace: n(A)
P(A) = n©)

El procedimiento a segi r, lo egl icaremos a través de ejemplos.

Distingi remos entre dos tipos de ege rimentos: ege rimentos ge consisten en accionar
“un op eto generador”, ye ge rimentos de muestreo o seleccion de una pb acion.

Patel E p erimentep atirdeunb jetg nerd D.

Ejemplo 1| Al lanzar simultaneamente dos monedas ( 0 una moneda dos veces en forma
consecutiva), ¢es més facil ob ener una &gi layns ello, o dos agi las?

Solucioén

Primerpa o Descripcit d elep erimento

« Elege rimento consiste en el lanzamiento de dos monedas simulta-
neamente (0 una moneda dos veces en forma consecutiva). Se trata
de unexp rimento compe sto de dos ege rimentos simples, o de dos
etapas.

« Hayn*“ op eto generador” : la moneda, con dos opciones: a 0 s.

« Primer experimento o primer etapa: Lanzar la primera moneda.

» Opciones: {a, s}

« Segndo ege rimento o segnda etapa: Lanzar la segnda moneda.
Opciones: {a, s}

« Algnos resultados: as, aa, ss.gont  0dos?

+ Los resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar dos valores: (2 0S) N, puede tomar dos valores: (a 0 S)

Las opciones del Seg ndp a o Esth leceelespa im uestrh.

op eto g nerador,
se escrib n en [ Haundig e d ea bb!

columnas:

<:

Analiza la forma de razonar para construir este diag ama de arbl :

En el primer lanzamiento, < a
puede caera o s. S

16




Ejemplo 1
(Cont.)

Ob ervage :

ler. lanz. tiene “2
opciones”

2do. lanz. tiene “2
opciones”

n(s) =2x2 =4

1° lanzamiento

Sienel1°cayg a,en
el 2° puede caeraos

. o s 1° lanzamiento
Sienel1°cag s,en .

el 2° tamb én puede
caeraos

N

2° lanzamiento

ot

2° lanzamiento

El diag ama de arbl para el ege rimento de lanzar dos monedas es:

resultados
aa

a
a <
/ 5 as
s <
s ss
Entonces, el espacio muestral es:
S={aa, as, sa, ss}

1° lanzamiento  2° lanzamiento

¢Resultados eq iprob b es?

Cada resultado es una
pareja o dupla que indica
la ocurrencia simultanea o
conjunta de dos sucesos.

a eqi valea aNa, ysigi -
fica: “caeaenel L 0.y cae
aenel go.

Si la moneda es “bne sta”, los resultados a y s en cada lanzamiento, son
iga Imente prob b es. Por lo tanto, los resultados son eqgi prob b es.

Por lo tanto: n(S) =4

Tercerpa 0. Resultd s fa

Sucesos de interés:
A: “una aguilay un sello”.
B: “dos aguilas”

A ={as, sa} —> n(A) =2
B={aa} —>n(A)=1
Cua to. Aplicala ejd eL p la e

Py A _2_1

niS) 4 2
_ne_1
F)(B)_n(s) 4

b lesg Bceuld eprb b ilidd es.

Asi pues, a la larg , es més facil ob ener una agi lay unsello, ge dos

agi las.

10




Ela bbdeprb b ilidd es

Otra b rramienta ge nos ayda a asiga r prob b lidades, es el arbl de
prob b lidades. Entenderemos por arbl de p obb lidades, al diag ama de
arbl ge presenta las prob b lidades correspondientes en cada una de sus

ramas.
A continuacién construiremos el arbl de prob b lidades para el caso del

lanzamiento de dos monedas.

En el primer lanzamiento, la prob b lidad ) a

de cada resultado posib e es /2.
1/2 S

El resultado de la segnda moneda no depende de lo ge sali6 en la pri-

mera, es decir e |la zm ients so ind p nd entes. Asi observamos ge :

« Los resultados del segndo | anzamiento serian los mismos, si no se
bb erallevado acabe | primero.

» En consecuencia, los resultados del segndo ege rimento tienen la
misma prob b lidad, sin importar el resultado del primero. Es decir,
la prob b lidad de ob ener &gi la en el segndo lanzamiento es un %2y
esto no depende del resultado del primero.

Entonces, el arbl de prob b lidades para el lanzamiento de dos monedas es:

° ; o ; Prob b lidad de
1° lanzamiento 12 lanzamiento cada resultados Oiro razonamiento:
1 72 a (32 ()2 = ¥Ya —> Puesto ge la mitad de las veces ob e-
2 _~a _ nemos agi la en el ler lanzamiento y
r—s 060t =% . :

2 de esta mitad, la mitad de las veces ob-
15 a 0s0k =Ya tenemos agi laen eI,ZSjo., la prob b li-
S . dad de ob ener dos &gi las es la mitad

155 0202 =% de un medio, esto es un cuarto.

Ob ervage encada
b furcacién, la suma
de las p obabilida-
des, hde serl
Tamb én ob erva

ge todas las ramas
tienen la misma
prob b lidad, es de-
cir, éste es un arbl
de prob b lidades
eqi poh be.

Al construir un arbl de prob b lidades deb s tener muye n cuenta la
sigi ente ob ervacion: Aqgi anotamos la prob b lidad de ob ener agi la
/ en el 2do. lanzamiento, dado ge cay aguilaenel
a 1ro: (P(aenel@0./ caydaenelf 0.).
1
/2 Aqgi anotamos la prob b lidad de ob ener sello

a en el 2do. lanzamiento, dado ge cay aguilaenel
1 1ro: (P(senel 2./ cay6aenelt o.).
2 1 . -
2 S Aqgi anotamos la prob b lidad de ob ener agi la
en el 2do. lanzamiento, dado ge cag sello en el

1ro: (P(aenel @0./ caydsenelt o.).

1 a .
1 /2 Aqgi anotamos la prob b lidad de ob ener sello
s en el 2do. lanzamiento, dado ge cag sello en el
1ro: (P(senel@0./ cay6senelt o0.).

3 Sinemb rg, deb do a la independencia entre los
S dos lanzamientos, las prob b lidades de las segn -
das ramas, se mantienen iga les a las primeras.
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¢Como asiga r prob b lidades a sucesos, con laayda de un arbl de prob b -
lidades? Aplicamos lareb a del producto con b se enlasigi ente egl icacion:

+ Cada resultado, es un suceso compuesto ge consiste en la ocurrencia
simultanea de los sucesos implicados. Por ejemplo, el resultado aa, es
un suceso compuesto ge nos indica:

Cay6aenell°yaenel 2°

Entonces: P(aa) = P(a ) = P(@imer0) P@eegundo” Bprimer)

primero segundo primero

Sinemb rg, pe stoge Ay indep ndencia se cumple ge :

P(aa) = P(a )=P(a ) P(a

prlmero segundo primero segundo)

Por costumb e escrib mos: P(aa) =P(a) P(a)

Para determinar la prob b lidad de ald suceso, primero localizamos la tra-
§ ctoria (o las tray ctorias) ge favorece al suceso y ob enemos su prob b -
lidad, y, finalmente, cuado sea el caso, sumamos todas las probabilidades de
las trag ctorias favorab es.

A continuacion, se indican con seqn entos g uesos la tray ctoriage favorece
al suceso dos aguilas.

1° lanzamiento  2° lanzamiento

72 —a P(aa)= (s 0 = Ya
§

1/z

P(dos aguilas) = P(aa)= %
1/2

El suceso una aguila y un sello, es favorecido por dos trag ctorias:

1° lanzamiento  2° lanzamiento
1
/2 a

S P(as)= 0202 =%

s é?:a%ﬂﬂﬁw=%
S
Y27s P(un aguila y un sello) = P(as) + P(as)

=VYat+Ya=1

2 La

18




Actividad @

1. Contesta:
a. En el experimento de lanzar dos monedas, ;qué significa la notacion as?
b. En el experimento de lanzar dos monedas, ;qué significa que el segundo lanzamiento
sea independiente del primero?

2. Resuelve:

a. Enun jueg de “dispr ejo” se lanzan tres monedas al aire (o tres veces consecutivas
una moneda); la persona A g na si caen cara distintas y B g na si caen caras iga les.
¢Quien tiene mas posib lidades de g nar? Argm enta tu respuesta calculando prob b -
lidades de dos maneras: mediante un diag ama de arbl vy la rely a de Laplace, y utili-
zando un arbl de prob b lidades.

b Unafamilia desea tener cuatro h jos. Suponiendo ge en cada nacimiento ex ste la mis-
ma prob b lidad de tener ni o nidé , ¢cudl es la prob b lidad de tener 2 nidis y dos
nié s? Utilizando tu intuicidn, conjetura una respuesta y después verificala calculando
prob b lidades

Ejemplo 2 | Se lanza una moneda “bne sta” cuatro veces en forma consecutiva. ¢Cual es
la prob b lidad de ob ener:

a) cuatro aguilas

b dos agi las ydos sellos
c)unagi la

d) tres sellos consecutivos
e) tres agi las o tres sellos?

Solucion

Primero. Descripcion del ege rimento.

« Lanzamiento de una moneda cuatro veces en forma consecutiva.
« Esunege rimento de cuatro etapas.

« Algno sresultados:

aass
ssas
aaas
) ) Son resultados de la forma: N,
¢Cuantos seran en total?_ N, N, N,

\

N, puede seraos.
N, puede sera o s.
N, puede sera o s.
N, puede sera os.

Seg ndo. Estab ece el espacio muestral. jHaz un diag ama!
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Ejemplo 2

(Cont.) a
a
< < s
a
a
S
< S
a
a
a
S < S
Ob ervage :
. ____—a
e ler. lanz. tiene “2 S
o T
opciones

8 r. lanz. tiene “2

2do. lanz. tiene “2 a
opciones” < a<__ s
a
. R a
opciones S
4to. lanz. tiene “2 < S

opciones” S a
e S
= s

S ={ aaaa, aaas, aasa, aass, asaa, asas, assa, asss, saaa, saas, sasa, sass, ssaa, ssas, $ssa, Ssss}
¢Resultados eqi prob b es?Si, puesto ge se dice ge la moneda es bne sta.

Entonces. n(S) = 16
Tercero. Resultados favorab es ¢ alculo de prob b lidades.

a) Suceso: “ca ncuarg ila”. Sea A este suceso.
A ={aaaa} ——>n(A)=1
n(A) 1

Por lo tanto: P (A.) = =
b Suceso:“De § ilay e selle”. SeaA, este suceso:

A,= {aass, asas, assa, saas, sasa, ssaa} —> N (A,)=6
n(A) 6 _ 3

nS) 16 8

Por lo tanto: P (A) =

c) Evento: “ung ila”.
A,= {asss, sass, ssas, sssa} —» N (A))=4

n(A) 4 1

P(AQ:@_E:T
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Ejemplo 2| d) Evento: “tresselle co secutis

Cont.
( ) A,= {asss, sssa} ——» n(A)=2

nA) 2 1

PAI=1 "6 8

e) Evento: “tresg uila b ressells ”
A,= {aaas, aasa, asaa, saaa, asss, sass, ssas, sssaf — N (A)=8
J

\ ~ J\ v
2 g las 3 ellos

nA)_ 8_ 1

P(A)= nS) 16° 2

Obsera 6 . Cuando los resultados de cada etapa son eqi prob b es, el conteo de resultados es
suficiente para calcular probabilidades segtn la formula de Laplace. Por tanto, en estos casos, no
es necesario un arbol de probabilidades. Este arbol, simplemente nos ratificaria el conteo hecho.
Por ejemplo, aplige mos la ref a del producto para el suceso “caen cuatro aguilas”:

Puesto ge cada lanzamiento es indepen-

Y . diente del anterior, se cumple ge :
Vz/a‘T . P(aaaa) = P(a)x P(a)x P(a)xP(a) =
s ,a % ’ =02 02 02 02 =116

Utiliza un arbol de probabilidades y la regla del producto, para verificar las probabilidades
de los sucesos A, A, A, y A, descritos en el ejemplo 2.
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Ejemplo 3

Cada resultado es una
pareja o dupla que
indica la ocurrencia
simultanea o conjunta

de dos sucesos.

11 representa a 1N1,y
significa: “cae & nel
i 0.y cae & nel&o.

b representaa 1N6,Yy
significa: “cae & nel
i 0.y cae @ nel &o.

Se tiran dos dados y se reg stra el ndn ero de puntos ge  muestra cada uno.
Determina la prob b lidad de los sigi entes sucesos:

a) A: “El primer dado muestra 2 puntos, \¢ | segndo 3

b B: “Los dados muestran el mismo nth ero”.

c) C: “Aparece un nin ero par en cada dado”.

d) D: “La suma de los dos ntn eros es magr ge 7”.

Solucién
Primero. Descripcion del ege rimento.

» Lanzamiento de dos dados. Se trata de un experimento compuesto
de dos etapas. Hay un “op eto generador: el dado”, con seis opcio-
nes: 1,2, 3,5 6

* Primer experimento o primer etapa: Lanzar el primer dado. Opcio-
nes: {1, 2,34,56 }.

* Segundo experimento o segunda etapa: Lanzar el segundo dado.
Opciones: {1, 2, 34,5,6 }.

Algno sresultados: 11

16

6 >
b

3

46

¢Cuantos son?
L os resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar &a lores: 1,2, 34,5066
N, puede tomar &a lores: 1,2, 34,566

Seg ndo. Estab ece el espacio muestral. jHaz un diag ama!

Antes de h cer el diag ama de arbl , considera la sigi ente alternativa
para enlistar todos los posib es resultados:

2do. lan- n H m m E [ﬁ

zamiento
(1,112 |13 |(14)[|@15|1Lp
(21)[(22)| 23 |(24)](25)|2p
ler lan- A | |[EB (@[3 (P
zamiento

(41)|(42)| (4B | (44)|(45)| (4B
G1)[G2)|6GB | 5H[(BS5)|CF
@) @ @ @) B &

& B8 B R

112




Ejemplo 3
(Cont.)

Las opciones del
op eto g nerador,
se escrib nen
columnas:

AN AN AN A

OO, WNEFE OO WNE OOPRRWNE OOOPRRWNE OOGPRRWONE OO WDNPRE

ook wWwN -

Ob ervaq e: Reflexiona sobre los ele-
« ler. lanz. tiene “6 mentos considerados al

Resultados

11
12
13
14
15
16
21
22
23
24
25
26

3
3
3
3
3

8

4
42
43
44
45
46
51
52
53
54
55
56

OO O™

opciones” construir el diag ama: 4

e 2do. lanz. tiene “6
opciones”
e n(S)=6 6= 8

ook WwWwN P

11 @12 @3 (14 15 (1p
(21) 22) (23 (24) (25) (2
@B @ @ @ @
(41) (42) (43 (44) (45) (4P
(6.1 5.2) G5B (54) (55) (5P
@ ® ® & ® &

¢Resultados eqi prob b es?

Si el dado es “honesto”, en cada
lanzamiento tendremos resultados
eqi prob b es.

nS)=6< & 8

Numer@ etp
dlep rimento

da.

/ 1
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Ejemplo 3
(Cont.)

Tercero. Resultados favorab es yc alculo de prob b lidades.

a) Suceso A: “El primer dado muestra 2 puntos, ye | segndo 3

p(ay="A _ 1
n(s) 36
b Suceso B: “Los dados muestran el mismo ntn ero”.
B={(11) 2. @ .44.65.0 } g5~ B={11.22344,556 }
n(B) =6
n@®)_6
n(S) 36
c) Evento C: “nimerp aencd d d 0
C={(2) 24,25 (42 44,65, @ &) @ }

P(B) = :%

n(C) =9 Oben
G 9 1 C ={22,24,2642,44,468,6,6 }
P (C) = — = —=~—
nis) B 4
9 1
P(B) = 8_: T
d) Evento D: “sumen @& que7”
D = { 268, B44, 45, 465354, 55, 568, B8, b, 6 }
n(D) = 15
_n(D)_ 15 (1) w2 @B a4 @5 ap |
PD)= ——= &>
nes) 8 1) (22) 23 (24) (25) (2B
Ob erva la reg 6n del S=] A }
arreb o rectangl ar de S ge (41) 42) (43 (44) (45) (45
corresponde a una suma (5,1) 5.2) 5.3 (5.4) (5,5 (5B
megr e 7. @ ® @ @& ® @

Actividad @

Determina las sigi entes prob b lidades. Utiliza el arrey o rectangl ar para localizar la reg on
correspondiente. a los resultados favorab es en cada caso.

a. P(sumaigual a 7)

b P(suma menor o igual ge 6).

c. P(sumamayorge % menorge 12)
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Obsera 6 . Una vez mas trab jamos con un espacio muestral eqi prob be, por lo ge no
es necesario utilizar un arbl de prob bilidades. Sin emb rg, en muchs prob emas deb ras
utilizar esta B rramienta, por lo ge , a manera de ejemplo, la aplicaremos para calcular la prob -
b lidad de ge al lanzar dos dados, aparezca un dos en el primero yun t res en el segndo.

! Agi anotamos la prob b lidad de ob ener un 3

en el 2do. lanzamiento, dado ge cag un 2 en
el 1ro: (P(3enel@do. /cayd2enel i 0.), pero,
deb do a la independencia se cumple ge :

P2N3) =P2)xP(2 nel@o./ 2 nelf o)
=PExP® =@Ap@p =18

106

1065

5
Actividad @

1. Convierte el diag ama de arbl del ejemplo 3 en un arbl de prob b lidades. Utiliza el
arb | de probab lidades y la reb a del producto para calcular las prob b lidades de los su-
cesos B, Cy D de dich e jemplo.

2. Una perinola tiene cuatro lados, marcados con 1, 2, 3y 4. Cuando se h ce g rar, se de-
tendra con uno de los lados a cia arrib . Simula g rar la perinola dos veces y reg stra los
resultados en cada ocasion.

a. Traza un diag ama de arb | e incluy todos los resultados posib es de este ege rimen-
to.

b Calcula las prob b lidades de los sigi entes sucesos:
A:“Seobieneel nin ero 43
B: “Las dos perinolas muestran el mismo nin ero”. 1 2
C: “Aparece un nin ero par en cada perinola”.
D: “Lasuma de los dos nin eros es magr ge 6 . (S
E: “apareceun 1yn 2" .
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Ejemplo 4

Un jueg de una feria consiste en h cer g rar dos veces la ruleta ge se
muestra a continuacion.

Determina la prob b lidad de los sigi entes sucesos:

« A:“Seob iene el nﬂ_1 ero 12”.
 B:“Se obiene el mismo nth ero cada vez”.

Solucion
Primero. Descripcion del ege rimento.

« Giro de una ruleta dos veces. Se trata de un ege rimento compuesto
de dos etapas. Hay un “op eto generador: la ruleta”, con tres opcio-
nes: 1,23

* Primer ege rimento o primera etapa:

Girar laruleta. Opciones:  {1,2,3}.
« Segndo e ge rimento o segnda etapa: Volver a g rar la ruleta.

Opciones: {1, 2, 3}.

Algnos resultados: 11

14
3
43
3
¢Cuantos son?

Los resultados son de la forma: N, N,

N, puede tomar a lores: 1, 2, 3
N, puede tomar a lores: 1, 2, 3

Seg ndo. Estab ece el espacio muestral. jHaz un diag ama!

Antes de hacer el diag ama de arbl , considera la alternativa del arre-
b o rectangl ar para enlistar todos los posib es resultados:

2do.gro 1 2 3
101,213
(21)[22)|(23
3R 1) |(B

ler.gro —»

N
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Ejemplo 4

(Cont.) 1 i
1 2 12
3 13
1 21
2 2 22
3 23
Las opciones del 1 3
op eto generador,
se escrib nen 3 2 3
columnas: (1.1) (1,2) (1,3
1 3 3 S=1{ (21 (2,2) (2,3
, @ @ @)
3 ¢Resultados eqi prob bes?iNO!
La zona marcada con el 1, tiene magr area, es
¥ nlaparte decir, tiene mas posibilidades que las otras dos.

superior el ndn ero
de etapas del
ege rimento.

diag amade arbl enunédb d ph

jAtencigd ! En la
solucién g ob | no
podemos aplicar la
re a de Laplace, pero A
ésta, si se utiliza para

asiga r probab lidades

a cada rama del arbl . A
Recuerda q e primero

deb mos dividir el todo

(el area completa) en 1,
cuatro partes iga les.

de tan manera ge :

. P(2:1/4
« PR =Y P

No podemos aplicar la rety a de Laplace. Por tanto, deb mos convertir el

lid s

Deb do a la independencia se

cumple ge :
1, -1 11 P(AN1)=PAQ)xP1)=L2 A2 =14
L 745 12 P@N2) =PAPR=A2@AN =18
L3 13 PNy = POPE= MR AN =18
% 1 21 PN =PRxP(L=@AA@AP =18
2 LYy 2 PN =PRXPR=LH@LH =16
EL\3 23 P@2N3)=P2)xPB=LA3 A% =16
1, 1 8 PEN=PEPL=@A¥@p =18
3 74, 3 PENY=P@*PR=ALH@A} =16
L3 5 PEy - PExPE= ALY =16

Ob ervage en cada b furcacion la
suma de prob b lidades es 1.
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Ejemplo 4
(Cont.)

Tercero. Resultados favorab es yc alculo de prob b lidades.

a) Suceso A: “Se ob iene el nin ero 12”. 1 -—/2 12
A={(12} ——— A={12} ;
P(A) = P(L xP(2 = (1/2)(%)= & 2
b Suceso B: “Se ob iene el mismo ntn ero cada vez’ 3
B={(11),22.@ ) oben> B={11,223} yl 11
L o
P(B)=P(1L +PR® +P(3 1
=)+ Ya (Yo + Ya(Ya
=it Kot }/6 ) :_..-“'1/4 -
_4+1+41 6 3 Ya
6 16 8
%
3 S

Actividad@

Considera el ege rimento del ejemplo 4, para determinar las sigi entes prob b lidades.
a. P(apr ece un ntn ero par cada vez)
b P(se ob iene una suma pr ).

cae 3

no cae 3
Oben:

Ep eriments dicb th ice

Definiremos exp rimentos dicotomicos, como age llos cug suceso de interés
sOlo tiene dos op iones. Por ejemplo, el lanzamiento de una moneda y ob er-
var lo que muestra su cara h cia arrib , es dicotomico puesto ge s6lo tiene
dos opciones: aguila o sello.

Si utilizamos el concepto de sucesos contrarios 0 comp ementarios, podre-
mos resolver una g an g ma de prob emas de prob b lidad, a través de la
técnica de los ege rimentos dicotdmicos. Por ejemplo, el lanzamiento de un
dado y ob ervar los puntos ge muestra su cara superior, no es dicotomico
puesto ge tiene seis opciones. Pero, si en este ege rimento estamos intere-
sados en ob ervar si en la cara sup rior apr ece un 3, las posib es opciones

pueden ser {ca 3 noca 3}. Este, si es, un ege rimento dicotdmico”. A
continuacién estudiaremos algnos ejemplos.
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Ejemplo 5

Recuerda ge , al
lanzar un dado, se

cumple ge :
« P@B =us
« P(3)=5/6

Se lanza un dado tres veces seguidas; determina la probabilidad de los
sigi entes sucesos:

a) A:*“Caen tres puntos en cada lanzamiento”.
b B:“Caeunnin ero par en cada lanzamiento”.

Solucion

a) Son tres lanzamientos consecutivos.
Puesto ge nos interesa el suceso “cae 3", podemos estab ecer q e los
resultados posib es en cada etapa son: {3 3} y el arbl de prob b li-

dades es:
/6,3 3 — Resultado ge favore-
3 ce al suceso “caen tres
1/6
5/6 = pnt os en cada lanza-
3 miento”.
3
1/6 1/6 3 3 equivalea 3N3N3,
5/6 _ y significa: “ cae 3en el
3 i ocae® nel@oy
5/6 §, cae 2 nelBo.
1/6 -3
5/6
116,/ % Su
3
3
1/6 3
5/6\_ _
3
56\ =
3

Entonces:P(B =PBPBPB =(1p@Ap@Ap@Lp =18

b Son tres lanzamientos consecutivos.
Puesto ge nos interesa el suceso “cae pr ", podemos estab ecer ge
los resultados posib es en cada etapa son: {p p} y el &rbl de prob b -
lidades es:

1
72 P P Resultado ge p eqi valea pNpNp,
1% P {_ favorece al y significa: “ cae p en el
2 p suceso “cae pr — fo caepenel 8. y
p en cada lanza- cae® nelBo.
1 Y G Y2 p miento”.
I012 D
1 P
" 5
Y2 . 2 ) 6 Entonces: P(p =P(p P(p P(p =
p = (90204 = .
52\_ v P
P Do —
p
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Ejemplo 6

Puesto ge cada
pregnt a tiene cuatro
opciones, de la cual
solo una es correcta, la
prob b lidad de con-
testarla correctamente
por adivinacion, es ¥4
y de contestarla inco-
rrectamentes es 3/4.

A B C D
()C)C) )

En el diag ama ge se da a continuacion aparece la bj a de respuestas a
una prueb b eve. Como puedes ver, la prueb consta de tres pregnt as de

opcion mb tiple. A B C D
L))y~ ) )
2. () )y ) )
3 (H))H)C) ()

a) ¢Cuél es laprob b lidad de responder correctamente por adivinacion a las
tres pregnt as? (cada pregnt a solo tiene una respuesta correcta).

b ¢Cudl es la prob b lidad de adivinar la respuesta correcta a ex ctamente
dos pregnt as?

Solucién

Descripcid del ep erimento. Si b en este ege rimento no es propiamente
producido por un op eto generador, cae facilmente dentro de ellos. Para ello,
nos podemos imag nar una perinola con cuatro caras, en cada una de las
cuales aparece una de las letras A, B, C y D. Para cada pregnt a, una de estas
caras estara marcada con la respuesta correcta.

ege rimento egi vale a tres g ros consecutivos.

Ademas, puesto ge nos interesa el suceso “co-

rrecta”, podemos estab ecer ge

posib es en cada etapa son:

{C, C} e larb I de prob b lidades es:
C: indica respuesta correcta.

7
7

Il
Puesto ge se deb n contestar tres pregnt as, el N
A

los resultados

C : indica respuesta incorrecta.
ler. pregnt a 2da. pregnt a 8 r. pregnt a

Yy -C
C
Ya B E

Una vez mas estamos
ante un ege rimento ge

C presenta independencia.
VA B4 _ Yy ~C
C <
BAN&
1, ~-C
C
B4 Va <
BANR
C
C
aN. _ Y-C
C
B4 6

10




a) Responder correctamente a las tres pregnt as es favorecido por CCC.

Entonces: P(tres correctas) = P(CCC) = P(C)P(C)P(C) =
= (Ya)(Y) (V) =18

b Responder correctamente a dos preguntas exactamente es favorecido por:
CCC,CCCycCCcCcC.
Entonces:
P(dos correctas) = P(CCC) + P(CC C) + P(C CC)=
=P(C)P(C)P(C) +P(C))P(C)P(C) + P(C)P(C)P(C)
= (%%(g%(g% ; @p@r@ay +@BR@AF@R

+—t—=
64 64 64 64

Actividad @

1. Considera el ege rimento del ejemplo 5, para determinar las sigi entes prob b lidades.
a. P(caen tres unos)
b P(caen dos seises).

2. Considera el ege rimento del ejemplo Bpa ra determinar las sigi entes prob b lidades.
a. P(al menos dos correctas)
b P(ninguna correcta).

Ejempl@ La siguiente figura muestra un circuito en serie formado por dos ldmparas. Para
ge h § paso de corriente en el circuito deb n funcionar correctamente tanto A
como B por lo ge sifalla una, o las dos, el circuito es defectuoso.

A B
S JAV. )
&/ &/ v

Supong mos ge 10% de las lamparas utilizadas en este circuito son defectuosas.
¢Cudl es la prob b lidad de ge el circuito funcione correctamente?

Solucion

a) Se trata de verificar dos ldmparas, por lo que es un experimento de dos etapas.
Puesto que nos interesa el funcionamiento de cada una de ellas, podemos defi-
nir los sigi entes sucesos:

A:“lalampr aAesbe na’.

A: “lalampr a A es defectuosa”.
B: “lalampr aBesbe na”.

B: “lalampr a B es defectuosa.
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Ejempl@ |En la primera etapa los posib es resultados son: {A, A}
(Cont.) |Enlasegnda etapa los posib es resultados son: {B, B}

Puesto que ya sabemos que P(A) = 0.1 y P(B) = 0.1, tenemos ge :

P(A)=1-P(A)
El enunciado dice =1-01=09
ge el@ delas P(B)=1-P(B)
lamar as son defec- =1-0.1=09 Revision Revision
tuosas. Es decir: de A de B
A= 10;%f 0.1 Y el arbl de prob b lidades es: La revision de las lam-
P(B) =10%=0.1 09-B paras es independiente

09 A una de otra.
. 0 E

0. 09 _B
A<
0.1NB

Parage el circuito funcione correctamente, deb n funcionar las dos lam-

paras.
Entonces, el resultado favorab e al suceso “el circuito funciona b en” es:
AB.

Por lo tanto, P(el circuito funcione b en) = P(AB)

=@ ® =a

Actividad @l}

Abr a, considera el circuito del ejemplo anterior, en paralelo.
A

&
- >-

0%

B
Para ge el circuito funcione correctamente, b stage funcione Ao ge funcione B, esto es,
ge al menos una lampara sea be na.
A. ¢Cuél es la prob b lidad de ge este circuito funcione?
B. (Es este circuito méas o menos fiable que el anterior? Argumenta.
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Ejempl8

La figura anexa, muestra un canal con bifurcaciones.

A
Si se deja caer una bl a por la ab rtura A, ésta puede
deslizarse b sta caer en B o b en segi r por la derech
h sta ir a C. Determina la prob b lidad de ge la bl a
D
A

salg por D, Eyor F

Solucién B C
De manera natural, la figura es un diagrama de arbol, y, 2N\
para asiga r prob b lidades, razonamos de la sigi ente = F
manera:

« Alsoltarlabl aenA, tieneiga | prob b lidad de
ir por B ypor C.
P(B) =% y P(C) =%
Yo A
« Todas las bl as ge pasan por B caen en D. Por
lo tanto, B C
P(D) = P(B) =¥
(D) = P(B) = AN
E F
« Lasbl asge pasanpor Ctieneniga | prob b li-
dad deirh ciaEge h ciaF. A
Aplicando la ref a de multiplicacién ob enemos:
P(E) =Y2X Yo=Y,
P(F)=Y2x% Y4
Yo A
Calcula. P(D) + P(E) + P(F) =_ ( c
B
1 1
: /2/\\/2
E F

Otro a o e iento: La prob b lidad de ir a E es, la mitad de la prob b lidad de lleg r a
C. Entonces:

P(E) = YoxYo =Y,

Asimismo, La prob b lidad de ir a F es, la mitad de la prob b lidad de lleg r a C:
P(F) = YoxYs = Y4
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Actividad@

Imagina que las siguientes figuras representan a dos maquinas de juego. Se gana un premio si
unabl age sesueltaenAcaeenD.

A A

D
a. ¢Engé maagi najug rias?_
b Para argm entar tu respuesta a la pregnt a anterior, calcula la prob b lidad de ge
labl acaig en D en cada caso.

Ejercici@Q

1. Unjueg paranifis consiste en formar ntn eros pege @s h ciendo g rar tres ruedas, cada

una con los dig tos del 1 al 4.

a) Utiliza un diag ama de arbl para mostrar el total de ntn eros ge se pueden formar.
b Determina la prob b lidad de ob ener al menos un 4.
c) Determina la prob b lidad de ob ener dos 3

2. Los miemb os de un club de computadoras utilizan dos letras segi das de tres ntn eros
para formar codigos de identificacion. Ellos usan las letras C e I y los numeros 2, 3 y 4. Per-
miten la repeticion de letras, pero no de nin eros. Por ejemplo C1-28, CCC-34. ¢Cuantos
miemb os puede b b r antes de ge teng nge camb ar su método de construir codigs ?

3 Unaprueb de “verdadero-falso” consta de cinco pregnt as. Un estudiante marca al azar su
respuesta. Calcula la prob b lidad de ob ener:
a) tres aciertos ydos errores.
b al menos cuatro aciertos.
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Ejercici oCBQ(CD t)

4. Un sistema consta de cuatro componentes, como se ilustra en la figura.

1 2

Todo el sistema funcionara si el sub istema 1-2 funciona o si el sub istema 3 4 funciona
(porge los dos sub istemas estan conectados en paralelo). Como los dos componentes
de cada sub istema estan conectados en serie, un sub istema funcionara solo si ambs
componentes de cada sub istema funcionan. Si los componentes funcionan o fallan de
modo independiente uno de otro y si cada uno funciona con prob b lidad 0.85, ¢cuél es la
probabilidad de que todo el sistema funcione (coeficiente de confiabilidad del sistema)?

5.

Si un jug dor de b sk tbl sab por ege riencia ge anotara, aprok madamente 75%
de los tiros lib es ge lance a la canasta, calcula la prob b lidad de ge en una serie de
cuatro tiros enceste al menos dos.

Se lanzan dos dados, ¢cual es la prob b lidad de ge las caras superiores:
a) sumen seis?

b su producto sea sies?

c) el valor ab oluto de la diferencia sea uno?

Supong ge se lanza un dado ordinario cinco veces. determina la prob b lidad de ge
ex ctamente en tres de esos cinco lanzamientos salg el seis.

Silaprob blidaddege unb B ge vaa nacer seavaron es de 1/2, calcula la prob -
b lidad de ge los cinco h jos de un matrimonio sean dos varones yt res mujeres.
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Chculd eprb b ilidd esd eep eriments cn pueste .
bbdeprb a-

Co tem edia teeldig e d eh bbwy
LeCCI[,) @ bilide es(rejd em ultiplica i6 )P & tel I:ER erimen-

te d em uestreo

Objetie : Calcular prob b lidades en ege rimentos compuestos con ayda del
diag ama de arbl & rbl de prob b lidades. Ege rimentos de muestreo.

Estamos abr a interesados en prob emas de muestreo. Recordemos ge
los prob emas de muestreo consisten en seleccionar varios componentes
de una pob acién y analizar algna cualidad en tales componentes. Dentro
de estos problemas, de interés especifico resultan los experimentos rela-
cionados con ek racciones aleatorias de bl as de una urna, personas de una
pob acidn, etcétera.

En estos ege rimentos a diferencia de los anteriores, no ek ste un op eto
g nerador de resultados, por lo ge deb mos precisar la pob acion de in-
terés y el tamafi de la muestra (por ejemplo una muestra de tamafio dos
esta formada por dos elementos y en g neral una muestra de tamafi n es
age llaparalage seh nseleccionado nelementos de la pob acion)

Actividad @

Qué hacer

Analiza la situacion planteada a continuacion, y con b se en tu intuicién toma una deci-
sion, y una vez estudiada esta leccidn, argm enta tu respuesta mediante valores de prob -
b lidades.

Un jueg consiste en dos bolsas, cada una con 10 bl as entre b ancas (B), negras (N) y
rojas.

Bolsa 1: 7 bancas y®ie g as Q%
Q

Bolsa 2: 1 banca, 2 neg as y/ r ojas. *

Tiramos un dado. Sisale 1 6 2, ek raemos unabl adelabl sal.Sisale3 4,506 ek rae-
mos una bl a de labl sa 2. Sisale bl arojag namos el jueg. ¢ Quées mas facil, g nar o
perder?

1

D




Dos tipos de muestreo:

Muestreo con reemplazamiento. En este muestreo cada elemento seleccionado
se reg esa a la pob acién antes de eleg r al sigi ente elemento.
Se reg esa.

‘ O‘Saleunayse ‘b ‘ ‘
L reg stra.

Muestreo sin reempla e iento. En este caso, los elementos seleccionados no
se reg esan a la poblacion.

Sale unas e
reg stra.

En los sigi entes ejemplos estudiaras prob emas de prob b lidad de ege ri-
mentos de muestreo.

Sale otray
se reg stra.

Sale otray
se reg stra.

Pa tel IE p erimentse d em uestreo

Ejempld Una bolsa contiene tres bolas numeradas del 1 al 3. Se extraen con los 0jos
cerrados, sucesivamente y sin reemplazamiento dos bl as, y se ob erva el nin ero
ge muestran. ¢(Cuél es la prob b lidad de ob ener:

a) Los nm eros 1, 2 en ese orden.

b Losnn eros 1, 2 en cualqi er orden.

¢) Una suma de puntos magr ge 3 @

Solucion
Primero. Descripcion del ege rimento.

* Extraccidn sin reemplazo y de manera sucesiva de dos bolas de una
bl sa. Se trata de un ege rimento compuesto de dos etapas. Hay una
pob aciéon que llamaremos p a i d interés la cual estd formada
por los elementos: {1, 2, 3}.

* Primer experimento o primer etapa: Se extrae una bola y sereg stra su
namero Opciones: {1, 2, 3}.

» Segundo experimento o segunda etapa: Sin regresar la bola selecciona-
da, se ek rae otra bl ay se reg stra su nin ero. Opciones: {1,2 3} co
ek ep i delay eys eekrp@ nlgp imeras eeccia .
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Ejempld
(Cont.)

Algnos resultados: 12
13
3

¢Cuantos son?

Los resultados son de la forma: N, N,
N, puede tomar &a lores: 1, 2, 3
N, puede tomar 2 valores: 1, 2, 3 on eg epcion del seleccionado en
la 1% ek raccion.
Seg ndo. Establece el espacio muestral. jHaz un diag ama!

12 ek raccion 2% ek raccion  resultados

2 Cada resultado es una
pr ejaodup a.

2
1
< 3 3 2 eqi valea IN2,y
1 ? significa: “ se selec-
2 cionak nlady se
(312) < 3 ] selecciona2 nla@ a
1 2 dadoge enlads e
3 seleccion6 1
—
Entonces, el espacio muestral es: S = { 232333 }

Tercero. Resultados favorab es yc alculo de prob b lidades.

¢El espacio muestral S = { 232233 } eseqi prob be?
Analiza la composicion de la bl sa. Cada ntn _ero tiene la misma prob -
b lidad de ser seleccionado.

. . 1
Por tanto, el espacio muetral es egi prob b e. u
Entonces, podemos usar la rely a de Laplace. 139
€00

Conn(S)=6 33

a) Suceso A: Ob ener “Los ntn eros 12 n ese orden”.
A={12} —> n(A) =1

pay="A _1
n(S) 6
b Suceso B: Obtener “Los nth eros 12 n cualqi er orden”.
A={12,21} ——> nA)=2

_nB)_2_1

P(B) ns) 6 3
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Ejempld
(Cont.)

¢) Suceso C: Ob ener “Una suma de pnt os mayor ge 3.
C ={%313 } —— =4
pc)-"C) _4_2
nS) 6 3

Actividad @

1. Resuelve el ejemplo 1, considerando ge ek ste reemplazamiento.

Ejempla

De una bl sage contiene 3canicasneg asy 2 b ancas, se ek raen con los 0jos
cerrados, sucesivamente y con reemplazamiento tres canicas, y se ob erva el
color. Determina la prob b lidad de ob ener:

a) Las tres del mismo color.

b Las tres negras.

c) Ea ctamente dos neg as.

Solucion

Primero. Descripcion del ege rimento.

» Extraccion con reemplazo y de manera sucesiva de tres canicas de una
bl sa. Se trata de un ege rimento compuesto de tres etapas. Hay una p -

ba id interésla cual esta formada por los elementos: {@@ @ OO}

* Primer experimento o primer etapa: Se extrae una canica 'y Sereg stra su
cb o . Opciones: { negra, b anca}.

» Segundo experimento o segunda etapa: Se regresa la canica seleccionada,
se ek rae otra canica s e reg stra su color. Opciones: { negra, b anca }.

» Tercer experimento o tercera etapa: Se regresa la canica seleccionada, se
ek rae otra canica \s e reg stra su color. Opciones: { negra, b anca} .

Algnos resultados: nb
bn

nnn
¢Cuantos son?
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Ejempl@ | Los resultados son de la forma: N, N,N,

(Cont) N, puede tomar 2 valores: n, b.
N, puede tomar 2 valores: n, b
N, puede tomar 2 valores: n, b

Seg ndo. Estab ece el espacio muestral. jHaz un diag ama!
n

e
e

/ \b
b Cada resultado es una

n triada.

Entonces, el espacio muestral es:
S ={nnn, nnbnh, nbbn, bph, b }
Tercero. Resultados favorab es yc alculo de prob b lidades.

¢El espacio muestral es eqi prob b e? Analiza la composicion de la bl sa.
Ca& bo tiene distinta prob b lidad de ser seleccionado.

Por tanto, no podemos usar la rety a de Laplace. Entonces, usaremos el ar-
bl de prob b lidades y areb a de multiplicacion.

Agi anotamos la prob b lidad de ob enernen la P(nenlaB a/ obuvimosnenlady nen
2da. ek raccion, dado ge ob uvimos n la lada) . \ —
lra.: (P(nenla@a./ obuvimosnenlad) . N
B5 ®
n m —
o <3
Sin emb rg, puesto ge ek ste reemplazamiento B5 - g b N
antes de cada ek raccion, se presenta independen- —— 2
cia entre dichas ek arcciones. Por tanto, las prob - n e e
b lidades de las dos primeras ramas se mantienen = 85 n m
) ¢

iga les en las posiciones respectivas sub igi entes. b -
o A

Asi, P(nnn) =P(nenlaB a/ obuvimosnen <& —— 2/5 b O
lady nenlagla) = P(n)P(n)P(n). O —

: e
< o
' ..‘
2/5 B85 -9 <
b

n
2/5 e BS )
b R ——
2/5 b
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Ejempl@ | a) Suceso A: Ob ener “Las tres del mismo color” :
(Cont.) A={nnn,b }

P(tres del mismo color) = P(nnn) + P(bb
= P(n)P(n)P(n) + P(b P(p P(p
=BPxBp*x@Bp +RpEP(E2P

=B &
b Suceso B: Ob ener “Las tres negras” :
B ={nnn}
P(tres negras) = P(nnn)
= P(n)P(n)P(n)

=BpxBpx@Bp =2 B
c) Suceso C: Ob ener “Exactamente dos negras” :
C={nnbnb,bn }
P(exactamente dos negras) = P(nnp + P(nb) + P(bn)
= P(mP()P(p + P(n)P(p P(n) + P(b P(n)P(n)
=Bp@Bp@P +BPRPBH +(2H(BHBP
= EX;BDS B» 2P

Ejempl8 Resolver el ejemplo 2, pero abr a considerando ge no ek ste reemplaza-

miento.

] P(nenlaB a./ obuvimosnenlady nen
Agi anotamos la prob b lidad de ob ener n en la#a) .
la 2da. ek raccion, dado ge ob uvimos n la

lra.: (P(nenlada./ obuvimosnenlad) .
l @ l/3< n
n

A diferencia de cuando b y eemplazamiento, aq
la composicién de la bl sa va camb ando confor

me se b cen las ek racciones. Por lo tanto, no se @

presenta independencia entre dich s ek racciones,

yde b mos plantear prob b lidades condicionadas. B5 2/3

Por ejemplo, <
P(nnn) =P(nenla B a./ ob uvimos nen — 1/3
lady nenlala) =Bp@H@AB. m

@<@g@
@
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Ejempl8
(Cont.)

a) Suceso A: Ob ener “Las tres del mismo color” :
A={nnn,b }

P(tres del mismo color) = P(nnn) + P(b

=@Bpx@px@p+@Rp@AAHOP

10 10
b Suceso B: Ob ener “Las tres negras” :

B ={nnn}
P(tres negras) = P(nnn)
=@Bpx@px@p =10
c) Suceso C: Ob ener “Exactamente dos negras” :
C={nnbnb,bn }
P(exactamente dos negras) = P(nnp + P(nb) + P(bn)
=Bp@p@p +Bp@ERHEB+ERHPBHE}B
=Bl =85

Actividad @

Con los datos del ejemplo 3c alcula la prob b lidad de ob ener:

a) Una b anca.
b Dos b ancas.
c) Al menos una b anca.

Ejempld

Una caja contiene 24 focos de los cuales 4 son defectuosos. Una muestra de
tamaf tres es ek raida sin reemplazamiento. ¢Cudl es la prob b lidad de ge
la muestra:

a. Conteng dos defectuosos.

bC onteng al menos dos en be n estado.

c. Al menos uno en be n estado.

Solucion
. o ) Salen
Primero. Descripcion del ege rimento. @tres sin

* Extraccion sin reemplazo y de ma- reemplaza-
nera sucesiva de tres focos de una miento
caja. Se trata de un ege rimento
compuesto de tres etapas. Hay una 20 Bindica 20 be nos o en be n estado
b aif interésla cual esta for- 4 D indica 20 defectuosos.

mada por los elementos:
{ 20 focos be nos, 4 defectuosos }
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Ejempld
(Cont.)

Primer ege rimento o primer etapa: Se ek rae un foco y se reg stra su

calidad. Opciones: { be no, defectuoso} .

* Segndo ege rimento o segnda etapa: Sin reg esar el foco seleccionado,
se ek rae otro foco y se reg stra su calidad. Opciones: { be no, defectuo-
so}.

» Tercer eg erimento o tercera etapa: Sin reg esar los focos seleccionados,

se ek rae un tercer foco y se reg stra su calidad. Opciones: { be no, de-
fectuoso} .

Algnos resultados: db
bd

b
¢Cuantos son?
Los resultados son de la forma: N, N,N,

N, puede tomar 2 valores: bd.

N, puede tomar 2 valores: bd.
N, puede tomar 2 valores: pd.

Seg ndo. Estab ece el espacio muestral. jHaz un diag ama!

D <
D
o) B
B <
/ ’
D \ Cadaresultado es

una triada.

Entonces, el espacio muestral es:
S ={BBB, BBD, BDB, BDD, DBB, DBD, DDB, DDD,}

Tercero. Resultados favorab es y¢ alculo de prob b lidades.
¢El espacio muestral es eqi prob be?Lacom-

B
posicion de la caja nos muestra ge cada estado 20/24
de calidad de los focos, tiene distinta prob b li- <
dad de ser seleccionado. 422\ D
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Ejempld
(Cont.)

Por tanto, deb mos usar el arbl de prob b lidades y la refy a de multiplica-
cion.

18/22. B
| <
19/23 ° |_. 4/22 D

B | I 19/22 B
4123 | @ I <
20/24 D . b

| | 19/22 B
4/2 20/23 B | | B22\p

D
@0 oz
B 23
o

a) Suceso A: Ob ener “dos defectuosos” :
A ={BDD, DBD, DDB}
P(dos defectuosos) = P(BDD) + P(DBD) + P(DDB)
= éﬂ g (AR PBR +(AR (@ B PBZ +(A2 (BB (2 2

2/22~D

b Suceso B: Obtener “al menos dos en be n estado”.
B= { BBB, BBD, BDB, DBB}
P(al menos dos be nos) = P(BBB) + P(BBD) + P(BDB) + P(DBB)
@2 @ BPBY+@2 @B PAR +@2 AR B2
+PAR PR B PR 2 =B B B% BH BEY
=8

¢) Suceso C: Ob ener “al menos uno en be n estado”.
Recordemos ge en la leccion (2.3 se estab ecié ge “cuando se pre-
gnt a por la prob b lidad de pr 1o menos uno o al menos uno, es mas
practico calcular P(C) ge P(C). A continuacion podras convencerte del
por gé sucede ésto.

S ={BBB, BBD, BDB, BDD, DBB, DBD, DDB, DDD,}
— ~ _/
Al menos uno B Ninguno B
Al menos uno B, es con p emento de ningno B.
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Ejempld Entonces, en vez de calcular la prob b lidad de 7 resultados (BBB, BBD,
(Cont.) | BDB, BDD, DBB, DBD, DDB), calculamos el de uno: DDD y aplicamos
la reh a del complemento:
P(C) = P(Al menos uno be no)= 1—-P(C)
=1—-P(DDD)
1-(A% BB (27
1-6
B

Actividad @

1. Con los datos del ejemplo 4, calcula la prob b lidad de ob ener una muestra ge :
A: “contenga no mas de un foco defectuoso’.
B: “contenga al menos uno defectuoso”.
2. Un lote de bm b s de g solina para automovil, tiene un 95 % de bm b sge danbe n
estado. Si se seleccionan cuatro bm b s al azar: a) ¢cual es la prob b lidad de ob ener
una defectuosa?; b ¢Cual es la prob b lidad de ob ener al menos una defectuosa?

Ejercicid Q

1.

Del conjunto {1, 2,3 4,5,6 7} se seleccionan dos nin eros con reemplazamiento. Calcula
la prob b lidad de los sigi entes sucesos:

a) Ambs nfn eros son pares.

b El primer nin ero es par ye | segndo i mpar.

c) El segndo nin  ero es impar.

d) El primer ntn ero es par o el segndo i mpar.

. Resolver el prob ema 1 sin reemplazamiento.

De una urna con cinco bl as rojas y tres b ancas, se sacan dos bl as al azar con reemplaza-
miento. Calcula la prob b lidad de los sigi entes sucesos:

a) A: amb s son b ancas.

b B:amb s son del mismo color.

c) C: lasegnda bl aesb anca.

Resolver el prob ema 3 in reemplazamiento.

De una urna, con cinco bl as b ancas y cuatro neg as, se sacan cuatro sin reposicion. Cal-
cula la prob b lidad de ob ener:

a) por lo menos una bl a b anca. b bl as deambs colores.
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Ejercicid Q (Cont.)

6 Hay tresurnas: enlalseh npuestotres bl asb ancasy dosneg as; enlall & ycuatro bl as

b ancas y una neg ay en la Il dos b ancas y dos neg as. de cada una se escog una bl a.
calcula la prob b lidad de ob ener:

a) tres bl as b ancas.

b por lo menos una bl ab anca.

c¢) una bl a b anca.

Enunjueg de una caseta de feria se utiliza en primer lug r una ruleta. Si la ruleta se detiene
en un nin ero par, entonces el jug dor puede sacar una canica de una bl sa. La ruletay las
canicas de la bl sa se representan en los dibj os sigi entes.

Cuando se saca una canica neg a se g na un premio. Ariana jueg una vez. ;Quétan prob -
beesge Arianag neun premio? Argm enta tu respuesta.

A. Es imposib e.

B. No es muyr ob be.

C. Tiene aprok madamente el 50% de prob b lidad.

D. Esmuyr ob be.

E. Es segr o.
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| eccin @ Teorema de Bay s.

Objetis : Calcular prob b lidades de ege rimentos compuestos mediante el arbl
de prob b lidades.
Calcular prob b lidades condicionales con ayda del arbl de prob b li-
dades.
Comprender yut ilizar el teorema de Bay s.

En la unidad 2, estudiamos los sucesos compuestos. Entre estos suceso inclui-
mos los relativos a la prob b lidad condicional. Deb do a ge en ese momento
nos restring mos a ege rimentos simples, es necesario ampliar dich estudio a
ege rimentos compuestos. Para ello, utilizaremos tanto el diag ama de Venn
como el arbl de prob b lidades. Para determinados prob emas, deb mos con-
vertir la férmula b sica de la prob b lidad condicional en la llamada férmula
de Bay s.

Actividad

Qué hacer

Repasa la leccién (2.2) ya continuacion contesta lo ge  se indica:

a. A partir de las prob b lidades indicadas en el diag ama de
Venn adjunto, determina:

a.P(A)=_ f.P (A/B) = _
B (B)=_ g.P (B/A) = _
CP(A)=_ P (AB)=_
dP(B)=_ iP(B/A)=_
e. PANB) =

bP (A/B) = _

b Con la informacion ob enida en (a), escrib en cada lug r ocupado por el sigo (?) el
valor ge corresponde.
? B P(ANB)=7?

<

B PUNB)=?

?<B P(ANB)=?
7B

P(ANB)=?
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Prob b lidad total

La notacién P(M) repre-
senta una prb b ilidd
simple, y a notacion
P(M N 1) representa a una
prb b ilidd co junta
\ adi caposib lidad de
ge ocurraesge tanto el
suceso M como el | tienen
ge ocurrir en forma
simultanea.

Recordemos la reg ones en ge se divide un diag ama de Venn. Para
ello, volveremos A analizar la situacion planteada en la leccion (2.4):
De los estudiantes de nuevo ingreso a la universidad el afio

ps ado, el % rep ob inglés, @0 reprob matematicas y el
B rep obi nglésy matematicas.

En este enunciado, b y dos sucesos involucrados: rep ob inglés, rep o-
bm ateméticas

Sea: M el suceso: “rep ob m atematicas” e
| el suceso: “rep obi nglés”

Con estos sucesos el rectangl o ge da dividido en las sigi entes reg o-
nes:

S

M A

A partir de este diag ama dividido, podemos apreciar las sigi entes
eqi valencias:

PM)=P(M A1)+ P(MANI)

PI)=P(M 1)+ P(MAI)

Abr a, consideremos los datos proporcionados:

S
P(M) = &6 '
P(l) = 1% % 8
PM A1) = 8

78%
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Recordemos como calcular P(l /M)
P(InM) 0.06
P(M) 0.16

P(I1/M) = 0.38

Tamb én calculemos P(I /V):
pa /M) =24 oM)
P(M)
Del diag ama de Venn ob enemos, P(1 A M) =0.06
De P(M) =0.16t enemosge : P(M )=1-0.16=0.84
Entonces:
P(I M ) ~0.06
P(V) 0.84

P(1/M)= =0.07

A continuacion, estab eceremos la relacion ge se presenta entre estos va-
lores correspondientes a un diag ama de Venn y las prob b lidades ge se
inclug nenunéarbl de prob b lidades.

El diag ama de Venn ye | arbl de prob b lidades

Abr a, estab eceremos una relacion entre las reg ones de un diag ama de
Venn y un arbl de prob b lidades. Para ello, consideraremos ge los su-
cesos compuestos, pueden verse como resultado de un ege rimento com-
puesto.

En la situacion ge estamos analizando podemos & b ar de cuatro

sucesos:

M: “rep ob m ateméticas”.

M : “no rep ob m ateméticas”.

I: “rep obi nglés”.

| :“norep obi nglés”.
Con estos sucesos, podemos suponer ge estamos ante un ege rimento
compuesto de dos etapas.

Primera etap : Investig r si reprob m atematicas. Posib lidades: M, M .
Segunda etap : Investig r si reprob i nb és. Posib lidades: 1, | .
Por tanto, podemos construir un arbl de prob b lidades:
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Resultado en Resultado en ﬁ;ld 3notamos la grph; ?
Matematicas Inglés idad de ge rep ob1i ngles,

dado ge rep ob matemati-
| cas (1/ M).
0.8
0.8

Aqgi anotamos la prob -
b lidad de ge no rep ob
inglés, dado ge rep ob
B matematicas (| / M).
|

Aqgi anotamos la prob -
b lidad de ge rep ob
inglés, dado ge no rep ob
matematicas (1/ M ).

Agi anotamos la prob -

b lidad de ge no rep ob
inglés, dado ge no rep ob
1

<|

0.84 0.07
0.93 matematicas (1 /M ).
A partir de este arbl podemos calcular.
P(M N 1)=P(M)P(I/M) =(0.16)(0.38) = 0.061
P(M A 1)=P(M)P(I/M) =(0.16)(0.62) =0.1
P(M n1)=P(M)P(I /M) = (0.84)(0.07) = 0.059
P(M A 1)=P(M)P(1/M) = (0.84)(0.93) =0.78

Analizemos cada uno de los sucesos compuestos ge aparecen tanto en el
diag ama de Venn como en el &rbl de prob b lidades:

08 | P(MnN1)=0.061
0.16 M OB<
'/ T 71 P(MMANI1)=01

om_o

07 _1 P(M N1)=0.059
M <
093> |

I P(Mn1)=0.78

Observa en ambas figuras los sucesos conjuntos que componen la probabili-
dad del suceso M:
PM)=P(MA1)+P(MnI1) (1)

Es decir, el suceso M esta formado por todos los sucesos conjuntos en los ge
aparece M.




Ejemplo 1

En una seleccidn al
azar cada caja tiene la
misma probabilidad
de ser seleccionada,
por lo que se infiere
gue la probabilidad
de tomar la primera
cajaesde 1/2y ge la
prob b lidad de tomar
la segunda caja es
tamb én 1/2.

De manera similar ob ervamos ge la prob b lidad del suceso I esta com-
puesto por las sigi entes prob b lidades conjuntas:

P()=P(Mn1)+P(MAI) @)

Las egr esiones (1) y (2) son llamadasfo mula d laph lid toh.
En el caso estudiado, las prob b lidades simples de M e I, sélo inclug ron
dos prob b lidades conjuntas, pero en g neral pueden ek stir mas de dos,
tal v omo se muestra en el ejemplo 2 planteado a continuacion.

Una caja contiene 2 fichas negras y 1 blanca y una segunda caja contiene
2 fichas negras y 2 blancas. Se elige una de las cajas al azar y se toma una
ficha de la misma. ;Qué probabilidad hay de que la ficha extraida sea negra?

Solucién
Descripcion del ege rimento: ege rimento de dos etapas.

sean A, y A, estas cajas.

| 1
En la 1ra. lecciona un | jas: [
a lra. se selecciona una de las cajas / /
)|
Al

Enla 2da. se extrae una ficha; opciones: negra

(n) o banca (b) I ]
==/
] )
Etapa 1: se Etapa 2: se A
elig una caja elig una ficha P(n/A,) i
< _n
) Al </ P(U Al)
z b
P(n/A)
.
h 2=
A, </P(u A)
T b

Eleg r n puede darse por dos caminos, a sab r tomando la primera caja y
entonces una ficha negra o tomando la segunda caja y una ficha negra.

Sale unaneg a: {An, An}

Expresando la probabilidad del suceso negra como una suma de
prob b lidades conjuntas:

P(n) = P(An) + P(A)n)

Aplicando la re a de multiplicacion
P(n) =P(A) P(n/A) +P(A)P(n/A)
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Ejemplo 2

Ejemplo 3

Un nifio tiene tres bolsas con monedas de un peso y de a cinco. La distribucion
de las bl sases lasigi ente:

Bolsa A: 3n onedas de un peso b de a cinco

Bolsa B: 8 monedas de un peso y@le a cinco

Bolsa C: 5 monedas de un peso ¥ de a cinco.

Se elige una de las bl sas al azar y sacamos una moneda aleatoriamente de
la misma. ¢Qué prob b lidad tiene de ser de a peso?

Solucion
Ege rimento de dos etapas:
En la 1ra. se selecciona una bl sa: opciones: A, B o C.

En la 2da. tomar una moneda; opciones: de a peso (P) o de a cinco ( C)

5 _-P
A < Tres caminos para lleg r a un peso:
5

+ ~C P(P) =P(ANP) + P(BN P) + P(C N P)
=P(A) P(P/A) + P(B) P(P/B) + P(C) P(P/C)

1_-P
5 < (ERr esion de la prob b lidad total)
>c

Sustituy ndo:

< "®=(3E ) GG

C
C =0.125+0.091 + 0.185
‘ =0.401
Consideremos abr a, la sigi ente variante:

Enel ejemplo 1, sila ficha es negra, ;qué probabilidad hay de que proviniese
de la primera caja?

Se pide: P(A,/n) = P(':(;; n)

N EI numerador es simplemente

el producto (1/2)(2/B (primera
b ramadel arbl )ge egi vale a:

5N

> >

P(A,Mn). Pero esta probabilidad
esiga la:P(A) P(n/A)

b
Ahora, el denominador viene dado por la expresion de la probabilidad total:
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Ejemplo3 |  P(n)=P(A) P(A/P)+P(A)P(n/A)
(Cont:) Entonces:
P(A, ") _ P(A) P(n/A)
P(h) ~ PA)PMN/A)+PA)PnNIA)

B8 n_a

:%j%}%@ ST

Ejemplo4 | Enel ejemp o 2, si B mos sacado un peso, ¢cual es la prob b lidad de ge
proceda de la bl saA?
P(ANP)

P(P)

P(A, /1) =

Se pide: P(A/P) =

i _p Elnumerador es: P(A N P) = P(A) P(P/A)

<= (43
\%C ENE

N =0.208

—

El denominador viene dado por la egr esion de
B ~_ la prob b lidad total:

L P(P) = P(A) P(P/A) + P(B) P(P/B) + P(C)P(PIC)

i P(A) P(PIA)
Por lo tanto: P(ATP) S5y s 5/A) 5 B(B) P(PIB) + P(C) P(PIC)

2
:w =0.519 La prob b lidad de ge el peso

0.401 sea de labl saA esde0.519

OBSERVACIONES. Los prob emas precedentes, consistieron en lo sigi ente:

¢ Son ege rimentos de dos etapas.

¢ La lra. etapa se puede describir afirmando que exactamente uno de k posibles resulta-
dos deb ra ocurrir (en los ejemplos, eleg r algna de las bl sas o cajas).

¢ Enla 2da. etapa, deb ra ocurrir ex ctamente uno de m resultados posib es.

¢ Los valores de las prob b lidades para cada uno de los resultados A, son conocidos al
iga 1 ge las prob b lidades condicionadas del tipo P(BJ./Ai)
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El problema consiste en calcular la probabilidad de que el evento de la primera etapa
A. b g ocurrido cuando se sab ge & ocurrido el evento B..

Este tipo de experimentos se llaman bayesianos y las probabilidades pueden
calcularse mediante la formula de Bay s.

Para llegar a esta formula, empezaremos por identificar que el problema planteado
es una prob b lidad condicional P(A,/ BJ.).

Para magr sencillez, en la notacion se llevara a cab e | desarrollo para P(A./B,).

Los célculos para cualquier otra pareja de eventos seran los mismos.

En términos de la formula de la prob b lidad condicional tenemos:

P(A, " B)
P(All Bl) :_Pjﬁl (]_)
Aplicando la reby a de la multiplicacién al numerador ob enemos:
P(A,nB)=P(A) P(B,/A) 2)

El valor de P(B,) puede calcularse por la egr esion de la prob b lidad completa
la cual egr esa la prob b lidad de un evento como una suma de prob b lidades
conjuntas. En otras palab as, esta egr esién nos dice que, el evento de la 2da. etapa
B, ocurrira si el evento de la 1ra. etapa A & ocurrido y entonces B, ocurre, o si el
evento de la 1ra. etapa A, ocurre y lueg ocurre el evento de la 2da. etapa B, ..., 0
si el evento de la 1ra. etapa A, ocurre y es segi do por el evento B, de la 2da. etapa.

Luege ntonces:
P(@B)PAyYB)+PAyB) +..+P(AyB)

Por la reb a de multiplicar:
P(B) P(A)P(B/A)+ P(A)P(B,/A)+..+P(A)P(B,/A) (3

Sustitug ndo (B Y 2) en (1), ob enemos la féormula de Bay s:

P(A)P(B,/A)
P(A)PB,/A)+PA)PB,/A)+..+P(A)PB,/A)

P(A,/B)=
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Ejemplo 1

0.97

0.03

Ejemplo 2

Un aparato para prob r bl bs de radio siempre detecta un bl b defec-
tuoso, pero en el 2% de las veces en ge indicage unbl b estad malo, se
tiene que en verdad, el bl b estd en be n estado. Si el 97% de los bl bs
fab icados son be nos, ¢ gqé prob blidad h ydege unbl b nuevo ele-
g do al azar y seé lado como defectuoso por el aparato sea en realidad un
bl be nbe nas condiciones?

Solucidn

Descripcion del ege rimento: ege rimento de dos etapas:

« Enlalra. etapa calidad real del bl b, opciones: be no (B) o malo (M).

+ En la 2da. etapa prueb de deteccion, opciones: detectado be no (D,)
o detectado (D, )

Se pide: P(B/D,,)
Datos: P(B) =0.97y P(M) =0.03
P(D,, /B)=0.02y P(D,,/M) =1

PBnD,)

PB/D,)= P )

M _ P(B) P(D,,/ B)
~ P(B) P(D,,/ B) P(M) P(D,,/ M)

D
M<B
- D 0.3

B (0.97) (0.02) B
M ~ (0.97) (0.02) + (0.08 (1) ~

Por lo tanto, alrededor del 39% de las veces que un bulbo nuevo es detectado
en mal estado por el aparato, de b che sunbl be nbe n estado.

Dos fab icas producen lamparas eléctricas; la 1ra. proporciona el 70% y
la 2da. el 8% de la produccién f ob 1. Por otra parte, sob e 100 ldmparas
suministradas por la 1ra. fab ica, un promedio de 83 se ajustan a las normas
prescritas mientras ge en el caso de la 2da. fab ica dica media solo alcan-
zael 8o . Un comprador adqi ere una ldmpara ge result6 be na. ¢Cual
es laprob b lidad de ge proveng de la 1ra. fab ica?

Descripcion del ege rimento, dos etapas:

Solucion
Enla lra. se elig unafab ica: A 0A.,.
En la 2da. nos interesa el estado de la lampara: be na (B) o mala (M)
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Ejemplo 2 | Revision de los datos:

(Cont.) “La 1ra. proporciona el 70% de las lamparas: P(A,) = 0.70"
"La 2da. proporciona el 8% de las lamparas: P(A,) = 0.8"
"Sobre 100 lamparas suministradas por la 1ra. 83 son buenas: P(B/A,) = 0.83"
"De las lamparas de la 2da. 80  son be nas: P(B/A)) =0.B

083-B  P(A/B)= —)
A, < 1 "
0. D

B P(A) P(B/A)
“ P(A)P(B/A)+PA)PBI/A)

0. 08_-B
A, < ) (0.7) (0.83) )
D ~ (0.7) (0.83 + (0.3 (0.B =0.75
EjerciciB Q

1. Laprob bilidad de ge el articulo fab icado en un taller satisfag las normas ek g dasesiga |a
0.96. Se propone la adopcion de un procedimiento simplificado de control que identifica como
“be nos” con una prob b lidad de 0.98, los articulos ge realmente se sujetan a las normas y
con una prob b lidad solo de 0.05 los ge no las satisfacen. ¢Cuél sera la prob b lidad de ge
un articulo que haya pasado la prueba con éxito por este control simplificado se ajuste efectiva-
mente a las normas?

2. Supbng se ge unaprueb para detectar cierta enfermedad b stante rara se b perfeccionado al
g ado g e puede descub ir la enfermedad en el 97% de los individuos atacados. Tamb én ocurre
ge cuando se h ce la prueb a individuos sanos el 5% de ellos son diagos ticados de manera
incorrecta como padeciendo la enfermedad. Finalmente, cuando se b ce la prueb a individuos
ge tienen otras enfemedades mas leves el 10% de ellos sufrird un diagés tico incorrecto. Se
sab ge los porcentajes de individuos de los tres tipos considerados agi en la pob acion en
g ande son el 1%, el 986 Yy el 36 , respectivamente. Calcular la prob b lidad de ge un indivi-
duo eleg do al azar en la pob acién y sometido a la prueb de b ch teng la enfermedad si la
prueb asi lo indica.

3 Unjoy rocompra los relojes a dos casas proveedoras. La primera le sirve el 6% de los relojes,
de los q e el 0.4% son defectuosos, la segnda le proporciona el resto, siendo defectuosos el
1.5%. Un dia, el joy ro al vender un reloj ob erva ge éste no funciona. Hallar la prob bilidad
de ge el reloj proveng de la primera casa proveedora.

4. Una emisora de television emite dos series A y B. La serie A la ve el 20% de la pob acion,
mientras ge la B solo la ve el 15%, pero mientras el 70% de los ge  empiezan a ver la serie A
la siguen hasta el final, en cambio el 80% de los que empiezan la B la acaban. Una persona nos
dice ge termind de ver la serie ge b b a empezado. ¢Cual es la prob b lidad de ge fuera la
serie A?

5. Con los mismos datos del prob ema 1, ¢cual seréa la prob b lidad de ge un articuloge h ®
pasado dos veces con éxito por el control simplificado se ajuste efectivamente a las normas?
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y Caélculo de prob b lidades de ege rimentos compues-
|— ecCio 8 tos. Conteo mediante técnicas de la comb natoria.

Objetie : Entender ys er capaz de utilizar los conceptos comb natorios.
Calcular prob b lidades usando las férmulas de la comb natoria.

En las lecciones previas de esta unidad, aprendiste a calcular prob b lidades de
sucesos mediante la refy a de Laplace y la rely a de multiplicacion. Para contar los
resultados favorab es a dichs sucesos, te auk liaste del diag ama de arbl vy del
arbl de prob b lidades. Con estas b rramientas, puedes resolver una g an g ma
de prob emas, sin emb rg tienen la limitacién de ge se vuelven impracticos
cuando el nin ero de etapas del ege rimento es g ande. Por ejemplo, al lanzar dos
dados tenemos 8 resultados posib es, los cuales podemos enlistarlos con relativa
facilidad, pero, si lanzamos el dado 4 veces por ejemplo, los resultados ob enidos
son 1296 Por ello, deb mos abr a, aprender a contar resultados sin necesidad
de enlistarlos. Esto, se log a aplicando las técnicas de la rama de la matemética
llamada con bna o ia

Actividad

Qué hacer

Utilizando un diag ama de arbl , resuelve lo indicado:

+ Se lanza una moneda seis veces de manera consecutiva.
a. ¢Cuantos resultados posibes a ¢ _
b¢, Cual es la prob b lidad de ob ener ea ctamente dos &gi las?

+ ¢Quétan facil es aprobar por adivinacion un examen de 5 preguntas de opcion multiple,
si cada pregnt a tiene cinco opciones de las cuales sélo una es correcta? Considera
ge se aprueb al contestar correctamente al menos tres pregnt as.

A .- B C D E

L))y )y c)yo)
2.()C)yC )y )y )
3 ()C)yC)y )y
4. ()C)Cc)y )y
50)CH)C) () ()
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Principib unden entbd eco teo

Ejemplo 1

2 opciones

El diag ama de arbl nos muestra todos los posib es resultados de un ege -
rimento compuesto. Sin emb rg, si el ege rimento consta de varias etapas
0 de muchos elementos g neradores, nos resultara practicamente imposib e
dibj ar un diag ama completo. Pero, como § se pudo apreciar con el calculo
de prob b lidades, estamos interesados mas en el ntn ero de resultados ge
en cuales son.

El principio fundamental de conteo (PFC) proporciona el nin ero de resul-
tados posib es.

Para desarrollar este principio, recordaremos con algnos ejemplos, la cons-
truccion de diag amas de arbl .

El suero de la sangre, permite clasificar a las personas en cuatro grupos
sangi neos A, B, AB y O. Tamb én puede ek stir en la sang e de los seres
humanos el factor Rh (de Macacus Rhesus); si éste se presenta en el individuo,
se dice ge tiene factor Rh positivo: Rk ; y si no aparece, se dice ge tiene
factor Rhneg tivo: Rh .Cuando la mujer tiene factor Rl ,yelbm b e Rh-y
algno de sus h jos nace con factor Rl puede presentar serios prob emas en
el nacimiento.

Utilizando un diagrama de arbol, clasifica a los individuos de acuerdo al sexo,
al factor Rh y al grupo sanguineo. ;Cuantas clasificaciones pueden hacerse?

Solucién

El paso inicial para resolver este problema consiste en dividir primero al
conjunto de los seres bm anos en dos clases: el de los bm b es(H) y el de las
mujeres (M). Una vez hecho esto, cada clase se subdivide en otras dos, en base
al factor Rh ob eniéndose asi cuatro sub lases. Finalmente, se divide cada
una de las sub lases en otros cuatro, tomando en cuenta el g upo sangi neo(
A, B, AB, O).

El arbol contiene toda la informacién para clasificar
a los individuos de acuerdo al se®, al factor Rhy al
g upo sangi neo. Cada trag ctoria o camino del arbl
representa un tipo sangi neo.

Rh+

W X>0>rw>
W

Al dividir por seg, by dos opciones: H o M.
Rh-
Cada una de estas opciones se divide con b se al fac-

tor Rhe n otras dos opciones: Rt o Rh

Finalmente cada una de las sub lases § ob enidas, se

A
B
Rh+ .. p
< AB divide tomando en cuenta el g upo sangi neo en otras

o cuatro opciopnes: A, B, AB u O.

Observa que en total hay 16 clasificaciones diferentes

Rh- AB de tipos sangi neos \s es.
2 opciones ¢] Observa también que el total igual a 16 puede obtenerse

paracada 4 OPCiONespara de lasigi ente manera:
cada una de las

una de las . 2x2%x4 = 16
anteriores, anteriores.

18




Ejemplo 2

Ejemplo 3

En la preparatoria van a eleg r consejeros técnicos alumnos, uno por cada
g ado. La papeleta electoral sigi ente muestra un resultado posib e de la
eleccion y el diag ama de arbl de la derech muestra todos los resultados
posib es.

1

Lopez

PAPELETA Soto < P
v Garcia

ega

Primer afi g Lopez
Torres< ]
[ Vega Garcia
O ail L 6pez
[] castro Soto < Garcia
Segndo af Gil Lope
z

[ Soto Torres < .
[] Torres "~ Garcia
Tercer afio Lopez

. Soto

[ Lopez < Garcia
O Garcia Castro Lopez
- Torres< ]
Garcia

Esta eleccion tiene 12 resultados posib es.

La primera lista del diag ama (ler. AQ) es g nerada por tres elementos:
Veg , Gil o Castro.

Lasegnda lista (2do. Ad) es g nerada por dos elementos: Soto o Torres.
La tercera lista es g nerada por dos elementos: Lopez o Garcia.

Podemos hacer el sigi ente razonamiento: puesto ge h y 3 opciones para
primer aB, 2 parasegndo Yy 2 para tercero, el total de resultados posib es
para la eleccion es: 3x 2 x 2 =12,

Cuatro amigos juegan dos partidos de boliche y, al final de cada uno, anotan
al vencedor. ¢De cuantas maneras posib es se puede llenar la bj a adjunta?

1¢ partido | 2% partido

Vencedores

iEXPERIMENTA, JUEGA CON EL PROBLEMA!

Llena algunas boletas ficticias.

En situaciones nuevas como ésta, debemos describir cuidadosamente el
experimento. Para ello, hay que identificar dos cuestiones claves:

1° ¢De cuantas etapas consta el ege rimento, es decir, los resultados son
pares, triadas,...? En este ejemplo, puesto ge se jug ran dos partidos,
los resultados seran parejas.

2° ¢Qué elementos g neran cada una de las etapas? En este caso, serd un
conjunto de cuatro amigs .
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Ejemplo 3
(Cont.)

USA UNA BUENA NOTACION

Si llamamos A, B, C y D a cada uno de los cuatro amigs , entonces el
primer partido lo podra g nar A, B, Co Dy el segndo partido también lo
podrag narA,B,CoD.

er Para tomar en cuenta todas las
E)/aer?icdeodor ! Vencedor 2% < Posibilidades, hay que poner a cada
partido posible vencedor del ler. partido con
A cada posib e vencedor del 2do.
A B
C
D Hayt x4=16
A posib lidades
B B
C
D
A
B
C
C
D
A
D B
C
D

Ejemplo 4

Campeén  Sub ampeodn

B
A<c
D
A
B<C
D
A
C<B
D
A

D<B
C

Los mismos 4 amigos del problema anterior juegan un campeonato de
ajedrez, enel ge reparten dos copas: una para el primer lug ry la otra para
el segundo. ¢De cuantas maneras posibles se pueden obtener los resultados?

Descripcion del ege rimento:

1°. ¢De cuantas etapas consta el ege rimento? Puesto ge se jueg n dos
premios, son dos etapas.

2°. ¢Qué elementos g neran cada uno de los posib es resultados de las
etapas? Un conjunto de cuatro amigs .

3 . Notacién: Elementos ge g neran los resultados: A, B, C\D .

Razonamiento: Puesto ge los participantes se llaman A, B, C y D, para
el primer lug r tenemos 4 opciones: A, B, C y D. Pero, para el segndo
lug rso6lo tenemos tres opciones porge el campeodn no puede ser a la vez
sub ampedn.

4 posib lidades para el campe6n
Por cada una de las anteriores, b y®os ib lidades

Cada una de las cuatro primeras ramas, solamente tiene tres b otes: & y
4 x 3 12 maneras de repartir las copas.
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Ejemplo 1

Abr a, estab eceremos el principio fundamental de conteo (PFC). Para
ello, ob erva ge , en los diag amas de arbl construidos, estuvimos apli-
cando el PFC al multiplicar el nin ero de posib lidades de cada etapa para
ob ener el total de resultados.

Principio fundamental de conteo. EI nimero de resultados de un
ege rimento compuesto, es iga | al producto del ntn ero de resultados
posib es en ge se puede llevar a cab ¢ ada etapa.

Es decir, si un ege rimento consiste de n etapas en donde la primera etapa
puede ocurrir de N, maneras, y la segnda etapa puede ocurrir de N, mane-
ras y asi sucesivamente h sta la etapa n, entonces podemos concluir ge el
n ero total de resultados posib es ge se pueden formar es:

N ero de resultados posib es: n(S) = N, -N,-N,-...-N_

El principio fundamental de conteo es un sustituto del diag ama de arbl ,
pero para poder aplicarlo deb mos precisar las dos cuestiones § vistas:

¢ El nimero de etapas del experimento (necesitamos saber si los
resultados seran parejas, triadas, etcétera).

¢ Los resultados posib es de cada etapa. Un diag ama de arbl bs -
ge jado puede ser de g an ayda .

Diez amigos se juegan tres trofeos. ¢De cuantas maneras posibles pueden
repartirseles?

Descripcia d elep erimento

1° ¢De cuantas etapas consta el ege rimento? De tres, se jueg n tres
lug res (los resultados seran triadas de la forma: (N,, N,, N,)).

2° ¢Quéelementos generan las opciones de cada una de las etapas? Una
pob acion de diez amigs

Recm enda i6n
Utiliza una be na notacion. Pob acion de 10 amigs : {A, A, A, ..., A }.

Algnos resultados: A A A, AAA AAA,

2" 10

1%




Ejemplo 1 Campedn Tercero
(Cont.)
A3
A4
[ J
[ J
A \
.3 A10
. A
i 2
A A A,
A, 10 o
[} ° o
[} ° o
[}
[ ] 'A\9
A, A,
A, A,
A, : °
. .
l A, A,
10 posib lidades 9 posib lidades por 81 i i
z posib lidades por cada
N, =10 cada una de las una de las anteriores
anteriores N =8
N,=9 3
En total, por el PFC tenemos:
10 x 9 x 8 =720 posib lidades

Ejemplo 2 | Un sorteo consiste en formar los nin eros premiados haciendo g rar cuatro
ruedas, cada una con diez dig tos

Determine el total de ntn eros ge se pueden formar.
Descripcia d elep erimento
1° ¢De cuéntas etapas consiste el ege rimento? De cuatro.

2° ¢Quién g nera los elementos de cada etapa? Los diez dig tos de cada
rueda: {0, 1, 2, 34, 5, 67, 8, 9}




Ejemplo 2 | Algnos resultados: 0947 0793 430

(Cont.)
12rueda 2da. Rueda 8 rueda 43rueda

0

O oo PO
© o0 o0
© g o0 PO

NZVAN

<«———© go00 PO
(o} o0 0 = O

/

AN

€ O g o0 PO

l

10 posib lidades 10 posib lidades 10 posib lidades 10 posib lidades
N, =10 N, =10 N, =10 N,=10

Total de ntn eros por el PFC =N, -N,-N,-N,
=10x10x10x10
= 10000

Ejemplo 3 Lanzamos un dado tres veces sucesivamente, cuantos son los resultados
posib es?
Descripcia d elep erimento

1° ¢De cuantas etapas consiste el ege rimento? De tres.

2° ¢Quién g nera los elementos de cada etapa? Las caras del dado:
{1,2,34,5, b

Algnos resultados: 111 211 B3 222 ..¢ Cuéantos son?

Los resultados son de la forma N, x N,

x N

3
N, puede tomar &/a lores (1,2,34,5%
N, puede tomar &/a lores (1,2,34,5%
N, puede tomar &/a lores (1,2,34,5p

ity

Total de resultados posibes: 6 x 6 x 6= 216

13




Ejemplo 4 | Enelestado de Sinaloa, las placas de los automdviles constan de tres letras y
cuatro dig tos. La primera letra siempre es V, lasegnd aFo G,y la tercera,
cualesgi erade lassigi entesletras:A,B,C,D,E,F, G, H,1,J K, L, M,N,
O,PQ,R,S, T,U,V,W, X,Y, Z Determine el ntn ero de placas diferentes
ge se pueden formar

Descripcia d elep erimento

1° ¢De cuéntas etapas consta el experimento?De 7, se seleccionan tres letras
\c uatro ntn_eros. Los resultados son de la forma: N,N,N,N,N.N.N,

2° ¢Qué elementos g neran las posib lidades?
N, (12 posicion): V(1 letra)
N (22 posicién): Fo G (2 letras)
N2 5 (8 posicion): A, B,C...X,Y0Z (28 etras)
0

N (42 posicién): ,1, 2, 3..9 ( 10 dig tos)
N (52 posicién): 0,1, 2, 3.9 ( 10 dig tos)
N . (& posicion): 0, 1,2, 3.9( 10 dig tos)
N (72 posicion ): 0,1, 2, 3..9 ( 10 dig tos)

Algnos resultados: VFA1229 VFF0013 VGI1248
¢Cuantos son?
Nifn ero de placas distintas: (1)(2)(2p (10)(10)(10)(10) = 520000

Actividad @ I

1. El lenga je de una computadora se traduce a secuencias de dig tos formados por ceros y
unos. Unt e es una de estas secuencias ye sta formado por 8 dig tos. Por ejemplo:

ojoj1fof1]1|0|1

¢Cuantos b es diferentes se pueden formar?

2. ¢Cuantos ntn eros telefonicos de siete dig tos se pueden formar si el primer dig to es siete
6 e permite repetir dig tos?

3 Una much ch tiene 6 b usas, 4 pantalones y 3 pares de tenis. ¢Entre cuantas indumenta-
rias distintas puede escog r para dar un paseo en b cicleta?

4. Cinco nifis ech n una carrera. ¢De cuantas formas pueden ordenarse al lleg r a la meta?

No h y mpates.

5. ¢De cuéntas formas puede un entrenador de un egi po de ft1 bl escog r un portero, un
primer suplente yun s egndo s uplente de siete candidatos?

6 Undado “bne sto” es lanzado cuatro veces. ¢Cuantos resultados a y en el espacio muestral
de este ege rimento ge reg stra para cada lanzamiento el ntn ero de puntos ob enido?
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Actividad @ (Cont.)

13

10.

11.

12.

14.

15.

16.

Un estudiante planea un viaje de Culiacan a Los Moch sy de alli a Chha ha . De

Culiacan a Los Moch s puede viajar por autoll , tren o avion; sin emb rg, de Los

Moch sa Ch bha ha , puede viajar solamente por tren o avion.

a) ¢De cuantas formas puede b cerse el viaje?

b) Verifique su respuesta dibujando un diagrama de arbol apropiado y contando los
resultados.

Se lanza un dado y se extrae una ficha de una caja que contiene tres fichas numeradas
1,2\8¢, De cuantas formas puede realizarse el ege rimento?

Hays eis caminos de A a B y¢ uatro caminos entre B \C .

a) ¢De cuantas formas se puede conducir de A a C pasando por B?

b ¢De cuantas formas se puede conducir en un viaje redondo de AaB,deBaC,y
lueg r eg esar a A pasando por B?

Un ex men de Historia contiene una pregnt a falso/verdadero y dos pregnt as de op-
cién ml tiple con respuestas posib es (a), (b, (c) { d).

a) ¢De cuantas formas posib es puede responderse la prueb ?

b Dibj e undiag ama de arbl yc uente las opciones para comprob r (a).

Se va a lanzar una moneda seis veces. ¢Cuantos resultados b b aen el espacio muestral
eqi prob be?

Se lanza un dado 6 veces. ¢Cuantos resultados b b & en el espacio muestral eqi prob -
be?

¢De cuantas formas pueden alinearse 7 estudiantes tras la puerta de la direccién para
plantear un prob ema?

En un concurso de b lleza, A y 11 candidatas de entre las cuales se van a escog r las
g nadoras a un primer lug r, un segndo Yy un tercer lug r. ¢De cuantas formas puede
darse el fallo?

Las placas para un cierto estado ek b n 3 letras segi das por 3 nth eros (Ejemplos:
MFT-98® AAT-099). ¢Cuéntas placas distintas pueden manufacturarse?

Los niimeros de identificacion para los empleados de una gran fabrica consisten de
n eros de cuatro dig tos (tales como 013 4499 6 0000)

a) ;Cuantos numeros de identificacion posibles hay?

b) ;Cuéntos numeros de identificacion posibles hay en los que los 4 digitos sean dife-
rentes?

15




Antecedentesd ep eemuta io esg m bina io es

Cuando se aplica el principio fundamental de conteo, los resultados obtenidos
difieren uno de otro por alguna de las siguientes razones:

¢ Tienen elementos diferentes.
¢ Tienen los mismos elementos pero distinto orden.

Po e emplo: Enuna urna & y dos canicas: una roja y una azul. Se ek raen
dos canicas una tras otra sin reemplazamiento.

El principio fundamental de conteo (y tamb én el diagrama de arbl ), nos
da dos resultados:

lra. ex . 2da. ex . Resultados
< r————a ra
a——r ar
Hay x 1 =2 resultados

La diferencia entre el resultado ra y el ar, es el orden en que fueron
seleccionados.

ra —— indica ge salio primero roja yde spués azul
ar ——— indica ge sali6 primero azul yde spués roja

Sinemb rg, en much s situaciones el orden no va a ser importante por lo
ge los resultados del principio fundamental de conteo, necesitaran de un
ajuste.

Ejemplos | 1. Se van a repartir dos bl etos para un concierto entre tres much ch s.
¢Cudles son las posib es asiga ciones?

Solucion:
Llamemos A, B YC a las tres much ch s.

Estab ezcamos el diag ama de arbl :

12asiga cion 22asiga cion Resultados
B AB
A
< C AC
A BA
B
— ¢ BC

CA

A
C—"3 CB
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Ejemplos
(Cont.)

Sed el principio fundamental de conteo (PFC), son (B (2) = 6 resultados
posib es.

Pero, ;qué significa el resultado AB? Significa que la muchacha A g nay
ge lamuch chaBg na. ¢Y el resultado BA? Significa que la muchacha B
g nayje lamuch ch Ag na.

En el contek o de la pregnt a, ¢h y algna diferencia entre el resultado
AB 'y BA? No, no h y diferencia, los dos resultados nos indican ge las
much ch s Ay Biran al concierto.

Si el orden no importa, el diag ama de arbl (o el principio fundamental de
conteo), no nos proporciona correctamente el total de resultados posib es.
Deb mos bs car un método alternativo para listar todos los posib es re-
sultados.

Una forma de proceder es la sigi ente:

B Repatir2bbets entreh ucha ha:AB ¢
iHAZLO MAS FACIL! Si s6lo fuera un bl eto, solo iria una de las tres:

A B C

Como son dos, veamos gi én puede acompaé raqi én:

A B C

Ek sten tres maneras de asiga r dos
AB  BC boletos entre tres muchachas (no hay
AC elementos repetidos, no importa el

orden).

Ob erva que, para formar todas las posib lidades B mos aédi do a cada
una, solamente las ge le siguen en el orden alfab tico.

B Supogh eh bpg ueso f uchaha:ABCDEYF
Siesun bl eto, sélo puede ir una de ellas; las posib lidades son:

A B C D E F

Como son dos, le aéi diremos a cada una, todas las ge le sige nen el orden
alfab tico:

A B C D E F

AB BC CD DE EF
AC BD CE DF

AD BE CF
AE BF

AF

Son 15 asiga ciones de 2 bl etos entre 6
muchachas (no hay elementos repetidos, no
importa el orden).
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Ejemplos
(Cont.)

Supong mos abr a, ge son tres bl etos; segi remos la misma técnica, es
decir, aéi diremos a cada par de elementos formados, los ge le sige nen
el orden alfab tico a amb s.

A B C D E F

ABC BCD CDE DEF

ABD BCE CDF

ABE BCF CEF

ABF BDE

ACD BDF ;
Hay 20 formas de repartir 3

ACE BEF bl etos entre 6n uch ch s.

ACF

ADE

ADF

2. Con cinco latas de pintura de distintos colores, ¢cuantas mezclas de dos
colores se pueden h cer?

Solucion
iUSA UNA BUENA NOTACION!
Sean A, R, V, N, B, los cinco colores (azul, rojo, verde, neg o, b anco).

VVamos a mezclar dos de ellos. , mpo ta o den?

LamezclaAR ¢esdiferentedeRA? No; no importa el orden. Si planteamos
el dig & adea bb,tendrems resultd 8 dema . Usemos latécnica de
ag eg r a cada elemento, los ge le sige n en el orden estab ecido:

A R V N B
AR RV VN NB
AV RN VB
AN RB
AB Son diez mezclas distintas.

3 Enunaurnah y 3canicas: roja, neg ay b anca. Ek raemos dos canicas
a la vez. ¢Cuales son los resultados posib es?

Solucion

Sean r,ny b las tres canicas.

Las extracciones en problemas anteriores, se realizaban una tras otra. Ahora,
es una ek raccion simultanea, asi ge no a y distincion por ejemplo, entre
nby bn.
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Ejemplos
(Cont.)

Las extracciones en problemas anteriores, se realizaban una tras otra. Ahora,
es una ek raccion simultanea, asi ge no h y distincion por ejemplo, entre
nby bn.

b® @b

=En una ek raccion simultanea, no se distinge el orden:
b anca - neg aes lo mismo ge neg a- b anca.

r n b
rn nb
rb

Son tres resultados al extraer simultaneamente dos canicas de 3.

Actividad

1. Unbm b etieneensubl silloun b llete de 20, uno de 50, uno de 100 y uno de 200 pesos.
¢Cuéntas sumas diferentes de dinero podra formar dich individuo con el dinero ge trae
en el bl sillo si saca dos b lletes?

2. Una urna contiene cinco bl as b ancas y tres neg as. Si se ek raen dos bl as de esa urna,
simultaneamente ¢cudles son los posib es resultados?

3 En una alcancia A y un conjunto de monedas: una de 1 centavo, una de 5y una de 10
centavos. ¢De cuantas maneras pueden eleg rse dos de ellas para ge la suma sea seis

centavos?

iAVANCEM OS!
Es evidente ge , si aumentamos el ntn ero de elementos, listar todas las
posibles agrupaciones se volvera impractico. Pero, ya sabemos que no
necesitamos la enumeracion completa de cada uno de los resultados posibles,
solo necesitamos conocer el total de ellos.
Ob endremos este total, a partir de loge § sab mos h cer: diag ama de
arbl ypr incipio fundamental de conteo.

iESTRATEGIA!

Considerar p imero ge impr ta el orden y ps teriormente deshc er
ese orden.
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Ejemplos

1. Se van a repartir dos bl etos entre seis much ch s. ¢De cuantas formas
se pueden repartir los dos bl etos?

Sb ucio :

Aplicando el principio fundamental de conteo (PFC) tendriamos ge es un
ege rimento de dos etapas:

En la primera seleccionamos A, B, C, D, E
En la segunda seleccionamos A, B, C, D,

oF
E o F exceptuando la que se

selecciond en la primera.

12 Seleccion

L]
A °
L]
B A
B
D

C
E
F
D °
[ ]
L ]
E A
B
C

F
D
" E

<
S 58
= a9
el -
S IR
© i)
= S
T 'g‘c
ag
[Te) =)
>\CG
T S
TS

2% Seleccion

Seg elPFCelnin erodeasiga cioneses:6x5=08

Pero, entre estos 30 resultados, se considera el
orden; es decir, los resultados ABy BA, AC y CA por
ejemplo, se cuentan como diferentes.

iCd n esultd & ecuentd e & cesl

AB  BA

AC  CA

AD DA
. .

Por lo tanto, € orden se deshace dividiendo 30
entre2 . Es decir:

NUmero de maneras 3
de asignar 2 boletos = Resultados del PEC _ - 15
entre 6n uch ch s 2 2

En general, dos elementos A, y A, se pueden ordenar
de dos formas:

/ Al Az Al Az
\
Az A1 Az A1
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Ejemplos | 2. Supong mos abr a, ge se van a repartir 3 bl etos entre las mismas 6
much ch s.
Solucion

1° 2° 3
Seleccion Seleccion Seleccion

[ ]

[ ]

[ ]

A . B Hay (b (5)(4) = 120 resultados, pero este total
. D considera el orden; por ejemplo, ABC lo cuenta
E diferenteaACB,aBAC,aBCA,aCABYyCBA.
B A . Cd Ba esultd & ecuenté@ ces.
B Por lo tanto, el orden se deshace dividiendo 120
C D entre 6
E Nfh ero de maneras de asiga r
5 F . Dl etos entre 6n uch ch s =
: °
. _ Resultados del PFC _ 120 _
E g‘ A 2 6
B
C
F D C
E E

En g neral, 3elementos A, A, y A, pueden ordenarse de seis formas:

A A A A A

A 2 3 1772773
l< A3 AZ Al A3A2
A A A A A

1 3 277178

A2< A3 Al AZ A3A1
A, A, AAA,
A A, AA A,

RECAPITULEMOS: 2 op etos se ordenan de 2 maneras: 2 x 1 =2
Dp etos se ordenan de 6n aneras: 3x2x1=6
4 op etos se ordenaran de: 4 x 3 x 2 x 1 = 24 maneras,
5 op etos se ordenaran de: 5 x 4 x 3 x 2 x 1 =120 maneras.

Es el momento de conocer un nuevo simbl o matematico: el FACTORIAL.

El simbl o n! Se lee “ene factorial” y se define como:

n! = (n)(n -1)(n-2)(n-3)...3)(2)(1)
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Asi: 21=2x1

41 =4x3x2x1
B =3x2x1

100 =10x9x8x7x6x5%x4%x3 x2x1

De acuerdo con esta definicion, tenemos que:

2 op etos se ordenan de 2! maneras)
dp etos se ordenan de B maneras
4 op etos se ordenan de 4! maneras

n op etos se ordenan de n! maneras

NS

Co clusio :

Si B mos seleccionado n op etos y no nos interesa el orden, aplicamos la

sigi ente formula:

Nifn ero de objetos sin considerar el orden =

Ejemplos

Resultados del PFC
n!

1. Diez jug dores participan en una competencia de ajedrez. Los tres pri-

meros clasifican para jugar otro importante torneo sin importar el lugar
(1°,2°6 3) ge ocupen en éste. ¢De cuantas formas se pueden selec-
cionar tres entre los 10 participantes?

Sb ucia

1° seleccion  2° seleccion 3 seleccion
[ ]

Descripcit del ep erimento. De 10 jug dores:

A, ° A A,ALA, ... A, seran seleccionados tres sin
/f\g A importar el orden: 12 seleccién, 22 seleccion y 3
A . %AZ seleccion.
n 03 s
A, Alo\ . N ero de seleccion de  on orden = (10)(9)(8)
As . As Un resultado como A, A, A, lo considera
. . diferente a:
° Al °
A A, ° A AA,
g ° A Az Al A3
Aqui b 110 2 N A,AA,
posib lidades 9 :2 AAA,
Adi h . A A A
posib lidades por A s 2t
cada anterior 8
Agi h 8

posib lidades por
cada anterior

1
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Ejemplos | Pero, como no importa el orden, deb mos desh cerlo. Para ello, div dims la
(Cont.) |respuesta ntreelndimerd ema eraenquesep dena B jets .
10x9x8 _ 10x9x8 _

o gox

Nifn ero de selecciones de p etos sin orden =

Por lo tanto, existen 120 clasificaciones distintas de 3 elementos.

2 Elsorteo MELATE, consiste en escog r seis nt eros de 56 disponib es {1,
2,3 ..., 56}. El resultado del sorteo son seis nin eros naturales y un séptimo
n ero llamado adicional. Para g nar el primer lug r, necesitas acertar a
los seis nin eros naturales. ¢De cuantas maneras distintas se puede llenar la
bl eta del MELATE?

Sb ucia
Descripcia d elep erimento
Ege rimento de seis etapas. Cada una consiste en escog r un ntn ero.

Para el primer ntn ero, A yo6&in  eros disponib es.

Habiendo escogido el primer nimero, para el segundo quedan 55 posibilidades;
asimismo para el tercero B b & 54, para el cuarto 53 para el gi nto 52 y para

el sek o0 51.
1° N . 2° Nfm . 3 Nm . 4° Nf . 5° Nf . & Nm .
[ ]
. 1 : 2 .
2 2 : 4 o
4 5 ° o
° 2 : 4
95 4 53 5 5
° ° ° °
[ ] : [ ] ® 4
) 1 54 . 52 >
2 . .
3 : . 51
56 ° o :
. .
55 :
Hayb6 Hay 55 Hayb4 Hayp3 Hayb2 Haybp1

posib lidades posib lidades  posib lidades  posib lidades posib lidades posib lidades
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Ejemplos
(Cont.)

Nih ero de maneras de seleccionar &t eros
de un total de 5& on orden = (5% (55)(54)(58 (52)(51) = 237,27320

Pero, como no im_porta el orden, debemos deshacerlo. Para ello, dividimos
la cantidad ob enida entre la manera como se ordenan ®p etos.

Nifh ero de maneras de seleccionar 58 55x54x58 52x51

Gith  erosde B inorden b
_ 23727820
720
= 3,48 48
Hay3 48 48n aneras de llenar la bl eta del MELATE.

Actividad

h cer?

1. Con 6 latas de pintura de distintos colores, ¢cuantas mezclas de dos colores se pueden hacer?

2. Con 6 bt es de pintura de distintos colores, ¢cuantas mezclas de tres pinturas se pueden

3 Para realizar cierto ege rimento, se seleccionan al azar, a cuatro estudiantes de un grupo
de 20. ¢Cuéantos g upos diferentes de cuatro estudiantes son posib es?

4. Hay 40 nimeros en la loteria de un estado. ¢En cuantas formas puede un jugador seleccionar
seis de los ntn eros? (El orden de la seleccidn no es importante)

5. Supong mosge h yB estudiantesenung upoy ge todos deciden empezar a conocerse
dandose un apreton de manos. Cada persona estrech la mano derech de todos los demas.
¢Cuantos apretones de mano tendran lug r?
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Permutaciones
En los prob emas de selecciones y ek racciones, partimos de m elementos

distintos:
ALALA, A

De estos m elementos, seleccionamos n de ellos, formando g upos distintos.
Recordemos ge un g upo formado se diferencia de otro, por los elementos
ge lo componen o por el orden en ge aparecen.

Cuando importa el orden, grupos como ABC, BAC, CAB se consideran

diferentes aunge teng n los mismos elementos (se distinge n por el orden
en ge aparecen).

Permutacion. Una permutacién de n elementos diferentes,es una
ordenacion de los n elementos de tal suerte ge un elemento sea primero,
otro sea segundo, otro mas sea tercero y asi sucesivamente hasta la posicion
enésima. El ntn ero de permutaciones de n elementos se simbl iza por P .

Ejemplos de permutaciones son:

¢ Lasformasenge pueden lleg r & orredores a la meta
¢ Las tiras de 4 letras distintas ge  podemos formar con B, A, T, O.

4 Permutacionesde P A, T, O )

PATO APTO TPAO APAT
PAOT APOT TPOA OPTA
PTAO ATPO TAPO OAPT
PTOA ATOP TAOP OATP
POAT AOTP TOPA OTPA
POTA AOPT TOAP OTAP

Los nin eros de tres cifras distintas ge se pueden formar con 34, 5.
Permutaciones de 34 \b:
35 43 53
34 453 543
P,=6

Mas que enumerar todas las permutaciones, recordemos que estamos
interesados en el nimero total de ellas. Para ello, nos auk liaremos en el
principio fundamental de conteo.

Por ejemplo, en el caso de los tres ntn eros (3 4y 5) se puede razonar ge
h y tres opciones para la primer cifra, dos para la segnda y so6lo una para
la tercera. Visto en un diagrama:

3 4 > Permutaciones de tres nin eros
\
5 4 A
r N
43— | | | | | |
I 5 3 ®os ib lidades 2 posib lidades 1 posib lidad
3 A Por lo tanto, el ntn ero de permutaciones de tres
5< A 3 non eros es: P3 - (3 (2)(1) =B =6
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Ejemplo | ¢Cuéntas permutaciones diferentes son posib es para las letras A, B, C, D,
EyF?

Sb ucia
Dado ge h y demasiadas permutaciones diferentes por enumerar, vamos
a usar el sigi ente razonamiento:

1ra. posicion: cualgi era de seis letras

2da. posicion: cualgi era de cinco letras

B a. posicion: cualgi era de cuatro letras

4ta. posicion: cualqi era de tres letras

5ta. posicion: cualqi era de dos letras

6 a. posicion: la [ tima letra restante
Permutaciones de seis letras

A

4 | | | | | | | | | |

@os ib lidades 5 posib lidades 4 posib lidades 3os ib lidades 2 posib lidades 1 posib lidad
Usando el principio fundamental de conteo, encontramos ge el ntn ero
total de permutaciones de las seis letras es:

P,=(® 5)@)® (2)(1) =6 =720

| A

Generalicemos: EI niumero de permutaciones de m elementos se
desig a p 0 P_ypa raconocer suférmula procedemos como sig e:

Como partimos de m elementos: A, A,, . . . A_, formamos el sigi ente
diag ama de arbol:
12 posicion 22 posicion 3 posicion eceocecooe m2 posicién

A, A
A3
A, n .
AS : Am—l
° [ ) ® @ 6 0 0 O
. A .
1
A 'e‘z )
° A
° 1
Am-l '2‘2
Am—2
m m-1 m-2 1

elementos elementos  elementos **°*°®°®°® elemento
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Aplicando el principio fundamental de conteo, las permutaciones de m
elementos son:

kPm = (m)(m—l)(rrl—z)(m—3)...(2)(1)J

m factores

P =m!

Elntn ero de permutaciones de melementoses:P =m(m-L (m-2 ...(R (X =m!
En otras palab as, b y m! formas diferentes en ge " m elementos se pueden ordenar.

Ejemplos | ¢ Numeros distintos de 3 cifras con 3,4y 5

B=(®@D)=6
P,=B =6

* Tiras distintas de 4 letras con PATO
41 = (@)E (1) =24
P,=41=24

* Clasificaciones diferentes de 6 corredores
6 =® G (2)(1)=720
P6 =b =720

* Distintas formas en que pueden sentarse los 40 alumnos de una clase en
los40lug resge hAy

40! = (40)(9) ...(B (1)
= 8159152834 78980 000000 000000 00000 000000 00000 0 000
=8.1591528347898 x 10*

P,, = 40! =8.1591528347898 x 10*

Ca a teristica d el a p ermuta in es

Partimos de melementos distintosA , A, A.... A . Se llaman permutaciones
de esos m elementos a las distintas ordenaciongs ge podemos h cer con
ellos. Una permutacion se diferencia de otra solo en el orden, puesenamb s
aparecen los mismos elementos.
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Permutaciones de m elementos tomados n a la vez'.

Ejemplos

Ocasionalmente, puede interesar ordenar un sub onjunto de un g upo de
elementos en lugar de todo el grupo (n < m). Por ejemplo, de seis corredores,
s6lo pueden interesar los tres ge g nan medalla. (AqQi se escog n tres de
seis y se ordenan). Esta ordenacion es una permutacion de 6 elementos
tomados & la vez.

Esto se escrib : oPs —> Permutaciéon de 6 elementos tomados 3 a
la vez.

1. Och cab llos toman parte en una carrera. ¢De cuantas formas dife-
rentes pueden lleg r estos cab llos en los lug res primero, segndo vy
tercero? (supong se ge no h \e mpates).

Solucién
Tenemos las sigi entes posib lidades:
Ganar (primera posicion): och op iones
Segunda posicion: siete op iones
Tercera posicion: seis op iones

Usando el principio fundamental de conteo, multiplicamos estos tres
nm eros para ob ener lo sigi ente:

Ordenaciones diferentes en ge lleg n 8 cab llos
a los tres primeros lug res

Por lo tanto, b y( 8)(7)(p =®r  denaciones diferentes. Asi,

P =(8)(7)(6)
3 actores

® tre prb lema simila es:

* De 6 corredores, nos interesa el nuimero de formas en que pueden ganar
las tres medallas:

P.=(6)(5)(4) =120 Permuta in esde6 elemente t;m d 0s3
o ha z
3 actores

* Numero de formas en que 6 corredores ocupan 4 lugares:

P,=(6)(5)(4)(3) = 360 Permutaciones de 6 elementos tomados
6 4\ ,

B a z
4 factores

(} Tamb én se conocen como & iacin essin repeticid  de m elementos tomados de n en n. De acuerdo
con esto, las variaciones de n elementos tomados de m en m se llaman permutaciones de m elementos.
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Ejemplos | < 6 corredores ocuparian 5 lugares:

Ps=(6)(5)(4)(3)(2) = 720  Permutaciones de 6 elementos
5 factores tmdeh @ z

, ¢Por qué ¢ P5 =¢ Pg? Observa
* 6 corredores ocuparian 6 lugares: ge uﬂa vez ge se A n ocupado

- D — _ los 5 primeros lugares entre 6
6P6_ Pe _\(6)(5)(4)(3)(2)(1)/— 720 corredgres, el sexto lugar queda

ya determinado por el corredor
6 actores restante.

Simplificamos la notacién cuando
tomamos los m elementos

* 10 corredores ocuparian 4 lugares:
0P, =(10)(9)(8)(7) = 5040
4 factores

» m corredores ocuparian n lug res:

JP.=(m)(m-1)(m-2)... > Permutaciones de m elementos
n factores tomados n a la vez

Formula de permutaciones como creciente de factoriales
Ya sab mos q e:

P =(m)(m-1)(m-2)... bs taun total de n factores.

Vamos a precisar, el b timo factor:

1 factor 2 factor 3 factor n° factor
m m-1 m-2 m—(n—-1) =m-n + 1

Por tanto, la formula ge da asi:
P =(m)(m-1)(m-2)... (m-n+1)

Puedes comprob rlo en varios casos perticulares: [1 timo factor
P,=(7)(6)(5) —> 7-3+1=5 7
1P, = (11)(10)(9)(8) ., 11-4+1 =38
&P, = (6)(5) —» 62+1=5

P=0B)HB)1A) =P, — 5-5+1=1
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Ejemplos

Multiplige mos ydi vidamos por (m - n)! la formulade P

(m)(m-1)(m=2)...(m-n+1)(m-n)!
P =
nom (m-n)!

Pero, el numerador es:
(m)(m=1)(m=2)...(m-n+1)(m-n) (m—n-1)... (2)(1) = m!

m!
Por tanto: P =
™ (m-n)!

Por ejemplo, verifiquemos el numero de permutaciones de ocho caballos
tomados tres a la vez:

8 ®OG 6 )
8P3_ (8—3) - )54/ _(8)(7)05 =8

ge es la misma respuesta § ob enida.
Con esta formula, ¢como se egr esaria P ?

m! m!
P = =
™ (m-m)! 0!

Pero, % sab mosge P =P =m!

m

m!
Por lo tanto: o =m!

Parage se cumplaestaiga ldad,t endrems quea umirq ue:
D=1

1. De un comitéde 10 personas, va a seleccionarse un presidente, un vice-
presidente y un tesorero. ¢De cuantas formas puede h cerse esta elec-
cion?

Sb ucia

Se seleccionan 3 Puestoge laformaenlage sonasiga dos loscandidatos
a las dc upaciones afecta sus responsab lidades, importa el orden.

Diez personas: \Pl P, P, P, Py P, P, Py Py Py )
Y

Seleccién de 3con orden. Esun conteo de permutaciones

_ 100100 (10)(9)(8)(7)
10p3'(10—3)! ST 8

=(10)(9)(8) =720
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Ejemplos

Sb ucia

Diez ntn eros:

2 Enun recipiente, b y diez pelotas numeradas de 0 a 9. Un niéi saca una
de ellas al azar y la ga rda; saca una segnda y la conserva. ¢Cuéntos
resultados posibes & ¢

Dos selecciones sin reemplazamiento con orden. Es una permutacion

OOOOOOOOOO,

Seleccion de 2 con orden. Es un conteo de permutaciones

3E scrib enlaforma P .

a) (m)(m-1)(m-2)

b (m+1)(m) (m-1) (M-2)(m-3)
c) (m-3)(m—+4)...(m-9)

d) (m-7)(m-8)...(m-24)

_ 100100 (10)(9)(8) ~
TN TR TR T = (10)(9) =90
Actividad

1. Calcula:

a) 8! h 2! c) (4MH)(hH

d) 6! e) 12! f) 100! )} 88!

3! 10! 99! (86)(2!)

2. Escrib en cada caso, todos los factores:

a) 4P2 )) 5P2 C) 9P6

d) mPn e) n+l I:>n f)n+:2|:)n+1

4. EX raemos una carta de una b raja de 40. Después de dejarla sob e la mesa, ek raemos
una segnda , ge colocamos junto a la anterior, y una tercera. ¢De cuantas formas puede

seleccionarse el trio de cartas?

5. ¢(De cuantas formas puede alinearse a cinco niflos en una sola fila para que les tomen una

foto?
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Actividad @ (Cont.)

6.

10.

11.

Entre un grupo de 12 candidatos se ocuparan las oficinas del presidente, vicepresiden-
te, secretario y tesorero. /En cuantas formas diferentes pueden ocuparse las oficinas,
si cualquiera de los 12 candidatos puede ocupar cualquier oficina?

Considere las “palab as” diferentes de tres letras ge se pueden formar con las cinco

vocales: a, e, i, 0, U.

a) ¢Cuantas palab as de tres letras se pueden formar si no se permiten repeticiones?

b ¢Cuantas son las palab as diferentes ge se forman sin repeticion y con la letra
“0” en el centro?

c) ¢Cuantas palab as diferentes se pueden formar, sin repeticiones ge tengan, la
“u”y la1al principio y al final?

d) ¢Cuantas palab as diferentes se pueden formar con la letra “a” y otras dos voca-
les?

Tome en cuenta los nin eros de tres cifras ge se pueden formar usando los dig tos
1,2,3 4,5 6 7,8y 9.Ademas supong ge no se permite la repeticion de ning
digito, a menos que se especifique lo contrario:

a) ¢Cuantos ntn eros naturales de tres dig tos se pueden formar?

b  ¢Cuantos ntn eros naturales pares, de tres cifras, se pueden formar?

c) ¢Cuantos ntn eros naturales de tres cifrasyn ag resge 60 s e pueden formar?

¢De cuéntas maneras se pueden acomodar las letras de MEDIO, usando cada letra una
sola vez en cada acomodacion?

Un equipo de b isbl consta de nueve jug dores en el terreno de jueg. ¢Cuantas ma-
neras diferentes de determinar el orden de pasar a b tear son posib es? ¢Cuéntas son
aceptab es si se desea ge el receptor (catch r) b tee al l1timo?

Cuatro personas se forman para b jar un tobg n, pero s6lo dos de los cuatro desean
tomar la primera posicion. Con esa limitante, ¢De cuéntas formas pueden tomar asien-
to las cuatro personas en el tob§ n?

12




Cm bina in es

Ejemplos

Si en determinado prob ema el orden no tiene importancia, g upos como
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB y CBA se consideran uno solo. Todos forman
una sola comb nacion.

ABC
ACB
BAC
BCA

CAB
CBA
y

N

» Una sola comb nacion: ABC

* Por ejemplo, si A, By C son colores a mezclar para formar otro color,
no importa el orden en ge se mezclen.

* Si queremos repartir dos boletos entre seis muchachas (A, B, C, D, Ey
F) los resultados AB yB A indican lo mismo.

B
Una sola comb nacion: AB
BA

* Si de una caja con tres canicas negras y dos blancas extraemos dos

simultaneamente, no h ydi ferenciaentre @ O y O @.

| J©)
0@

* Enun juego de cartas, el jugador es libre de reordenar las cartas después
ge haw n sido repartidas (si algi en tiene un As, no importa en gé
momento se lo entreg ron).

} Una sola comb nacién: neg a, b anca

‘o o] [t ]| 2 S &
o o o
¢ & | ¥ ¥ v v}

* En el sorteo MELATE se trata de escoger 6 numeros de un total de 56,
sin importar el orden de seleccion.

En todos estos ejemplos, los grupos formados de objetos se llaman
comb naciones.
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Combinacion. Una combinacidn, es unaformaen la que pueden presentarse
los op etos, ye nlage el orden de aparicion no importa.

NOTACION

* Si de tres objetos seleccionamos dos sin importar el orden, se forma una
comb nacién de dp etos tomados dos a la vez.

Escrib mos: .C, se lee: “con bina i6 de3b jete tm d & de ala

ez,
(3
Oben: [ZJ

» Si repartimos dos boletos entre 6 personas, no importa el orden, por lo
ge formamos una comb nacion de @p etos tomados dos a la vez.

C, o [ g} Comb nacion de ®p etos tomados dos a la vez

* Si repartimos 5 cartas de una baraja de 52, no importa el orden, por lo
ge formamos una comb nacion de 52 op etos tomados 5 a la vez.

5Cs O [55} Comb nacion de 52 op etos tomados 5 a la vez

Formula de las comb naciones

6 permutaciones -{

Si de tres letras A, By C tomamos dos, importando el orden, ob enemos:

B AB
A
< C AC
A BA
B
— ¢ BC
A CA
C
< B CB
Sab mos ge esto es una permutacion de dp etos tomados 2 a la vez.

= (3?2)! = % =(B(2)=6

Revisemos los resultados ge tienen las mismas letras:

-

AB

BA } orig na una comb nacién: | AB

Tomar 2 letras de

AC orig na una comb nacion: | AC ? 3 posib es, orig na 3
CA comb naciones.
BC

orig na una comb nacién: | BC
CB

14




El ntn ero de comb naciones de tres op etos tomados 2 a la vez, es igual a
la mitd del ndn ero de p rmuta io es
P, 6
_32_ 2 _
=g 7273

Si tomamos los tres op etos, tendremos las sigi entes permutaciones:

B C ABC
A
< C B ACB
A
B——_ -

combinacion:

C BAC $ Orig nan una sola

A BCA ABC
A B CAB
C< B A CBA

El ntn ero de comb naciones de tres op etos tomados 3 a la vez, es iga | al
nm ero de permutaciones dividido entre 6

P, 6

_33_~_
L6 et

@ uén umera neld enm ind o ?
Es el ntn ero de veces ge se pe den ordenar los op etos tomados.
En el primer ejemplo, 2 op etos se ordenan de 2 maneras:

P
3 2
L=
En el segndo e jemplo, dp etos se ordenan de 6n aneras.
c -
373 6

Pero, sab mos ge : 2 op etos se ordenan de 2! maneras
Dp etos se ordenan de B maneras
4 op etos se ordenan de 4! maneras
nb jete sep dena denlma era

Entonces: P
c =332
373 6
c -
72 7 2l

En g neral, si de m op etos tomamos n (con n < m), sin importar el orden,
se forman:

m n

comb naciones
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Ejemplo

Encuentra el nimero de comb naciones de las 4 letras A, B, C y D tomadas
3 lavez
- El ntn ero de permutaciones de 4 op etos tomados tres a la vez es:

P = S W@ =2

Cada objeto se ordena de 3! = 6 maneras. Entonces, el niUmero de
comb naciones de 4 op etos tomados & la vezes:
_ 24 _
L7 T

En g neral, el nin ero de comb naciones de m op etos tomados n a la vez

esiga lesa: P
nCn = n!
Pero: m!
P =
mn (m-n)!
m!
Portanto: C = (m-n)! = m!
mon n! n!(m-n)!

m m!
an:[nJ: ni(m-n)!

Caracteristicas de las comb naciones

Partimos de m elementos distintos, A, A,, A,, . . ., A . Se llaman
comb naciones de esos m elementos tomados de n en n (con n<m), a
los g upos de n elementos distintos ge se pueden formar, de modo ge
un g upo se diferencia de otro por los elementos ge o componen, sin
ge importe el orden en ge aparezcan.
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Ejemplos

1. Encuentrael ntn ero de formasenge un estudiante puede escog r tres
lib os de una lista de 10.

Solucion

Seleccionar 3 in orden

c :[mJ 100 _ 10! _ (10)QE@ _ 10OE) _

1073

373103 87 BA BO

2 Encuentrael nin ero de formas en ge un estudiante puede seleccionar
2 lib os de matematicas y dos de literatura, de un estante con 4 lib os
de matematicas y@ ib os de literatura.

Solucion
Seleccionar 2 Seleccionar 2
4C2 3C2
Los dos lib os de matematicas se seleccionan de:
4 4! 4 4B H#H _ )3

C = - = = = =@n aneras

472 [ZJ 214-2)1 212! 21 (2)(1)
Y los dos lib os de literatura se seleccionan de:

L, = [§J= 8 -8 _B@Y_ B _3 aneras

213-2)! 21 2110 (D)

Hay 6 maneras posibles de elegir dos libros de matematicas, y dado que cada
una de estas maneras se puede ag upar con cualgi era de las tres maneras
posib es de eleg r los dos lib os de literatura, el principio fundamental de
conteo, nos da:

_ _ maneras de seleccionar dos de matematicas y
L, =6 =18 dos de literatura.
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¢Como orientarse ante prob emas de comb natoria?

¢Cbémo sab r ante cada uno de los prob emas ge se presentan si se trata de per-
mutaciones ( y de qué tipo especifico) o de combinaciones?

Si los leemos detenidamente y los analizamos con profundidad podemos identifi-
car de gé situacion se trata.

Cuando se trata de formar ag upaciones de elementos A y ge pregnt arse dos
cosas importantes:

+ ¢Se permite 0 no que los elementos se repitan?

¢ ¢Esimportante o no el orden en ge se ag upan los elementos?

Las respuestas a estas pregnt as dependeran del enunciado del prob ema.
A continuacién un cuadro resumen:

(Influye Puedeh b r Formula
el orden? repeticion?
P_permutaciones Si No P =m!
-P_permutaciones de m!
m elementos tomados de Si No on = m—n)l
nenn(n<m)
C_comb naciones (n <m) No No __m
" m~n " nl (m—n)!

Actividad @

1.

En cada caso, decir si se trata de permutacion o de comb nacién. Plantear la formula. No b -
cer célculos.

a) Las maneras de arref ar 5 cuadros en linea sob e una pared.

b Las maneras en ge se pueden elegra 3e rsonas de un g upo de 5.

c) Las maneras en ge se pueden eleg r al primero ya | segndo vi olinista entre 6n 8l icos.
d) Lamaneraen ge se pueden elegr 4 suéteres de 7.

e) Las maneras en que se pueden arreglar 5 sillas en una fila.

f) Posibles resultados finales de 7 personas en una carrera si no hay empates.

Delas@ pregnt asdege constaun test, se deb n contestar veinte. (a) ¢de cudntos modos se
pueden eleg r esas veinte pregnt as? (b Si las diez primeras pregnt as son ob igatorias, ¢de
cuéantos modos se pueden eleg r las otras diez?

Una féb ica de b lados prodece doce sabr es diferentes. (a) ¢Cuantos b lados de tres sabr es
diferentes (tres gs tos) se pueden fab icar? (b ¢Y si consideramos el orden en los sabr es?

Nos b nreg lado och novelas y cinco lib os de poesia 'y ge remos eleg r tres de los prime-
ros y dos de los segndos para leerlos en vacaciones. ¢De cuéantas formas podemos eleg r los
cinco lib 0s?
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Actividad (Cont)

5. ¢Cuéantos sub onjuntos de cuatro elementos pueden formarse en un conjunto de 100 ele-
mentos?

6 Entre un g upo de och estudiantes g aduados y cinco ge ad no estan g aduados, h
de seleccionarse una comision formada por tres estudiantes de los primeros y dos de los
segndos . ¢Cuantas comisiones diferentes pueden formarse?

7. Un patron entrevista a och personas para cuatro puestos en su compaii a; tres de las och
personas son mujeres. Si las och satisfacen los regi sitos, ¢de cuantas formas puede el
patrén ocupar los cuatro puestos si:

a) La seleccion es aleatoria?
b E& ctamente dos mujeres?

8. De un g upo de cuatro parejas A n de seleccionarse al azar cuatro personas. ¢De cuantas
formas puede & cerse esto, dadas las sigi entes condiciones?
a) No h y estricciones
b Hab & al menos una pareja en el g upo de cuatro
c) La seleccién deb incluir un miemb o de cada pareja.

9. ¢De cuantas maneras se pueden repartir manos de po& r con una b jara de 52 cartas de
modo ge los 5 naipes formen un par y una tercia (Dos rey sy tres sietes integran una
mano de este tipo).

I &) [l6 o[ o
,, v v
JA v 000 v
s ok e Y V!
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Caélculo de prob b lidades aplicando técnicas de la comb natoria

A continuacion utilizaremos las técnicas de la comb natoria para resolver
prob emas de prob b lidad. Como § se menciond, estas técnicas resultan
particularmente ti iles en age llas situaciones en las ge resulta impréactico
plantear el diag ama de arbl .

Ejemplos | 1. Se lanza un dado tres veces segi das; determina la prob b lidad de los

sigi entes sucesos:
a) A, :"“Cae un punto en el primero, un punto en el segndo y un nd-

mero diferente de uno en el tercero”.
b A,:"“Caeunnmn ero par en cada lanzamiento”.
c) A,:“Caen tres puntos en cada lanzamiento”.
d) A, :"“Caenntn eros diferentes”.

Solucion
1°D escripciond elep erimento:
Son tres lanzamientos consecutivos.
Algnos resultados:
111, 116 b1, 222,

Los resultados posib es son de la forma: N, N, N,

N, es el resultado del ler. lanzamiento. Puede ser: 1,2,3,50 6
N, es el resultado del 2do. lanzamiento. Puede ser: 1,2,31,50 6
N, es el resultado del 8 r. lanzamiento. Puede ser: 1,2,3,50 6

2Espaim uetrbD ig | d ed bb:

1 . .
- . .
3 . 1 (Hay6 posibilidadesen
4 ) 2 cada etapa)
: 3 3 N(S)=8 8 6 216
4 4
5 5
6 6
BResultd efa B les y
Sucesos:
a) A:“lenel p imero, 1en el segundo y nin ero diferente de 1 en
el tercero”.
o112
Algnos resultados favorabes: 773
114
115
116
¢Son todos?
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Ejemplos
(Cont.)

Un diagrama de arbol para el suceso, nos permitird precisar el total de
resultados favorab es:

Unpuntoenel  Unpnt oenel Diferentede 2 n Resultados
p 1mero segundo el tercero
2 112
3 113
1 1 4 114
5 115
6 116

A, ={112, 1131 14,115,116} — »n(A)=5

P(A) =

b A,.“Caentn eropr encada lanzamiento”.
Algnos resultados favorab es: 222, 246244, 8, ...

Diag ama de arbl :

ler lanzamiento 2do. lanzamiento 8 r. lanzamiento

A
A

nA)=8 8 3 27

» ~
oD OBRN OPRDN

27
P -
| (A)=-1s
c) A, “Caen tres pnt os en cada lanzamiento”.

Resultado favorab e: 3
Hayun s olo resultado favorab e: P(&):i
216

d)A,: “Caen nin eros diferentes”.

Algnos resultados favorab es:

123
124

¢Cuantos son?
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Ejemplos
(Cont.)

ler. lanzamiento  2do. lanzamiento 8 r. lanzamiento

1 .
2 : .
3 .
4 1 1
5 2 5 _ _
. i’%“ n(A,) = 6 5x4 =120
Agi k6 5 120 _5
ib lidad =
posib lidades 5 . P(A) = 2169
Agi h ¥ nim eros :
diferentes al del 1ro. Agi h yint eros diferentes al
del 1ro.ya | 2do.

2 En el Estado de Sinaloa, las placas de los automoviles constan de tres
letras y cuatro dig tos. La primera letra siempre es V, la segnda es Fo
Gy la tercera puede ser cualgi er letra (de un total de 2% . ¢(Cudl es la
prob b lidad de ge enalgna placa aparezca la “palab a” VGI?

Solucion

Descripcion del experimento. Es un experimento de 7 etapas: en las primeras
tres se selecciona una letra ye n las b timas cuatro un dig to.

Algnos resultados: QF5224Z) (\:/GI532:)

Son resultados de la forma: N, N, N, N, N, N_ N,

N, puede tomar un valor (la letra V)
N puede tomar dos valores (F o G)

N puede tomar 2&va lores (AB ... 2Z)
N puede tomar 10 valores (0,1 . 9)
N puede tomar 10 valores (0,1 . ..9)
N puede tomar 10 valores (0,1 . ..9)
N puede tomar 10 valores (0,1 . ..9)

n(S) = 1x2x28 10x10x10x10 = 520,000
Suceso: Se lee la palab a “VGI” (\:/GI467:) @G|555D

Resultados favorab es:
Diag ama de arbl :

0 0
%1%1
0 2 2

0

%1 1

\Y G I 2 9 9 2
. : ;

9

n(E) = 1x1x1x10x10x10x%10 = 10,000 .
_ 10000 _ 1
P(se lea VGI) = 520000 - 52
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Ejemplos
(Cont.)

3 Una urna contiene tres canicas neg as y dos b ancas. Se ek raen sucesi-
vamente y sin reemplazamiento dos canicas. ¢Cudl es la prob b lidad de

ob ener:
a)neg ala 12y ancala 22

b unanegayna banca

C) amb s sean neg as?

Solucién
jAtencia ! Este prob ema puede ser resuelto con las técnicas vistas
previamente. Abr a, se trata de aplicar los conceptos de permutaciones

\¢ omb naciones.
Descripcia d elep erimento Se trata de un prob ema de muestreo
sin reemplazamiento. La pob acidon de interés eqi prob b e puede ser

representada como:
{nl’ n,, Ny, bl’ bz}

A continuacion revisamos cada uno de los sucesos:

a) “Neg alal®ybla cala2 .Elsucesollevaimpicitounp d n. Esuna

o Calculo de n(S) E n,n,n,b, b’b

v
Permutaciones de 5 op etos tomados 2 a la vez:

S 51 Sx4x 3l
a(S)=,P=—"_==""""2"_29
(5)=F, (5-2)t 3t A
¢ Calculo den(A)
{n1' n?’ n,’%' b1’ b7}
\. J
Y

Tomar una neg a de tres yuna b anca de 2 con orden

e T NCTORE

_X_ —_—

n(Ai)zspl'2P1:(3_1)! (2_1)!_/2’!/ 1

P(A) ==
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Ejemplos
(Cont.)

b “Unaneg ay unabla ca’. El suceso noreq iered D d n. Es una
comb nacioén.

# Célculo de n(S)

{nl’ 2 Ny 1’ bz}
—
Comb nacién de 5 op etos tomados 2 a la vez:
I 1
n(S) = .C, = 5! 5! 5><4><,’3’f 20 10

T21(5-2)1 2131 2xdx gl
¢ Calculo de n(A))

(n 0, b, D)
Ak

Tomar una neg a de tres yuna b anca de 2 sin orden

21 31 3
n(A)) =,C+,C, = 101 1|/2,f -

6 3
(Az)——ozg

c) “Ambasnegras’. Aqui tampoco interesa el orden. Es una combinacion.
¢ Calculo de n(S)
{nl’ 2 Ny 1’ bz}
- —
Comb nacién de 5 op etos tomados 2 a la vez:

_ 5l 51 Sx4x3l 20
T2(5-2)1 2131 2x1x 3l

n(S) =C, =10

¢ Calculo de n(A)
{n n,n,b,b

12 3 Y 22

Tomar dos neg as de tres sin orden

3! 3l 3x24

n(Ag) = 3C2 = 2|(3_2) 2I><]_| 21!

P(A) =
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Ejemplos | 4. Enun recipiente b y diez pelotas numeradas de 0 a 9. Un nié saca una
(Cont.) de ellas al azar y la guarda; saca una segunda y la conserva; finalmente
saca una tercera. Usted toma nota del orden enge el nié saco las pelo-
tas. ¢Cual es la probab lidad de sacar las pelotas numeradas 0, 1y 2, en
ese orden?

Solucion

Descripcion del experimento. Es un experimento de muestreo de tamafio
tres.
La variab e de interés es: “ntn ero ob enido”

La opcién de nin eroses: “0, 1, 2, 34,5, 67, 8, 9"
La pob acion de interés egi prob bees: {0,1,2, 34,5 ,8,9 }

¢ Calculo de n(S) {0,1,2, 34,5 @, 8, 9}
¥1 1 1 1 1 ) ) J
Y
Permutacion de 10 elementos tomados tres a la vez.

: 3 10! _10! 3 10X9X8Xﬂ/ 3
n(S)_10P3_(10_3)! _7_ /7/( -

720

¢ Célculo de n(S)
@, 1,2,34,5/,8, 9}J

~—

Tomar el 0, el 1y 12 en ese orden.

1! 1 u o,
Q-1 @-1)0 (1-1)

I‘I(A) = 1Pl'1P1°1Pl =

La prob b lidad del suceso es

pay="A _ 1
n(s) 720

4. En el prob ema 2, ¢cual es la prob b lidad de ge las pelotas ek raidas
teng nlos nin eros 0, 12, s ea cual fuere el orden en ge aparecen?

Solucion

Descripcia del ep erimento. Es un ege rimento de muestreo de tamaf
tres.

La variab e de interés es: “ntn ero ob enido”

La opcién de nin eros es: “0, 1, 2, 34,5, 67, 8, 9"
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Ejemplos
(Cont.)

La pob acién de interés egi prob bees: {0,1,2, 34,5, 4, 8, 9}

Ankisisdel suceso: “Sale 0, 1, 2 en cualgi er orden”. El evento no implica
un orden. Es una comb nacion.

+ Calculo de n(S)
¢0, 1,2, 34Y5 ¢, 8, 9}J

Comb nacién de 10 elementos tomados tres a la vez
10! _10! 3 10><9><8><}!/ 3 720 — 790
3(10-3) 70 8 2x1xp 6

n@)=,C,=

¢ Calculo de n(A)
@, 1,2,34,5,6,8, 9}J
~~

Tomar el 0, el 1y 12 sin orden.

1! 1 1

n(A) = AOTHOTHOE 1!(1_1)! X 1!(1_1)! x]_!(l_l)! =1

La prob b lidad del sucesoo es n(A) 1

") 120

5. ¢Cual es la prob b lidad de ge  una mano de cinco naipes seleccionada
de una b raja estandar de 52 cartas consista de 5 corazones?

Solucion

Descripcitt  del ep erimento. El espacio muestral consiste de todas las
manos posib es de 5 cartas escog das de la b raja.

La variab e de interés es: “carta seleccionada”.

La opcion de carta es: “ cualgi er carta de 52 ge tiene la b raja”.

La pob acion de interés eqgi prob b e es:

& A K QJ10,9,8,7,65,4,3 2
¢ A K QJ10,09,8,7,6 54,3 2 "N
®A K QJ10,9 8,7, 65,4, 32
YA K, Q J10,9,8,7, 65 4, 32

Ankisisdel e nto “Salen 5 corazones”. El evento consiste de todas las
manos de 5 naipes escog dos de 13 corazones. No implica un orden. Es una
comb nacion.
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Ejemplos Caélculo de n(S). El espacio muestral consiste de todas las manos posib es

(Cont) de 5 naipes escog dos de la b raja de 52 cartas. EI orden no importa, por
' consiguiente se trata de una combinacion de 52 elementos tomados 5 a la vez.
52! 52! 52x51x50x49x48x47! B 1875200
ne) = .C, = = = = = 259896
1375 51(52 -5)! 547! 5x4x8 2x1x47! 120

Calculo de n(E). El evento contiene ,C. resultados favorab es
(YA K QJ10,9,8,7,654, 3%}

h'd

De estos 12 lementos tomar 5 sin orden.

18 1B 18 12x11x10x9x8Y 154440
n(E) = ,C, = =— = = = 1287
51(13-5)! ~ 518! Bx4x8 2x1x8( 120
1287

P(5 corazones) = =0.0005

259896

Actividad @

1. Se extraen dos bl as sin reemplazamiento de una urna ge contiene 8 bl as de las cuales 5
son b ancas \t res son neg as. Calcule la prob b lidad de ge :
a) amb s sean b ancas
b laprimeraneg ayl asegnda b anca.
c) Unaneg ayna banca

2. Una bl sa contiene 4 canicas rojas, & zules \8e rdes. Se ek rae una sola canica.
a) Tabl e un espacio muestral no eqi prob beenb seal color.
b Tabl e un espacio muestral egi prob b e.

3 Un frasco contiene 4 bl as numeradas del 1 al 4. Reg stre un epacio muestral para los ege -
rimentos sigi entes.
a) Se ek rae una bl ay se reg stra el ntn ero. Se reg esa la bl ay se ek rae y reg stra una
segnda bl a( muestreo con reempazamiento).
b Se ek rae y regstra una bl a. Sin reemplazar la primera bl a, se ek rae y reg stra una
segnda bl a.

4. Enel ege rimento del prob ema 3de termine la prob b lidad de ob ener:
a) dos nin eros pares b suma impar C) un producto primo.

5. Un lote de 100 focos contiene 4 defectuosos y 96 en be n estado. Se seleccionan al azar
cinco focos. ¢Cual es la prob b lidad de ob ener 3 ocos be nos y2 de fectuosos?

6 De unab rajaespadl ade 40 cartas ek raemos 5 a la vez.
a) ¢Cudl es la prob b lidad de ge las cinco sean oros?
b ¢Y lade obener 4 ases yun or 0?
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10.

11.

AUTOEVALUACION

Una perinola tiene cuatro lados, marcados A, B, C y D. Cuando se a ce g rar, se de-
tendra con uno de los lados & cia arrib . Simula g rar la perinola tres veces y reg stra
los resultados en cada ocasion. Traza un diag ama de arbl e incluy todos los puntos
muestrales de este ege rimento.

Considera el conjunto de tres op etos { P, Q, R}

a) Lista las permutaciones de 2 op etos escog dos de este conjunto.
b Lista las permutaciones de ®p etos escog dos de este conjunto.
c) Lista las comb naciones de 2 op etos de ese conjunto.

d) Lista las comb naciones de 2p etos de se conjunto.

B
Escrib todas las permutaciones de las letras W, X, Y, Z. A o
%)
¢Cudl (es) de las siguientes egr esiones es (son) correctas?
- _m! — nl - __ ml — _n
8) Py = (m-n)! p .C=n ©) nCo= n!(m-n)! ) WP (m-n)!

¢De cuantas maneras diferentes se pueden acomodar las cinco letras de la palabra
RONDA, usando cada letra una sola vez en cada acomodacion?
a) 4P, b .C c) 5! d) 5° e) Ningna de las anteriores

Un g upo esta integ ado por 5 nifis y 6 nié s. ¢Cuéntos comités de cinco personas se
pueden eleg r si cada comité deb formarse con 2 nifis @i & s?

a) 150 b 200 c) 1800 d) 2400 e) Ningna de las anteriores

Resuelve paran: P, =56
a)7 b 8 c) 14 d) no se da suficiente informacion
¢Cudl(es) de las sig ientes es (son) verdadera(s)
P
a) ,,C,= ,C, p C,=-%1 ¢) ,P,= P d) . C =m!

B 37100 7

3710

¢De cuantas maneras diferentes se puede eleg r un comité de 4 personas en un g upo
de 12 estudiantes?
a) 485 b 495 c) 88 d) 28

Un supermercado ofrece 6 marcas de duraznos enlatados y 8 marcas de maiz enlatado.
Una compradora desea prob r 2 marcas diferentes de duraznos y tres marcas distintas

de maiz. ¢De cuantas maneras puede escog r las 5 latas?
a) 28 b 10 c) 840 d) 1080

¢Cuantos tridingl os se pueden formar colocando seis puntos en un plano, singe a §
tres de ellos en la misma linea recta?

a) 10 p 12 c) 18 d) 20
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Co cepte ba ice : distribc iones de prob b lidad, variab e
aleatoria, variab es aleatorias discretas y continuas, funcién

|_ eccln ﬂ_ de prob b lidad, valor esperado o esperanza matematica,

media yde sviacion estandar de una distribc ion.

Objetin

Entender ge una variab e aleatoria es una cantidad numérica cug valor
depende de las condiciones y prob b lidades asociadas con un ege rimento.
Entender la diferencia entre una variab e aleatoria discreta yuna continua.
Entender las similitudes y diferencias entre distribc iones de frecuencias y
distribc iones de prob b lidad.

Calcular, describ r e interpretar la media y desviacion estandar de una dis-
tribc i6n de prob b Idad.

A lo larg de este estudio, aprendiste diversas técnicas para calcular pro-
b b lidades. Para cerrar este primer encuentro formal con la prob b lidad,
estudiaras las distribc iones de prob b lidad. Ek sten much s distribc io-
nes de prob b lidad, pero en este curso solo estudiaremos los elementos
b sicos de dos de ellas: la b nomial y la normal. Antes de h cerlo, deb ras
comprender el concepto de variab e aleatoria.

Actividad a

Qué hacer

Estudia detenidamente la sigi ente informacion. Realiza lo indicado.

« Se han lanzado tres monedas balanceadas, cien veces, obteniéndose los siguientes

SSsa SSS aas Sas aaa SSS ass aaa SSS Saa
SSS SSsa ass SSS Saa SSS SSS Sas Sas SSS

aas aaa aas Sas SSS Sas aas aaa SSS aas
ass asa aas ass Sas asa aas Saa SSsa asa
aas asa ass ass ass Saa ass Saa SSsa asa
asa asa SSS ass SSsa Sas SSS asa ass SSsa
aas SSS ass aas Sas SSa aaa SSa aas SSsa
Saa asa SSsa SSS ass Saa Saa SSsa aaa SSS

Sas SSS.

resultados:
aas aaa
ssa  aaa
asa  ssa
saa  aas
aaa  SSS
ass  ssa
aaa  sas
asa aaa
saa  ssa

« ¢Qué nos informan estos datos? Recuerda ge para poder encontrar un patrén en los
datos, deb mos org nizarlos en una distribc i6n de frecuencias.
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Actividad d (Cont)

Recuerda ge la distribc ion de frecuencias de una variab e, es una descripcion de las
frecuencias con ge se presenta cada una de las modalidades o valores de esa variab e. La
variab e, es el fendmeno o caracteristica ge nos interesa estudiar. Dado un eg erimento,
nos puede interesar una o mas variables. Por tanto, necesitamos definir la variable que
estudiaremos. En los ege rimentos aleatorios, o ge necesitamos es precisar una variab e
“ge acté ” sob e cada resultado, asigad ndole un valor.

Por ejemplo, en el ege rimento de lanzar tres monedas consideremos la variab e “ndmero
de &guilas ge apr ece”. ¢Cuantas agi las pueden aparecer en una ejecucion del ege ri-
mento?_

Tu respuesta deb ser parecida a la sigi ente:
pe den apr ecer @gui las ——sss
pe de apr ecer Agui la ———>ass, sas, ssa
pe den apr ecer Agui las —— aas, asa, saa
pe den apr ecer &gui las ——aaa

Entonces, 0, 1, 2y 34gi las, son los posib es valores de la variab e “nth ero de aguilas al
lanzar tres monedas” . En otras paloab as, la variab e “nin ero de aguilas”, le asig a un
0 al resultado sss, un 1 a los resultados ass, sas, ssa, un 2 a los resultados aas, asa, saa, y
un 3 al resultado aaa.

Por tanto, los resultados anteriores, ob enidos al lanzar cien veces tres monedas, b jo la
variab e “ntn ero de aguilas”, se transforman en:

2 3 1 0 2 1

NWFR WNN R
WRRPONEFL W
NMNNNNRNO
NONNNWER
PRPORNNER
ONRRERLRERLRO
PR RPRPRRPRONW
NP RPNNRFE OO
NWORNNOPR
PR NONNNWRE W
WNRPRRPRRPRORO
OFRRPNNNON

2 1 1 0

Con esta informacion, construy una distribc i6n de frecuencias ab olutas yr elativas.

N ero
de Agi las Recuento f f

0

1
2
3
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Actividad c (Cont)

Verifica que el siguiente grafico de barras corresponde a la distribucion de frecuencias rela-
tivage acab s de construir.

f

r
0.40 —

0.35 =T
0.30 —
0.25 —
0.20 —

0.15 —
0.10 —r
0.05 —T

0 1 2 3
N ero de agi las

Si atendemos la definicion frecuentista de la probabilidad, una distribucion de frecuencias
relativas tamb én puede llamarse distribc i6n de prob b lidad.

Ladstrib cid d ph lidd de unavariabe, esuna descripcion de las prob bili-
dades con ge ocurren los diversos valores potenciales de la variab e.

Para representar gaficamente una distribucion de frecuencias de la variable “ntn ero de
aguilas”, la cual es una variable discreta, se us6 un grafico de barras. Sin embargo, cuando
hablamos de distribuciones de probabilidad, el grafico que se usa con mayor frecuencia es
el h stograma, aunge la variable sea discreta.

A continuacion, se muestra el h stog ama correspondiente a la distribc i6n de prob bilidad
de la variab e “ntn ero de aguilas” ob enido al lanzar tres monedas, 100 veces.

f

r

0.40 —

0.35 —
0.30 —
0.25 —
0.20—

0.15 —
0.10—
0.05 —

2 3
N ero de 4gi las
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Actividad @.1) b

ny €ero

Para la distribc ién anterior, calcula: de agi las
a) Lamedia: X =_ 2
b Ladesviacion estandar: s = 5
3

Una distribc i6n de prob b lidad como la anterior, ge proveniene de ob ervacio-
nes realizadas, recip el nomb e de d strib cid empricd ph lid

Pero, si en lugar del enfoque frecuentista aplicamos la definicion de probabilidad
tedrica y las refyas g e la rig n, ob enemos una distribc i6n tedrica de prob b -
lidad.

Para construir la distribc i6n empirica, enfocamos la atencion en el nin ero de
agi las ob enido cada vez ge se realizd el ege rimento y ensegi da aplicamos
las b rramientas estadisticas. En camb o, en el caso de prob b lidades tedricas,
recuerda gque no repetimos los ege rimentos, sino ge trab jamos sob e los posi-
b es resultados distintos. Es decir, analizamos el espacio muestral. Entonces, para
construir una distribucion tedrica de prob b lidad, primero ob enemos el espacio
muestral, después le aplicamos la variab e implicada a cada resultado,y a conti-
nuacion asiga mos prob b lidadessed lareb a de Laplace, a cada posib e valor
de la variab e. A continuacion, vamos a construir la distribc i6n de prob b lidad
tedrica del ege rimento de lanzar tres monedas.

Analiza cada uno de los pasos.
a) Exp rimento: Lanzar al aire tres monedas b lanceadas.
b Descrip ion del exp rimento: El ege rimento puede considerarse com-
puesto de tres etapas; en cada etapa los resultados posib es son: a o0 s.
c) Diagrama de arbl y espc io muestral:

a -
a<s EspaC|o muestral'

a < . { aaa, aas, asa, ass, saa, sas, ssa sss}
S
<s La variab e “nu- \\ j
mero de agui-

<a\s las” convierte {32,2,1,2,1,1,0 }
S

a estos resultados
S<s posib es en:

Puesto ge las monedas estan b lanceadas, tenemos och resultados iga |-
mente prob b es.
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Ejemplo

Entonces, la distribc i6n de prob b lidad teorica es:

Nin ero | N° Resultados
de &gi las| favorab es P
0 1 1/8
1 3 B8
3 1 1/8
Total 8 1.0

El h stog ama correspondiente a esta distribc i6n es:

P

0.40 —
0.35—
0.30—
0.25—
0.20—
0.15—
0.10—
0.05 —

2 3
N ero de 4gi las

Actividad @ C

0.40 —
0.35 —
0.30 —
0.25 —
0.20—
0.15 —
0.10 —
0.05 —

0 1 2 3
Nifn ero de agi las

p
0.40 —
0.35
0.30 —
0.25 —
0.20—
0.15 —
0.10 —
0.05 —

A continuacién, se muestran los dos h stog amas correspondientes a las distribc iones
de prob b lidad empirica \t edrica respectivamente, para el ege rimento de lanzar tres
monedas. Analizalas y¢ ontesta:
a. ¢Qué semejanzas encuentras entre amb s distribc iones?
b La distribc idén empirica se contrug a partir de 100 repeticiones del ege rimento. ;Qué
pasaria si aumentamos mas ym 4as el nin ero de repeticiones? Argm enta tu respuesta.

0 1 2 3
N ero de agi las
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Actividad d

a) Considera el ege rimento de lanzar dos dados. ¢Cuales son los posib es valores de la
variab e “suma de pnt os de cada cara” ._

b Se h n lanzado dos dados 1000 veces, reg strandose los valores correspondientes a la
variab e “suma de pnt os de cada cara”. A partir de los resultados ob enidos, se cons-
trug | asigi ente distribc i6n de frecuencias:

Suma de puntos f

10
78
82
106
142
16
18
106
78
()
12 42
Total 1000

[EEN
P O OWoOo~NOoOoh~WwN

[EEN

1) A partir de esta distribc i6n, construy la distribc i6n empirica de prob b lidad y su
representacion grafica.

2) Calcula la media yde sviacion estandar de la distribc ion.

B Construy la distribc i6n tedrica de prob b lidad.

4) Compara las dos distribc iones. Argm enta en gé condiciones éstas distribc iones se-
rian practicamente idénticas.

Estamos ya, en posibilidades de definir un concepto clave en probabilidad:
el de variab e aleatoria.

Va ib leh eh D ia

Para un espacio muestral dado de alg ege rimento, una variab e aleatoria es
cualqgi errejage asociaunnin ero con cada resultado de dich espacio muestral.

Puede apreciarse, ge una variab e aleatoria es realmente una funcion cug
domino es el espacio muestral yc ug r ange s el conjunto de nin eros
reales.

Se acostumb a denotar las variab es aleatorias con letras magt culas, tales
como X, Y. Las letras mingl culas se usan para representar el valor asocia-
do por la variable a un resultado muestral especifico.
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La notacion X (s) significa que X es el valor asociado con el resultado s por
la variab e aleatoria X.

s'/L

S X

Por ejemplo, en el ege rimento de lanzar tres monedas, la variab e aleatoria
nin ero de aguilas la denotaremos con la letra X. Las asiga cionesge & ce
esta variab e a los resultados del espacio muestral correspondiente, se indi-
can a continuacion:

X(aaa) =1 X(saa) =2
X(aas) =2 X(sas) =1
X(asa) =2 X(ssa) =1
X(ass) =1 X(sss) =0

Actividad &) e

Considera el ege rimento de lanzar dos dados. Llama Y a la variab e aleatoria “suma de pn -
tos en cada cara”. Simbl iza las asiga ciones ge h ce esta variab e sob e cada uno de los
resultados del espacio muestral.

Va ih lesh eap iadiscreta gy 0 tinua

En tu curso de estadistica clasificaste las variables a partir de la naturale-
za de sus valores, en discretas y continuas. Esta clasificacion también se
aplica para las variab es aleatorias.

Ve ih leh ed b id iscreta, es una variab e cuantitativa ge puede tomar
una cantidad numerab e de valores.

Ve ih leh ed 0 ia 0 tinua, es una variab e cuantitativa ge puede tomar
una cantidad innumerab e de valores.

Ejemplos de variab es aleatorias discretas:
« Nin erode h jos por familia.
« Suma de puntos al lanzar dos dados.

Ejemplos de variab es aleatorias continuas:
» Laestatura de un g upo de personas.
» Eltiempoenge se realiza una tarea.
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Funcio esd ep rb abilidad

Ejemplo

Algna s veces es conveniente escribr una refja ge epr ese alg b aica-
mente la prob b lidad de un suceso en términos del valor de la variab e
aleatoria. Esta egr esion suele escrib rse como una formula y se denomina
funcién de prob b lidad.

Funcid de probh ilidd , es una funcién eg resada por medio de una
férmula matematica ge nos permite calcular las prob b lidades asocia-
das con los diversos valores de una variab e aleatoria.

Las funciones de prob b lidad las representaremos con la letra p, y, puesto
ge xrepresentael valorge asiga lavariab e aleatoria al resultado del es-
pacio muestral, la notacion p x representa la prob b lidad ge corresponde
al valor x

Consideremos el ege rimento de lanzar un dado una sola vez. Sea la va-
riab e aleatoria “nin ero de pnt os en la cara ge ge da hc ia arrib .
Si x representa el resultado del ege rimento b jo esta variab e, entonces
podemos plantear ge los valores posib es de la distribc i6n del nin ero de
puntos ge pueden resultar al lanzar un dado, son:

x=1,2,34,56
Abr a, puesto ge :
p(1) =1/6 p(4) = 1/6
p(2) = 1/6 p(5) =1/6
p(B =1/6 pp =1/6

la funcion de prob b lidad para el ege rimento de lanzar un dado, es:
p(x) =1/6 parax=1,2, 34,56

En forma de distribc ion:

X | px)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

o o1k WM

Al iga | ge en tus cursos de matematicas, a esta funcion en particular, se
le denomina funcion de prob b lidad constante, porq e el valor de p X), no
camb a cuando varia el de x.
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Ejemplo | La representacion grafica de esta funcion de probabilidad es la siguiente:
(Cont.) p

0.18—
0.16 —
0.14—
0.12—
0.10—
0.08—
0.06 —
0.04—
0.02 —

5 6
N ero de puntos

Puesto ge los valores de una funcién de prob b lidad son prob b lidades,
deb n cumplir las propiedades de la prob b lidad, en particular las dos
sigi entes:

1) Laprob bilidad asiga da a cada valor de la variab e aleatoria deb estar
entre 0 yi, inclusive; es decir, 0 < p(x) <1.

2) Lasumade las prob b lidades asiga das a cada uno de los valores de la
variab e aleatoria deb ser iga | a1, es decir, Zp(x) =1

Ek sten varias funciones de prob b lidad de g an interés. En las prék mas
lecciones estudiaremos di camente dos: la b nomial y a normal.

Vho esperd e spera zemm temtica

El valor esperado o esperanza matematica, es un concepto muy importante
en prob b lidad. En la sigi ente actividad, podras egl orar este concepto.

Actividad @.1) f

Dos jug dores Ay B, van a participar en un jueg ge consiste en lanzar dos dados simultanea-
mente y calcular la diferencia de puntos entre el magr y el menor punto mostrado por las caras
ge Qe dan h ciaarrib . Las reb as son las sigi entes:

a) Si resulta una diferencia de 0, 1 6 2 entonces A g na un peso.
b Siresulta3465qi eng naesB.
¢) Comienzan con un total de 20 pesos ¢ | juegt ermina cuando agt an dich cantidad.
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Actividad @.1) f (Cont)

Contesta:

1) ¢Cual es la variab e aleatoria implicada en el ege rimento?_ _

2) ¢Te parece ge este jueg eseqi tativo o justo?S i tuvieras ge jug r, ¢cudl jug -
dor preferirias ser?_

B Practica con un compaé ro(a) 20 veces este jueg. ¢Consideras ge deb s cambiar la
decisién ge tomaste en e la pregnt a 2?

En el jueg planteado en la actividad anterior, tuviste ge enfrentarte ante
un prob ema de decision. La prob b lidad, proporciona las b ses para ay -
darte a tomar la mejor decision ante situaciones de incertidumb e. Los con-
ceptos de variab e aleatoria y de distribc i6n de prob b lidad, nos permiten
sistematizar el andlisis para el log o de este proposito.

A continuacion, analizaremos la distribuciéon de prob b lidad teérica del
ege rimento de lanzar dos dados y ob ervar “la diferencia de pnt os de las
caras sup riores” .

Exp rimento. Lanzar dos dados b lanceado.

Descrip i6n del exp rimento. ElI ege rimento puede considerarse
compuesto de dos etapas: en cada etapa los resultados posib es son:
1,2,34,5066

Espc io muestral.

(1) W) ap @) @5 @p | 012345
1012 34
21 22 23 (24) (25) (2
_— 21012 3
S=] @ @ & @& ) + Lavariabe “diferencia 32 1 0 1 2
@1) (42) (43 (44) (45) (4p de pnt os”, convierteel 4 32 1 0 1
(51) (52) (5.3 (54) (55) (5% | espacio muestralen: 543210
@ ® ® & ®&)®

Haz el recuento de todas las diferencias posib es de puntos.

Recuento f

O WNPEFE O|X




Tenemos 8 resultados iga Imente prob b es. Por lo ge , la distribc i6n de
prob b lidad teérica es:

6% oe |
0 68 '

1 10/8 8/8

2 8/8 68

3 68 48 ]

4 418 ]

5 28 2/8

Abr a, volvamos a la actividad 4.1 f:

A g naun peso, sisale 0,106 2.

B g na un peso, si sale 34 0 5.
¢Quién tiene mas posib lidades de g nar?

X X

(1) 132 Prob b lidad dege g neA:
3

4 2,2 Prob b lidad de ge g ne B:
5 2/8 668 4/8 2/& 12/8

Por lo tanto, el jug dor A tiene ventaja sob e B, puesto ge , de los 8 resul-
tados posib es, en 24 g naA s 6loen 12 g na B.

Sinemb rg, ¢ amb ando las refy as, podriamos convertir este jueg, en uno
eqi tativo. Para ello, deb mos primero entender el sigi ente concepto:

Esperanza matematica: si las prob b lidades de ob ener los importes a,, a,,
a,...a, SoNn pl,, Py Py Py donde p, + p, + p, +...p, = 1, entonces la espe-
ranza matematica es:

E :alpl+ a2pZ i a3p3+ e ¥ akpk

Cada cantidad se multiplica por la prob b lidad correspondiente y la espe-
ranza matematica E, se ob iene por medio de la suma de todos estos produc-

tos. En notacion X :
E=2a.p

Los valores de los importes son positivos cuando representan beneficios,
triunfos 0 g nancias y son neg tivos cuando representan pérdidas, sancio-
nes o déficits.




Calculemos los valores de la esperanza matematica ge corresponde a cada
jug dor AyB del juegge estamos analizando.

X px) | Sicae0,1062,Ag naun peso.
0 68
1 10/8 EA:1X£+1X£+1X£+OX£+OXi+OX£:ﬁ
7 8/8 36 36 36 36 36 36 36
3 68 1Sicae 3465 B g naun peso.
4 4/8 4 d P
5
2/8 EB=0><£+0><E+Ox£+1x£+1xi+1xizg
36 36 36 36 36 36

Hemos corrobr ado, ge A tiene ventaja sob e B.

El valor esperado deb mos interpretarlo como el valor ge deb mos espe-
rarge ocurraalalarg . En otras palab as, decirge el jug dor A tiene ven-
taja sobre B, no significa que A siempre vaya a ganar, pero, a largo plazo,
el jugador A tiene una esperanza matematica de 24/36 = 2/3. Esto significa
ge en“p omedio” de cada e sosge se jueg n, €l g na 2.

Juego egi tativo

En situaciones de azar, un criterio para “apostar” es esperar un jueg justo
0 egi tativo. A continuacion, convertiremos el jueg entre Ay B en uno
eqi tativo, con los sigi entes camb os:

« Sisale0,162eljug dor A g naun peso.

« Sisale3405e |jug dor B g nados pesos.
En este caso, la esperanza matematica (esperanza de g nancia) para cada
jug dor sera:

= =1X£+1x£+1x£+0x£+oxi+ xizﬁ
36 36 36 36 36 36

(= =0x£+0x£+0x£+2x£+gxi+zxi=ﬁ
36 36 36 36 36 36

Puesto ge la esperanza de g nar es la misma para cada jug dor, el jueg
se considera justo.

Unjueg sequittia , silaesperanza de la cantidad g nada por cada
jug dor es la misma.

Actividad @ 0

Contesta:
Un jueg ¢ onsiste en lanzar dos dados b lanceados yc¢ alcular la suma de puntos. El
jug dor A gana una ficha si resulta una suma de 6, 7, 8 6 9. El jugador B gana una ficha si
la suma es distinta de esas se@ ladas. Calcula la esperanza matematica de A yde B. ¢Qué
prefieres ser, jugador A 0 B? Justifica.




La media de una distribc i6n de prob b lidad

Al iga | ge para describ r conjuntos de datos se utilizan los promedios y
las medidas de dispersion, para describ r una distribc i6n de prob b lidad se
usan la media \t a desviacion estandar.

La media de una variab e aleatoria discreta, denotada con la letra g ieg n
(mu), se encuentra al multiplicar cada valor posib e de x por su prob b lidad
yde spués sumar todos los productos.

En simbl os: si una variab e aleatoria toma los valores X}y Xoy Xgpe X, , CON las
prob b lidades p x), p X,), p(X,),...p X ), la media o valor esperado denotado
por u es

=X PX) + X, p(X) + X pX) + ... + X - p(X)
En la notacion ab eviada, escrib mos:
p=2 X p(X)

Puesto ge la media es un valor ge se espera ocurra a la larg , tamb én se
le llama valor esperado.
p=EX =2 x"p((X)

La media de una distribc i6n de prob b lidad denotada con la letra g ieg
u (mu) se define como el valor esperado de la variable aleatoria.

Varianza yde sviacion estandar de una
distribc i6n de prob b lidad

En tu curso de estadistica estudiaste que no es suficiente conocer la media de un
conjunto de datos. La media, deb siempre acompaé rse de una medida de dis-
persion, la cual g neralmente es la varianza o la desviacién estandar.

El calculo de la varianza de una distribc i6n de prob b lidad, se A ce casi de la
misma manera ge § conoces, pero en vez de promediar las desviaciones cua-
draticas de la media, ob enemos su valor esperado.

En g neral, si unavariab e aleatoria toma los valores x , X,, X,,...X, , con las prob -
b lidades p x)), p X,), p(X,)....0 x,), la varianza de la distribc ion de prob bilidad
denotada como o, se define como el valor esperado (la media), de las desvia-
ciones con respecto a la media, elevadas al cuadrado:




Ejemplo

0% = (% =) PO+ (X = 1)+ PO) + .+ (X = 1) +PX,)
En notacion sig a:

o? =2 (x—p) +p(x)

La raiz cuadrada positiva de la varianza, es la desviacion estandar de la
distribc i6n de prob b lidad.

o =2 (x— ) +p(x)

Obsera i6 . Recuerda ge la media de una muestra se denota con X.
La media de una pob acién, y de una distribc i6n de prob b lidad, se de-
notan con la letra g ieg 1 . Estas notaciones usadas para las distribucio-
nes de prob b lidad, se deb a ge éstas se pueden usar para representar
pob aciones tedricas. Por tanto, se usan parametros de pob aciones para
describ r las distribc iones de prob b lidad, iga | ge se usan estadig afos
muestrales para describ r muestras.

Hallar la media y la desviacion estandar de la distribc i6n de prob b lidad co-
rrespondiente al nin ero de agi las ob enidas al lanzar tres monedas.

Solucion

La distribc i6n de este ege rimento y de la variab e alaetoria indicada, § la
ob uvimos en pag nas anteriores:

x | pK

1/8

B8
B8

1/8
1.0

whN -k o

Chculd d & edia p=E(X)=2xp(x)

(o)l

Obsera 6 . El valor esperado de los resultados de lanzar tres monedas y
observar el nimero de aguilas no es “literalmente significativo”, puesto que
nunca se puede obtener 1.5 dguilas. Lo que ésto significa es que a la larga,
deaspués de muchs lanzamientos el valor promedio seria 1.5 agi las.




Ejemplo Chculd em ia za
(Cont.)

Chculd e d esva in esth da

Actividad h

Una familia planea procrear tres hijos. asumiendo ge ek ste la misma prob b lidad de tener
nié o nid, de termina:

a) La distribc i6n de prob bilidad.

b la media, la varianza y a desviacion estandar.

Ejercicid Q

1. Explica con tus propias palabras, cada uno de los siguientes conceptos. Ejemplifica.
a. Variab e aleatoria.
b Variab e aleatoria discreta.
c. Variab e aleatoria continua.
d. Distribucién de frecuencias.
e. Distribucion de prob b lidad.

2. ¢Cudl es la diferencia entre variab e aleatoria discreta ya riab e aleatoria continua?
3 ¢Cudles son las semejanzas y diferencias entre las distribc iones de frecuencias y las de prob -
b lidad?

4. A continuacion, se presentan dos distribc iones de prob b lidad:

a x|1 2 3 4 5 p x|1 2 3 4 5
0x]06 01 01 01 0.1 0x)[01 02 04 02 0.1

Para cada distribc i6n:
a) Traza el hstog ama yde scrib laforma de la distribc i6n.
b Calcula el valor esperado yt a desviacién estandar.
c) ¢Cuél es la prob b lidad de ge un valor de x se encuentreentre u—cy u+ o




L eccia @ Permutaciones con repeticion

Objetis : Comprender el concepto de permutaciones con repeticion ya plicarlo en
la solucién de prob emas.

El concepto de permutaciones con repeticion, lo utilizaremos como un co-
nocimiento previo muy importante para entender las distribc iones b no-
miales.

Actividad @ a

Qué hacer

Reg esa a la leccién (31) y epasa los conceptos ypr ocedimientos de célculo de las permu-
taciones yf as comb naciones.

Recordemos ge una permutacion de m elementos diferentes es una ordena-
cion de dichs elementos de tal manera ge un elemento sea 1°, otro sea 2°,
otro més sea 3 \a si sucesivamente.

Por ejemplo, las permutaciones de A, By C, son:
ABC BAC CAB
ACB BCA CBA

Supong mos, ah ra, ge se pide A llar las permutaciones posib es de las le-

tras A, A, B.
El ntn ero total de permutaciones, de estas letras seria:
P, =31=3x2=6
Pero, no todos estos arret os serian distingi b es porge & y dos letras “A”
en la lista.
A" A B AAB :BAAB
B A ABA _
A M e son? g
B A ABA ABK. Son tres permuta-
A A BAA BAA ciones diferentes:
B——_ A N BRE_ AAB, ABA y BAA.

Veamos otro ejemplo: ¢Cuéntas palab as de tres letras puedes escrib r con las
letras de la palab a OSA? ¢Y con la palab a OSO?

O




Con lapalab a OSA,  sab mosge hyP,=B =@s on:
OSA ASO SOA
SAO AOS OAS

Al convertir la A en O, cada dos palab as (P, = 2! = 2) se transforman en una.

OSA ASO SOA SAO AOS OAS
(ON{®) SO0 O0S

Hemos formado permutaciones con repeticion de 3 elementos de orden 2 (es
decir, palab as con dos letras iga lesy la tercera distinta) y & mos visto ge :

3!
PR =—=3
2!
En g neral, si un conjunto de m op etos tiene m, de una clase, m, de una se-
gnda clase, m, de una tercera clase, ya si sucesivamente, con
m=m, +m, +..+m, entonces, el nin ero de permutaciones de los m op e-

tos es:
m!

PR} =
m!m,L.m,!

mg,m, ..M

Ejemplo | ;En cuantas formas distingi b es pueden escrib rse las letras de BANANA?

Solucion

Esta palab a tiene seis letras, de las cuales tres son A, dos son Ny una es
B. Por lo tanto, el ntn ero de formas distingi b es en que las letras pueden
escrib rse es:
PR? __o 60
N TPIIT

Equilt encia ntreeln Umerd ep ermuta io es
co r epeticio ¢ InUmerd eco bina ino es

Sea el ege rimento de lanzar una moneda cuatro veces segi das. ¢De cuan-
tas maneras pueden ob enerse un sello \t res agi las sin importar el orden?

Ob ener en cuatro lanzamientos un sello y tres agi las, seria por ejemplo:

saaa; pero, como no importa el orden este resultado puede darse de
Saaa
4!
PR =2 —4 maneras |
3!1! aasa

3,1
aaas




Si pensamos en la variab e aleatoria “ntn ero de sellos” por ejemplo, la
pregnt a: ¢de cuantas maneras puede darse el resultado un sello y tres agi -
las?, puede camb arse a: ¢en cuéles de cuatro lug res disponib es puede
colocarse un sello?

Saaa
minluln
[,C,L,L,

172

j Se elig un lug r de cuatro disponib es,
para colocar un sello.

Siseelig L, el resultado supuesto es: saaa

L, es ocupado por s.

Sise elig L, el resultado supuesto es: asaa

L, es ocupado por s.
Sise elig L, el resultado supuesto es: aasa

L, es ocupado por s.
Siseelig L, el resultado supuesto es: aaas

L, es ocupado por s.

Pero, eleg r un lug r de cuatro sin importar el orden, es una comb nacion de
cuatro elementos tomado uno a la vez.

41
4C1 - ﬁ =4
Puede ob ervarse la sigi ente egi valencia:

41
PR;lz 4C1 :WZZ‘-

Consideremos el mismo ege rimento y la misma variab e aleatoria, pero
abr ala pregnt aes: ¢de cuantas maneras se pueden ob ener dos sellos?

Ob ener en cuatro lanzamientos dos sellos, y, por consigi ente dos aguilas,
seria por ejemplo: ssaa; pero, como no importa el orden este resultado pue-

de darse de
aass

41 asas
—— =6 maneras assa
sasa

ssa

PR;, =




Abr a, si pensamos en cuatro lug res, de los cuales tomaremos dos para
colocar en cada uno un sello tenemos:

SS aa
OO0 O
L,L,L,L,

Se elig n dos lug res de cuatro disponi-
b es, para colocar dos sellos

Siseelig nL, L, el resultado supuesto es: Sjaa

L, L,, son ocupados por un s
] ) cada uno.
Siseelig nL, L, el resultado supuesto es: sasa

L, L, son ocupados por un s
cada uno.

Siseelig nL, L, el resultado supuesto es: saas
L, L,, son ocupados por un s
cada uno.
Si se elig n L,L, el resultado supuesto es: assa

L,L, son ocupados por un's
cada uno.

Sise elig n L,L,, el resultado supuesto es: asas
L,L,, son ocupados por un's
cada uno.
Siseelig nL,L, el resultado supuesto es: assa

L,L,, son ocupados por un's
cada uno.

Pero, eleg r dos lug res de cuatro sin importar el orden, es una comb nacién
de cuatro elementos tomado dos a la vez.

41

=g
Puede ob ervarse la sigi ente eqi valencia:

41

:—:6
212!

PR;,Z = 4C2




En g neral, si m op etos estan divididos en una clase m, yuna segnda
clase m,, conm = m_+ m,, se cumple ge :

PR" = C = m_=
Ejercicia Q

m2 1 2
mlm m m m m mll m2|
1. Tienes cuatro monedas de un peso. ¢De cuantas formas puedes colocarlos sin importar
el orden si siempre se ven las dos agi las y los dos sellos? En otras palab as, ¢de cuantas
maneras puedes escrib r?

2. ¢Cuantos ntn eros de 8 cifras puedes escrib r con 4 tres, 2 cincos, un seis yun s iete?

3 En cada caso, encuentra el nin ero de permutaciones con repeticion en cada g upo dado
de letras.

a)A,A, G EEE M. d)a, as
b AAYYYY,X X X e)a,s,s.
¢)A, L, G E, B, R,A. f)C, X, X, X, X.
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L eccin @ Distribc i6n de prob b lidad b nomial

Objetiu

. Entender los elementos clave de un ege rimento b nomial ys er capaces

de definirx, n, py q

Sab rys er capaz de calcular ya plicar prob b lidades b nomiales usando
la funcién de prob b lidad b nomial.

Calcular, describ r e interpretar la media yf a desviacion estandar de una
distribc i6n de prob b lidad b nomial.

La distribc i6n b nomial se aplica en una g an cantidad de situaciones,

como las mostradas a continuacion:

« Se va a inspeccionar un lote de ldmparas producido por cierta fab ica.
Se sab por ege riencia, ge en condiciones normales de uso, el 70%
durard 2000 br as encendidas. Queremos conocer la prob b lidad de
ge entre seis de estas lAmparas, 4 duren 2000 br as encendidas.

« ¢Esfacil aprob r por adivinacién? Parage un estudiante aprueb , deb
contestar correctamente por lo menos 6 pregnt as de 10 de opcién mb -
tiple (cada una con cuatro opciones). ¢Quétan prob beesge unalum-
no aprueb por adivinacion?

Para ge una situacion o fendmeno sea considerado b nomial, deb cumplir

las sigi entes propiedades:

1. Cada observacion se puede clasificar en una y solo una de dos catego-
rias: éxito o fracaso (ege rimento dicotémico).

2. El resultado (es decir, el ék to o fracaso) de cualgi er ob ervacion, es
independiente del resultado de cualgi er otra ob ervacion. Para que se
cumpla esta condicion, se considera ge cada ob ervacion es producto
de una poblacion infinita sin reposicion 0 de una poblacion finita con
reps icion.

3 Como consecuencia de la propiedad 2, la prob b lidad de ge una ob-
servacion sea clasificada como éxito, es constante de una observacion a
otra; por lo tanto, la probabilidad de que una observacion sea clasificada
como fracaso, tamb én es constante a lo larg de todas las ob ervacio-
nes.

Para resolver prob emas catalog dos como b nomiales, se usa una férmula
(funcién de prob b lidad), ge proporciona de manera directa las probab li-
dades. También es usual utilizar tablas elaboradas para dicho fin.

Sin emb rg, para ge puedas entender lo ge h y detrds de esa funcion
b nomial, deb s estudiar detenidamente la sigi ente actividad.

211




Actividad ®=

Qué hacer

Estudia detenidamente los sigi entes ejemplos:

1. Seael ege rimento ge consiste en lanzar un dado b lanceado tres veces. ¢Cual es la
prob b lidad de ob ener ex ctamente dos unos?

Solucion

Cuando estudiaste los eg erimentos dicotomicos, aprendiste a tratar este tipo de ex-

perimentos. Estamos frente a un ege rimento compuesto de tres etapas. Puesto ge
nos interesa ge caig uno, en cada etapa las opciones son:

n—>1
B B B B BH—1

Verifica que el arbol de probabilidades es el

sigi ente:

=
~
(¢}

1/6
1

b

=

N

|

56 915 9 TS

(BN
o

1/6

=1

En cada lanzamiento (etapa), tenemos ge :
P(éxito) = P(ob ener uno) = 1 6
P(fracaso) = P(no ob ener uno) = 6 6

La prob b lidad de ob ener dos unos es favorecido por:

{111,111, 111}

Entonces,
P(obtener 2 unos) = P(111 ) + P(111) + P(111)
= (UB)(WE)(S/6) + (1/6)(5/6)(1/E) + (SIE)(LE)(LIE)

~"

=3xP(112)

Es decir, la prob b lidad de este ege rimento b nomial, es un mli tipo de
la prob b lidad de un resultado ge llamaremos resultd B ico En este
ejemplo el resultado B sico es: 111 .

La pregnt a q e nos falta contestar es: ¢cémo surg ese ml tiplo?

El mb tipo 3s urg del sigi ente b ch:
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Actividad (Cont)

Elarreb 0 111 se puede ordenar de tres maneras distintas:

111
111 \ Pero, estas tres maneras distintas, son las permutaciones de

111 tres op etos (111 ) con dos idénticos (11).
s 3
PR;, = ﬁ =3

Entonces: P(dos unos en tres lanzamientos) =

- |
=PR§1XP(111)=ix(1](lj Sloz, 2 -1
’ 211" {\6)\6/\6 216 216
Oben:

P(dos unos en tres lanzamientos) =
- I
:3C2xp(lll)zix(ij(ij(ﬁ]zgxizﬁ
211! \6)\6)\ 6 216 216

2. Sea el ege rimento ge consiste en lanzar un dado cinco veces. ¢Cuél es la prob b lidad de
ob ener ex ctamente dos unos?

Solucion

Ob ener dos unos en cinco intentos, tiene como resultado b sico: 111 1 1

La prob b lidad del resultado b sico es: P(111 1 1) = (1/% (1/% (5/B (5/p (5/p =5%6°

Pero, como no importa el orden en ge aparezcan los unos, deb mos multiplicar esta pro-
b b lidad por el ntn ero de permutaciones de 5 op etos con un g upo de 2 repetidos (11) y

otrode¥ 111).
Entonces:
P(2 unos en 5 lanzamientos) =

— PR, x P(LLII) = %x(%) (%J (gj (gj@j :le%

Recuerda ge el factor 10 ge multiplica la prob b lidad del resultado b sico, puede tam-
b én verse como una comb nacion de 5 op etos tomados 2 a la vez.

P(2 unos en 5 lanzamientos) =

— 51 (1\(1)(5)5)5 5
-scorpa = S 2N E N E e
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Actividad

Vuelve a considerar el ege rimento ge consiste en lanzar un dado cinco veces.

a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “ob ener
exactamente dos unos.
b Determina la prob b lidad de ob ener ea ctamente tres cincos.

OBTENCION DE LA FUNCION DE PROBABILIDAD BINOMIAL
(MODELO MATEMATICO)

A continuacion desarrollaremos el modelo matematico de una distribc i6n
b nomial. El modelo estd b sado en las sigi entes consideraciones:

* En los prob emas de prob b lidad b nomial, estamos interesados en la
prob b lidad de ob ener “x éxitos en n intentos”.

En otras palab as: “x éxito y
n - x fracasos en n intentos”

n intentos (muestra de tama@ n)

r N\
L — | 1
X exitos n - x fracasos

* Hay un nimero fijo de intentos (etapas o repeticiones) del experimento,
\ a prob b lidad de ék to es la misma para cada intento.

« Llamaremos palaprob blidaddeunéktoyq=1-plaprob b lidad
de un fracaso.

« Laprob blidad de ob ener x éxitos y n - x fracasos en al§  orden es-
pecifico (resultéh ico) es:
P(ob ener x éxitosen  _ « (1- p)nfx
un orden especifico)

 Para considerar todas las posib es maneras en ge puede darse el resul-
tado B sico, multip icamos la p obb lidad de éste, pr un factor, ge
indica el ntn ero de maneras en ge se puede ordenar dich resultado
b sico.

» Lamaneraenge se pueden colocar sin importar el orden, un resultado
ge enn intentos tiene x ék tos y n - x fracasos, es:

ee e ffff PR" - n!
MT.._JM_..__/ X,n—-x | |
X€eKtos n - xfracasos X'(n_x)'
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Ejemplo

Esto [ timo, eqgi vale a la manera en ge se pueden tomar x lug res de n
disponib es; ésto, representa una comb nacion de n op etos tomados x a la
vez:
n!
an =
x!I(n—x)!

» Por tanto, la prob b lidad de ob ener x ék tos en n intentos indepen-
dientes es:

n X n—x X n—x n! X
P(X)=PR}, ,p*(1-p)" " =,Cop*(1-p)" =———+p*(1-p)

Seg encuesta realizada por el Sindicato Nacional de Trab jadores de la
Educacién (SNTE), 1/3 de los estudiantes de nivel secundaria, se sienten
insegr os dentro de su escuela. Si eleg mos al azar a 5 estudiantes de se-
cundaria, determina la prob b lidad ge entre los 5, sientan insegr idad:
a) 0 b1l c)2 d)3 e )4 f)5

Solucidn

Descripcit del ep erimento el ege rimento consiste en 5 intentos o re-
peticiones independientes; por tanto, n = 5. Si llamamos éxito al resultado
“siente inseguridad”, entonces, la prob b lidad de €k to para cada intento
ge consiste en pregnt ar a un estudiante sob e su sentimiento de insegr i-
dad es, p= 14 3,y se considera siempre la misma. La prob b lidad de ge
nosesientainsegr idades:¢ * p 03 23

Solucion delincisoa):n=5x =0n- x=5

| 0 5
p(o):ﬁr-(% (EJ :1.1.( 32 jzizo.m?
or51(3) (3 243) " 243

Por tanto, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria,
eleg dos al azar, ninguno sienta insegr idad es 0.137

Solucion delincisop :n=5x = In- x=4

| 1 4
P(L) = &(1) (3) :5.3.(16]2220.3292
al3)\3) T3\ 81) " 243

Asi, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria, eleg dos
al azar, ex ctamente uno sienta insegr idad es 0.392
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Ejemplo
(Cont.)

Solucion delincisoc):n=5x =2n- x=3
| 2 3
P(2) = _& 1Y (2 :10(£j(£j :ﬂ =0.3292
213113/ \ 3 9)\27) 243

Asi, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria, eleg dos
al azar, ea ctamente dos sientan insegr idad es 0.392

Solucién delincisod): n=5x =3n- x=2
| 3 2
- £ 1] (2 -20( L )(2)- 22 00
312113) \ 3 27 )\9) 243

Por tanto, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria,
eleg dos al azar, ea ctamente tres sientan insegr idad es 0.186

Soluciéon del incisoe):n=5x =4n- x=1

I 4 1
(e = (1) (2] Zs(L)(2)-22 _p0u12
41113 ) \ 3 81)\3) 243
Por tanto, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria,
eleg dos al azar, ea ctamente cuatro sientan insegr idad es 0.0412

Solucién del incisof):n=5x =5bn- x=0

P(5) = _&(EJ (gj = 1(ij(l) _ 1 0.0041
SI0N3) \ 3 243 243

Por tanto, la prob b lidad de ge entre cinco estudiantes de secundaria,
eleg dos al azar, ea ctamente cinco sientan insegr idad es 0.0041

Puesto ge B mos calculado las prob b lidades para cada uno de los valo-
res posib es de la variab e aleatoria, asab r: x=0, 1, 2, 3 4, 5, podemos
trazar el histograma de la distribucion. Observa la figura y contesta: ;qué
forma tiene el histog ama?_

p
80/243
70/243 |
50/243 |

6/ 243 ]
10/243 r

0 1 234 5
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Actividad

Considera los sigi entes ege rimentos y a variab e aleatoria indicada:
1) Tres lanzamientos de un dado b lanceado. Determina la prob b lidad ge entre los 3 lanza-
mientos aparezcan 0, 1, 2 6 37e ces la cara con tres puntos. Traza el h stog ama.
a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “ob e-
ner exactamente dos unos.
b Determina la prob b lidad de ob ener ex ctamente tres cincos.
2) Cuatro lanzamientos de una moneda b lanceada. Determina la prob b lidad ge entre los 4
lanzamientos aparezcan 0, 1, 2, 3 4 ve ces la cara con agi la. Traza el h stog ama.
a) Verifica mediante un arbol de probabilidades el resultado obtenido para el suceso “obtener
exactamente dos unos.
b Determina la prob b lidad de ob ener ea ctamente tres cincos.

FORMA DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL.

Los resultados de la actividad (4.3 ¢), te permiten confirmar la siguiente
afirmacion: una distribucidon binomial puede ser simétrica o sesgada. Siem-
prege pseaiga |a0.5, ladistribc i6n b nomial sera simétricas. Sin em-
b rg, ¢ uando p sea diferente de cero, la distribc i6n sera sesg da.

p . . b Ege rimento ge consiste
Ege r!mento que consiste 616 ’ —1 en lanzar 4 veces una mo-
80/243 | en eleg r 5 estudiantes e 5/16 nedayob ervar cuantas
i investig r cuantos sienten 1 caras muestran &g ila.
70/243 insegr idad en su escuela. 416 -
50/243 | B16
6/ 243 2116
10/243 1 r 1/16 ] |_
0 1 2 34 5 P
X: ntn ero de estudiantes ge  se sienten 0 1 2 34
inseguros. X: ntn ero de aguilas.
DlStrlb Cién b nomial con p: ﬂ. 3 (SeS— Distribc |én b nomial con p: 12
g daa la derech ) (Simétrica)

LA MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL

Recuerda ge la media y la desviacion estdndar, ayda n a describ r una distri-
bc ion. A continuacién estab eceremos las formulas para calcular la media y la
desviacion estandar de una distribc i6n b nomial. Para ge cuentes con un apoy
para el entendimiento de dich s férmulas, utilizaremos el sigi ente ege rimento:
Un matrimonio desea procrear cuatro h jos. Asumiendo ge ek ste la misma pro-
b b lidad de ge nazcani onié en cadanacimiento, realiza lo indicado para la
variab e aleatoria “ntn ero de nifios”:

a) Construy la distribc i6n de prob b lidad

b Calcula la media yde sviacion estandar.
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Descripcia del ep erimento el ege rimento consiste en 4 intentos o re-
peticiones independientes; por tanto, n = 4. Si llamamos ék to al resultado
“nace nid ", entonces, la prob b lidad de ék to para cada intento ge con-
siste en verificar el sexo de cada bebé es, p= 1 2 y se considera siempre
la misma. La prob b lidad de ge noseanidie s:

G I pF T LZ 12

Prob b lidad de tener:

Onids : P(0) :-&[1 O(ETZM{ 1]:i
o4l 2) \ 2 16) 16
1 nid: p(l):&(ij 1)3 :4.@ 1}1
w2\ 2 2 )\8) 16
2 nidis : P(2) =4é”_(1 (Ej _ (1) l]zi
121 2) |2 4 16
i bs : P(3) :_&(1)3 (ET =4.(1]
3 2) |\ 2 8

4 nibs : P(4) :21%(%)4 [%JO :1-(116j(1):

Distribc i6n de prob b lidad:
X P x)

616
4/16
616
4/16
1/16

A wWNPF O

Chculd e m edia
1 =E(X) =2x-p(X)

:Ox(ij+1x(ij+2x(£)+3x(i)+4x(i)
16 16 16 16 16
=2

Con b se en este resultado, b remos las sigi entes ob ervaciones:

« Elege rimento consiste en cuatro etapas: n = 4.

« Laprob blidad de ék to en cada etapa es: p= 1/2 yde fracaso es:
q=1/2.

« El valor de la media puede escrib rse:

1
:40—:no :2
H > p




En g neral, se cumple ge :

La media de una distribc i6n b nomial es
p=n-p

Calculemos abr a, la desviacion estandar de la distribc i6n anterior:

o® = (x—p) +p(x)

=(0—2)2XK%}L(LZ)ZX(%}F(Z—Z)Zx(%)+(3—2)zx(%)+(4_2)zx[%j

=4x(i)+1x(ij+Ox(£j+1x(i)+4x(ij
16 16 16 16 16
o= \/i =1

Ob ervage :

1

eoox
2)\ 2
= e poq
En g neral, este resultado siempre es valido.

La desviacién estandar de una distribc i6n b nomial es:

c=Jnpag= |/ n-pl-p

Ejercicid

1.

La prob b lidad de que una persona lea un volante q e se le entreg en la via pb icaes 0.4.
Supong mos ge el volante se entreq a tres personas, cug s decsisones de leerlo son inde-
pendientes. a) Construg la distribc i6n de prob b lidades b nomial del ntn ero de personas
ge estaran dispuestas a leer el volante. b) Calcule la media y desviacion estandar. c) Descri-
b la distribc i6n ob enida. d) ¢Cuél es la prob b lidad de ge al menos 2 personas lean el
volante?

En una caseta revision fitosanitaria, la probabilidad de que un automévil lleve frutas es de
0.01 y el ge un automovil lleve o no frutas no depende de ge cualgi er otro automovil la
lleve. ¢Cudl es la prob b lidad de ge no se encuentren frutas en una revision de 1000 auto-
moviles?

Se sabe ge si tanto la mama como el papa son zurdos, el 50% de sus h jos tamb én lo sera.
¢Cudl es la prob b ldad de ge en diez familias en las ge ambs papas son zurdos, & § al
menos un h jo zurdo?
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L eccid @ Distribc i6n de prob b lidad normal

Objetie : Entender ge una curva normal es una curva en forma de campana, con
areatotal b jolacurvaiga lal.
Entender ge la curva normal es simétrica alrededor de la media, con un
area de 0.5000 en cada lado de la media.
Entender la relacion entre la reb a empirica yf a curva normal.
Entender ys er capaz de utilizar la tab a de areas de distribc i6n normal
estandar.
Calcular probabilidades para intervalos definidos en la distribucion.
Determinar valores z para intervalos correspondientes en la distribc ion
normal estandar.
Aplicar la distribc i6n normal en situaciones diversas.

Actividad @ d

Qué hacer

En tu curso de estadistica estudiaste el concepto curva de frecuencia. Puesto ge este con-
cepto es importante para el tema ge nos ocupa, a continuacion deb ras estudiar con much
atencion la forma en ge se g nera una curva de frecuencias.

« Consideremos los sigi entes datos:
Se hanot ado el p so en kilogramos de @ studiantes de una escuela.
41 46 46 46 51 51 52 54 54
57 58 58 58 59 6 ) ) )
6 6 ) ) 6 ) ) ) 8
8 8 8 8 72 72 73 74 75
75 78 78 80

+ Siag upamos los datos de 10en 10 g ob enemos la sigi ente distribc i6n de frecuencias
con su h stog ama ypol igno de frecuencias asociado.

0.4
Intervalos f fr
[41,51) 4 0.100 0.3
[51,6) 11 0.275
[6,71) 16 | 0400 02
[71,81) 9 | 0225 01
Total 40 1.000




Actividad d (cont)

« Si ag upamos los datos de 5 en 5§ ob enemos la sigi ente distribc i6n de frecuencias
con su h stog ama ypol igno de frecuencias asociado.

Intervalos f fr

[41,4B 1 0.025

[4651) 3 0.075

[51,5B 5 0.125

[565) g L 0.25
[6,% 7 0.175 0.20
[1) 9 0.225 0.15
[71,7p 6 0.150 8ég
[7681) 3 0.075 '
Total 40 1.000

+ Sise h ce el mismo estudio para todos los individuos de un pais y ag upamos los datos
aprok mados por los decig amos y centig amos ob enemos un poligno de frecuencias
ge seaprok maaunacurvage sellamacurd ef recuencia .

Como § lo hemos mencionado, las curvas de frecuencias méas comunes son la simétrica
(normal) y las sesg das (a laderech oalaizqi erda). La curva de frecuencia anterior es una
curva de frecuencias normal, acampanada o gaussiana. En las paginas siguientes, estudiaremos
los aspectos b sicos de esta curva.




INTRODUCCION A LAS DISTRIBUCIONES CONTINUAS

Al representar una distribc i6n de prob b lidad discreta mediante un h stog ama,
la prob b lidad de un valor cualgi era de la variab e aleatoria, viene dado por la
altura del rectangl o correspondiente.

Por ejemplo, sea el hstog ama adjun-

to ge corresponde al ege rimento ge p
consiste en lanzar 4 veces unamoneday 616 —
ob ervar cuantas caras muestran agi la. /16
La prob b lidad de x = 2 puede ob er-
varse ge es 616 Sin emb rg, si con-
sideramos ge la base del rectangl o es 816
unaunidad, laprob b lidad tamb én pue-  2/16
de leerse como el area del rectangl o:en 1,16 -
el ejemplo seria un rectangl o cug b se i |_

tiene por limites 2.5 y& 0 1 2 3 4'

4/16 1

X: nfh ero de &guilas.
P(B = area del rectangulo g

=bs epr altura p
— 1 1 616 A ——

Ix—=—
16 16 5/16
4/16
B16 616
2/16
1/16

1
Al trab jar con prob b lidades relacionadas con variab es aleatorias continuas, el
lug r de los h stog amas lo ocupan las curvas continuas. En este caso, las prob b -
lidades tamb én se representan por medio de areas, pero no de areas de rectang -
los, sino de areas b jo curvas continuas.

En la figura, la probabilidad de que la variable tome un valor de 2.5 a 3.5, por
ejemplo, viene dada por el area de la zona coloreada ge se h § deb jo de la
curva. Aprender a calcular estas prob b lidades, es uno de los op etivos inmediatos
en este curso.




LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL

Ek ste una cantidad muy diversa de distribc iones continuas. Sin emb r-
g, la méas importante es la Ilamada distribc i6n normal. En la actividad
(4.4 a), se analizo la variab e peso y se ob uvo un h stog ama aprok ma-
damente simétrico en forma de monticulo o de campana. Se ha verificado
ge para pob aciones g andes, la distribc i6n de la variab e aleatoria peso,
siempre es en forma de campana. Estas distribc iones se denominan nor-
males, acampnadas 0 gaussianas. Son much s las variab es cug compor-
tamiento presenta esta forma; por ejemplo, estaturas, pesos, calificaciones,
entre much s otras.

Curva normal, acampana-
da o g ussiana

La funcion de prob b lidad (formula matematica) de esta curva es:

Y.
£(x) = ng_ e_;(f’#j

2z Para —o0 < X < oo, donde ees el ni ero irra-

cional 2.71828...
Para valores fijos de ¢ y o, nos queda una egr esion en funcion de x. Al
asiga r valores a x, podemos calcular los valores respectivos de la funcion.
Al graficar los pares coordenados, obtenemos la curva ya mecionada en
forma de campana, simétrica con respecto a una recta vertical ge pasa por
su centro (media) y que se extiende indefinidamente en ambas direcciones.

Una caracteristica importante de estas curvas normales, es ge para cada par
de valores 1 y o, b yna ¥ olo unadistribc i6n normal.

n=2 o0=1
n=2 o=1

p=95, o0=1

n=2,6=2

2 -1 0 1 2 3 4 5 67 8

Dos curvas normales con me- Dos curvas normales con me-
diasiga les pero desviaciones dias distintas pero desviaciones
estandar diferentes. estandar iga les.




REGLA EMPIRICA

Una tarea clave ge deb mos h cer con las distribc iones normales, es calcu-
lar las areasge se & llan b jo sus curvas. Para este propdsito, deb mos tener
en cuenta algna s propiedades. Una de estas propiedades es lasigi ente: Las
curvas normales, tienen la misma proporcion de area limitada por la curva y
sem entos verticales ub cados a un mismo nin ero de desviaciones estandar.

pn=2 o0=1 W=2 6=2

| i —> —1lo +1lo
N lo u /! \u

La denominada re a emp rica estab ece estas proprociones para las si-
gi entes reg ones:

Para cualgi er distribc i6n normal:

» elareaentre 4 - o y u + oesaprok madamente el 8% del area total.
* elareaentre 4 -20 y u + 2o es aprok madamente el 95% del area

total.
» eléareaentre 4 -30 y u + 3o esaprok madamente el 99.7% del area

total.

A

u-30c yu-20cu-o Y2 U+ro u+2c u+3c

>
>

Tedricamente, las colas de la curva nunca tocan el eje de las ab cisas, sino
que se extienden infinitamente en ambas direcciones.




Actividad @.4) b

Con b se en la rely a empirica, contesta:

a. ¢Qué proporcion de una distribc i6n normal es magr ge la media?

b ¢Qué proporcion de una distribc ién normal estd a menos de una desviacion estan-
dar de la media?

c. ¢Quéproporciénes magr ge unvalorge estaaunadesviacion estandar porab jo
de la media?

La reb a empirica es una b rramienta q e resulta t1il Qi camente en age -
llos casos en ge se reqi eran encontrar prob b lidades asociadas sélo con
mU tipos de nth eros enteros de la desviacion estandar (a menos de una, dos
0 tres desviaciones estandar de la media). En consecuencia, nuestra prok ma
tarea es calcular las areas ge se h llan b jo sus curvas para cualesgi er
nm ero (entero o decimal) de desviaciones estandar.

Hallar areas b jo curvas a partir de su formula matematica, corresponde
a la rama de la matematica denominada célculo integral, por lo ge no es
materia de estudio en este curso. En la practica estadistica dich s areas se
ob ienen a partir de tab as. Abr a b en, puesto ge para cada par de valores
de # y o,k baunacurva normal, ek sten much s distribc iones norma-
les, y tendriamos que elaborar infinidad de tablas. Sin embargo, esto ultimo
no serd necesario; lo @i co ge necesitamos es tabl ar estas areas para la
distribc i6n normal con i =0 y o =1. Este hech, descansa en dos con-
ceptos: pnt uacién o valores z y distribc i6n normal estandar.

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

La distribc i6n normal estandar, es age lla distribc i6n con
u=0yo =1

VALOR O PUNTUACION Z

Para comprender el significado del valor z, estudia atentamente las sigi en-
tes cuestiones:

1. Larebaempirica nos proporciona areas comprendidas entre la curva 'y
dos sem entos determinados por un nth ero de desviaciones estandar
antes y después de la media. Ese ntn ero de desviaciones se llama valor
z.E ntonces, cada valor x pe de escrib rse como: x= u + zo
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Asi pues, la reb a empirica tamb én puede plantearse como:
« elareaentrez=-1z =1\ acurva, esde 8% .

« elareaentrez=-2z = 2\ acurva, es de 98%.

« elareaentrez=-3z = 3y acurva, es de 99.7%.

1

| |
u-30 pu-20u-lo
S A

2=-3 z=-2 z=-1

En el caso de una distribc i6n normal estandar, puestoge u = 0y o=
1, laegr esién x= u + zo, Se convierte en:

x=0+271)=z

Por esta razdn, a la distribc i6n normal estandar tamb én se le conoce como
la distribc i6n normal de la variab e z. A continuacién se prsenta la tab a
denominada: Area de la distribc i6n normal estandar.

Los valores de esta tab a son las prob b lidades de ge una variab e aleato-
ria ge tiene la distribc i6n normal estandar, tome un valor entre 0 y z; la
probabilidad esta representada por el area coloreada bajo la curva de la figu-
rasigi ente. Las areas para valores neg tivos de z se ob ienen por simetria.

y

O




TABLAI:
Area de la distribc i6n normal estandar

000 001 002 003 004 005 006 0.07 0.08 0.09

0.0
0.1
0.2
0.3(

0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.016 0.0199 0.028 0.0279 0.039 0.039
0.088 0.048 0.0478 0.0517 0.0557 0.05960.080.085 0.0714 0.0753
0.07930.082 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.10260.106 0.1 103 0.1141
1179 0.1217 0.1255 0.12930 .13 0.18 0.1406 0.14430.1480 0.1517
0.1554 0.1591 0.188 0.16 0.1700 0.1780.1772 0.1808 0.1844 0.1879

0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.21230.2157 0.2190 0.2224
2257 0.2291 0.224 0.237 0.289 0.2422 0.2454 0.24860.2517 0.2549
0.2580 0.26 1 0.262 0.2830.2704 0.278 0.276 0.2794 0.2823 0.2852
0.2881 0.2910 0.299 0.298 0.2995 0.8230.851 0.878 0.306 0.33

0.359 0.3860.212 0.38 0.26 0.389 0.35 0.30 0.8 0.89

0.3130.38 0.36 0.8385 0.308 0.83 0.354 0.377 0.899 0.B1

0.830.8 0.860.308 0.329 0.249 0.370 0.390 0.810 0.88

0.849 0.88 0.888 0.807 0.825 0.844 0.98 0.880 0.897 0.4015

403 0.4049 0.406 0.4082 0.4099 0.41 15 0.413 0.4147 0.416 2 0.4177
0.4192 0.4207 0.4222 0.4280.4251 0.426 0.4279 0.4292 0.486 0.439

0.43 0.485 0.437 0.430 0.482 0.484 0.44060.4418 0.4429 0.4441
4452 0.4480.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.458 0.4545
0.4554 0.456 0.45730.4582 0.4591 0.4599 0.468 0.4660.485 0.48
0.481 0.489 0.466 0.46 0.4B1 0.488 0.4860.483 0.489 0.4706
0.47130.4719 0.47260.473 0.478 0.4744 0.4750 0.47560.476 0.478

0.4772 0.4778 0.47830.4788 0.47930.4798 0.48030.4808 0.4812 0.4817
0.4821 0.48260.488 0.488 0.488 0.4842 0.48460.4850 0.4854 0.4857
0.486 0.486 0.488 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
4893 0.48960.4898 0.4901 0.4904 0.49060.4909 0.491 1 0.49130.4916
0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4983 0.493 0.498 0.498

0.498 0.4940 0.4941 0.49430.4945 0.49460.4948 0.4949 0.4951 0.4952
4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.496 0.496 0.498 0.4980.496

0.496 0.4960.49% 0.496 0.498 0.4970 0.4971 0.4972 0.49730.4974
0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
0.4981 0.4982 0.4982 0.49830.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.49860.4986

4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
4990 0.4991 0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.49930.4993
4993 0.4993 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995
4995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997

4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998

4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998
4998 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999
4999

0.49997

0.499997

0.4999997




CALCULO DE PROBABILIDADES UTILIZANDO LA CURVA NORMAL ESTANDAR

Ejemplo 1

La tab a de areas b jo la curva normal estandar, se utiliza para calcular
areas b jo cualgi er curva normal. Este célculo se b sa en las sigi entes
consideraciones:

1. Es importante entender ge en el célculo de areas b jo la curva, no se
trab ja con valores X, sino con valores z; el acceso a la tab a es con va-
lores z.

2. Debdo age latab a estandar utiliza valores z, deb mos convertir los
valores x en valores z. Esto se llama estandarizar los valores x. La estan-
darizacion se h ce aplicando la formula:

X=u+zo

Despejando z:

El 4rea b jo toda la curva normal es iga | al.

La media divide el area a la mitad, 0.5 a cada lado.

Para valores neg tivos de z, el area se determina por simetria.

En la tab a | se enumeran todas las posib es areas en los intervalos ge
empiezan en la media (localizada en z =0.0000) y terminan en un valor
especifico de z.

7. Las prob b lidades (areas) de otros intervalos se encuentran usando los
elementos de la tab a y aplicando operaciones de sumay resta, seg las
propiedades de la curva normal.

o0 A W

Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entrez=0y z = 1.43

Solucion

>

+ ’ |
T T T T I | T
z=0 1z=143
Este es un caso de respuesta directa. El valor de z se localiza en el marg n
de la tab a, con las unidades y el dig to de los décimos escritos en el lado
izgi erdoy lacifra de los centécimos escritaa lo larg del marg n superior.




Ejemplo 1
(Cont.)

Paraz = 1.43 se localizan el renf 6n
identificado como 1.4 y la columna
identificada como 0.03; en su inter-
seccion se encuentra 0.428 Este
valor representa la medida del area o
prob b lidad para el intervalo
z=0.000az=1.43

z (0.00 0..01 0.02]0.03 ..

14 0.428..

Por tanto, P(G< z<® =@

Actividad C

Encuentra el rea b jo la curva normal estdndar entrez=0y z = 2.2.
Encuentra el rea b jo la curva normal estandar entrez=0y z=1.83
Encuentra el rea b jo la curva normal estandar entrez=0y z = 0.43
Encuentra el rea b jo la curva normal estdndar entrez=0y z = 318.
¢Cudl es el valor z correspondiente a un area de 0.4787?

o0 o

Ejemplo 2 | Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la derech de z = 1.40.

Solucidén

A

720 z=140

Latab a no proporciona directamente el area pedida.El area dada por la tab a,
eslage vadez=0.00az=140.

3

z=0 Iz:|1.40|

Para determinar el area a la derech de z=1.42 tomamos en cuentage “toda
el area a la derech de la media es igual a B




Entonces, para encontrar el area pedida,
se resta 0.4192 de 0.5000.

Pz>® =0.5000-0.4192 = 0.0808 0.5000

Area pedida

Actividad @.4)d

a. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la derech de z =2.3.
b Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la dereca de z = 0.40.
c. Encuentrael area b jo la curva normal estandar a la derech de z=0.08.
d. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la derech de z = 20.

Ejemplo 3| Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izqi erda de z = 1.40.

Solucion
ﬂ\ L 5
T I 1 T T |

T
2=1.40

Ya sab mos ge latab a proporciona el area de z=0.00 a z = 1.40.

f
z=1.40

Para determinar el area a la izgi erda de z = 1.40 tomamos en cuenta ge
“toda el area a la izqgi erda de la media es iga |a 0.5000".

Entonces, para encontrar el area pedida, se suma 0.4192 de 0.5000.
Por tanto, Pz<®  =0.5000 + 0.4192 = 0.9192.




Actividad e

a. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izgi erda de z = 2.3.
b Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar a la izqi erda de z = 0.40.
c. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izgi erda de z = 0.08.
d. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izqgi erda de z = 20.

Ejemplo 4 | Encuentra el area bajo la curva normal estandar entrez=0y z =-2.43

Solucion

2=-243 120

Deb do a la simetria, la determinacion de las prob b lidades asociadas con
valores por ab jo (alaizqg ierda) de la media, el area entre la media y un valor
neg tivo de z, es ea ctamente la misma ge el area entre la media y el mismo
valor de z pero positivo.

Areage se pide Area proporcionada
por latab a
Por simetria /
04821 ————

2=-243 720

7=-243 7=243
Por tanto, P(-& z<) =8 iguales por simetria

Actividad f

a. Encuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=0y z =-2.43
bE ncuentra el rea b jo la curva normal estandar entre z=0y z = -0.40.
c. Encuentra el area b jo la curva normal estandar entre z =0y z =-0.08.
d. Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entrez=0y z =-20




Ejemplo5 | Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izgi erda de z=-1.25.

Solucion /

Z = —1 25
En estos casos, deb mos tener en cuenta ge la tab a proporciona el area de
z=0az=18 ,lacualserdiga | porsimetriaal areage vade

=0az=-38

Z——l 25

%i

z——125 z—125

Areage se pide

Areage se pide =0.5000 - 0.844 = 0.1056

M Por tanto, P(z< - B =0 6

z—fl 25

Actividad 0

a. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izqi erda de z =-2.43

bE ncuentra el area b jo la curva normal estandar a la izqi erda de z = -0.40.
c. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izqi erda de z =-0.08.

d. Encuentra el area b jo la curva normal estandar a la izgi erda de z = -20




Ejemplo 6 Encuentra el area bajo la curva normal estandar entre z=-1.38 y z = 2.10

/B,M{:i se pide
. | L

7=1.38 7=210

Solucion

Areas proporcionadas por la tab a:

M 0.418 0.4

7=22.10 72138 7=1.38

418 | 0.4821 Area pedida = 0.418 + 0.4821 = 0.8983

»

7=138 72210

Por tanto, P(-& z<p =8

Actividad é.4) h

a. Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entre z =-1.2¢/ z =2.15.
bE ncuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=-2.00y z = 1.8
c. Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entre z =-1.47 y z = 1.05.
d. Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entrez=-20y z =230




Ejemplo 7 | Encuentra el &rea b jo la curva normal estandar entre z=0.85y z =1.95
Solucion

Areage se pide

=085 =195 T 7085 121095

l Areas proporcionadas por la tab a

0.3023

I
—

»
T >

7=0 z=085 7=085 7=195

Area que se pide = 0.4744 — 0..3023 = 0.1721

=085 z=195

Por tanto, P(OB z<¥® =0

Actividad i

a. Encuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=1.2¢/ z=2.15.
bE ncuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=1.8y z=2.00
c. Encuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=1.05y z = 1.47.
d. Encuentra el area b jo la curva normal estandar entre z=0.89y z = 20




APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION NORMAL
Una vez dominada la capacidad de calcular &reas b jo curva normal estandar,
estamos en posib lidades de aplicar esta metodolog a a todas las distribc iones
normales. La clave esta en entender tres cuestiones:

1.

3

Ejemplo 1

La informacion asociada con una distribucion estara en términos de valores x
o prob b lidades.
Para usar la tab a de areas de una distribc i6n normal estandar, deb mos usar
valores estandarizados z. En otras palab as, para poder utilizar la tab a ge
contiene las respuestage se bs ca, deb mos transformar la informacion dada
(valores x), en valores z.
El valor estandarizado, z, se calcula mediante la formula:

X—u

O

La estatura media de 180 estudiantes de preparatoria es de 18 cm vy la
desviacidn estandar de 10 cm. si las estaturas se distribug n normalmente, a)
Calcula la prob b lidad de ge un alumno eleg do al azar mida méas de 175
cm. b ¢Cuéntos alumnos se puede esperar ge midan mas de 175 cm?

=

Solucion

H=|||||||||||||||||||||||||||||||||===X

n=18

Sea X la estatura.

a) Se desea determinar la prob b lidad de que un estudiante teng una esta-
turamagr ge 175cm.

Para ob ener esta prob b lidad de-
b mos encontrar el area coloreada
en la figura.

Abr a, para poder utilizar la tab a
de areas de la distribc i6n normal

estandar, deb mos estandarizar el | , . | >z
valor de x = 175. 3 2 1 0 41 +2 +3

175 en unidades estandar:

,_X-H _175-168
o 10
Recuerda ge en este caso, primero determinamos la prob b lidad de que la

estatura se encuentre enre z=0y z = 0.7, y ensegi da restamos este valor a
0.5

0.7

3




A Do - H&o\
X 3I, -2I ]I_ 0 ; I > Z :!» -2I i 0 +I1 +I2 +é| > Z

p=168 x=175 oo 07
| | ] | | ] I y4 Z=V.

-3 -2 1 d 1 42 43

Entonces, la prob b lidad de ge un estudiante eleg do al azar teng una

estatura magr ge 175 cm es de 0.500 - 0.258 = 0.242.

b ¢Cuantos alumnos se puede esperar ge  midan mas de 175 cm? Puesto
ge son 180 estudiantes se espera ge (180) (0.242) = 34.6 06 35
estudiantes midan mas de 175 cm.

Actividad j

Con referencia al ejemplo 1 ob ener la prob b lidad de ge la estatura del estudiante eleg do
se encuentre:

a) entre 150 cm yi70 ¢ m.

b seamenorge 16c¢ m.

c) seamagr ge 180.

Ejemplo 2 | Un estudiante de preparatoria entra a la escuela a las 7:00 am y & ce un pro-
medio de 15 minutos desde ge sale de su casa b stage lleg a su escuela,
con una desviacion estandar de 4 minutos. supéng se ge la distribc i6n de
los tiempos de viaje es aprok madamente normal. Si siempre sale de su casa
alas650a. m., ¢qé porcentaje de las veces lleg ra tarde?

Soluciodn

L N L T L0 ) LY E) PP Ty T e R A e

Sea x la variab e aleatoria ge denota el tiempo (en minutos) empleado por
el estudiante, desde ge sale de su casa h sta el momento en ge entra a
su escuela.

Porlabr aenge elestudiante sale de su casa, le ge dan 10 minutos antes
de reg strar retardo. Por tanto, nuestro prob ema camb a a: “¢cuél es la
p obb lidad de ge el estudiante emp ee mas de @ minutos pr a llegar a
la escuela?’.

)]




Ejemplo 2 | Por tanto, rege rimos de la prob b lidad dada por el area coloreada en la
(Cont) figura:
X
2 34 5 678 9101 1121314 15 167 18 19 20 21 222324 25 2627 28
]z
-3 -2 -1 0 +1 +2  +3
10 en unidades estandar: Xx—pu 10-15
= = = —1.25
o
Para ob ener esta prob b lidad de-
b mos encontrar el area coloreada
en la figura.
— + 0.5000
5 6 725:9_1iI121512 13 14 15 1617 18 19 20 21 2223 24 25 26 27 28 -3 !22:712;5 'D Z:;71.25 ; B 3 2' ]' D' 1 '

Ejercicid Q

1.

Entonces, la prob b lidad de ge el estudiante lleg tarde a la escuela es de
0.844 + 0.5000 =0.8944.

Los ing esos de una pege & empresa para el prok mo afi, se consideran ge son va-
lores de una variab e aleatoria normal con media de $00,000.00 y desviacion estandar
de $0,000.00. D etermina la prob b lidad de ge :

a. Los ing esos se encuentren entre $25,000.00 y$50,000.00.

bL os ing esos ex edan a $6,000.00.

La media de los pesos de 500 estudiantes de una escuela es 75 g con una desviacion
estandar de 7.5 Suponiendo ge los pesos se distribg  n normalmente, & llar cuan-
tos estudiantes pesan (a) entre 6 \80 g( b masde 90 g

El tiempo necesario parag e unaambl anciallege aun estadio de futbl se distriby
seg una variab e normal de media 25 minutos y desviacion estandar 4 minutos. Cal-
cula la prob b lidad de ge el tiempo de lleg da esté comprendido entre 20 minutos y
B8 m inutos.




AUTOEVALUACIONI V

. ¢Quédiferencias ek sten entre la distribc i6n de prob b lidad b nomial yt a normal?

. La prob b lidad de ge una pieza de repuesto sea defectuosa es 0.3y el B ch de que
una pieza sea 0 no defectuosa es independiente de lo ge se pueda decir de cualgi er
otra pieza. & llar la prob b lidad de ge en una muestra de 5 piezas:

a) Se encuentren ex ctamente 3le fectuosas.

b Ningna defectuosa.

c) Al menos cuatro defectuosas.

Si una moneda se lanza seis veces, ¢cuél es la prob b lidad de ob ener al menos 5 agui-
las?

. Un ea men de opcién mb tiple consiste de 10 pregnt as con cuatro posib es respuestas
para cada pregnt a. Si un estudiante contesta al azar encuentra las prob b lidades de
ge :

a) Obeng ea ctamente tres respuestas correctas;

b Noobeng ningna respuesta correcta;

c) Alosumo ob eng cuatro respuestas correctas.

. En una operacion de llenado de latas, el peso de llenado estd normalmente distribi do
con una media de 21.3 onzas y una desviacion estandar de 0.50. La etige ta en la lata
anuncia ge el peso del llenado es 20 onzas. ¢Qué porcentaje de las latas contendran
menos de este peso especificado?

. En un examen final de matematicas las calificaciones estan distribuidas normalmente
con una media de B yuna  esviacion estandar 13S i se elig un estudiante ex minado,
a) ¢Cé leslaprob blidaddege & g obenidoarib de 80?
b ¢Cual eslaprob blidad dege A § obenido menos de 6?

. Lamedia de los didmetros interiores de una tuerca es 0.502 pulg dasy la desviacion es-
tandar 0.005 pulg das. El prop6sito para el ge se destinan estas tuercas permite una to-
lerancia méak ma de en el diametro de 0.496 a 0.508 pulg das, de otro modo las tuercas
se consideran defectuosas. Determinar el porcentaje de tuercas defectuosas producido
por la mégi na, suponiendo ge los didmetros se distriby  n normalmente.
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