Introduccion a las
funciones y sus graficas

unidad

Propésito de unidad
Aplicalos conocimientos basicos sobre funciones para representar situaciones de la vida

diaria y de la ciencia, desarrollando su capacidad para construir e interpretar modelos

matemadticos y para avanzar en la visualizacion de las representaciones funcionales.

Indicadores de desempeiio

Aplicala técnica de la discusion de curvas, para trazar la gréfica de ecuaciones sencillas.

Evalua funciones a partir de sus distintas representaciones.

Distingue si una relacién entre magnitudes es o no una funcién.

Determina el dominio de funciones a partir de su representacion algebraica.

Determina el dominio y rango de funciones a partir de su grafica

Determina valores de funciones a partir de representaciones algebraicas, graficas y tabulares.

Cambia de una representacion funcional a otra.

Caracteriza la razén de cambio de funciones lineales, cuadréticas y exponenciales, y las aplica para determinar sus expre-
siones algebraicas a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién lineal, a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién cuadratica, a partir de una tabla de valores.

Determina la expresion algebraica de una funcién exponencial, a partir de una tabla de valores.

Utiliza las propiedades de los logaritmos para despejar variables que son exponentes.

Utiliza la nocién de razén de cambio para interpretar el comportamiento de variables a partir de una gréfica funcional.
Realiza operaciones bésicas con funciones.

Competencias disciplinares a evaluar Atributos de competencias genéricas a evaluar
2. Fprrnula y resuelve problemas mateméticos, aplicando 53 Identificalas regularidades que subyacen a los procesos
diferentes enfoques. naturales y sociales, indagando ademas los estados de
4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con incertidumbre que generan dichos procesos.
métodos numéricos, gréficos, analiticos o variacionales, 5.6. Utiliza las tecnologias de la informacién y comunica-
mediante el lenguaje verbal, matemdtico y el uso de las cion para procesar e interpretar informacién.
tecnologfas de la informacién y la comunicacién. 8.3. Asume una actitud constructiva al intervenir en equi-
S. Analiza las relaciones entre dos o mds variables de un pos de trabajo, congruente con los conocimientos y
proceso social o natural para determinar o estimar su habilidades que posee.
comportamiento.
6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o mate-
miéticamente las magnitudes del espacio y las propieda-
des fisicas de los objetos que lo rodean.
8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con

simbolos matematicos y cientificos.
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Actividad preliminar

:Por qué es importante estudiar esta unidad?

En esta unidad, estudiards el concepto de funcién. Una situacion problematica que ilustra la importan-
cia de estudiar esta unidad es la siguiente: En los noticieros aparecen a diario en el segmento clima, las
temperaturas tanto en grados Fahrenheit como en grados Celsius (centigrados). Con esta informacién
podria construirse la siguiente tabla:

Centigrados | -50 | -40 | -30 | -20 | -10 | 0 | 10 | 20 30 | 40
Fahrenheit | -58 | -40 | -22 | -4 = 14 | 32 | S0 | 68 86 104

¢Qué relacion existe entre los grados Fahrenheit y los Celsius?

En la primera unidad de este curso, recordards y consolidards tus conocimientos acerca de las funciones.
Este conocimiento promoverd (entre otras) la competencia que tiene que ver con la interpretacién de
tablas y graficas. En la situacion descrita arriba, se ilustra la representacién tabular de una funcién. En
cursos anteriores ya has estudiado este tipo de representaciones. Reflexiona lo planteado a continuacién

y una vez estudiada la unidad, vuelve a revisarlo.

Actividad 1 e Aspecto a evaluar: subproducto
e Evidencia: Autoevaluacion

Segun la informacién de la tabla, estamos en presencia de una funcion que presenta un aumento aditi-
vo constante en los valores de salida. Si calculamos las razones de cambio, obtenemos:

40— (-58) 9 -22-(-40) 9 -4-(-22) 9

40— (=50) 5 ~30-(-40) 5 20-(-30) &

Si seguimos calculando mads razones de cambio, obtenderemos siempre el mismo resultado. Por lo
tanto, estamos en presencia de una funcion lineal, cuya ecuacion es:

y=f(x) = mx + b.
En esta ecuacion, m es el valor de la razdn de cambio, es decir, m = s
Asimismo, b representa el valor de la funcién cuando la variable independiente es cero, es decir, b = 32.
Por lo tanto, la ecuacién que relaciona a los grados Celsius y los Fahrenheit es:
9
y=f(x) = Sxt 32.

Resuelve: utilizando esta férmula, verifica que para x = 50, el valor de y es 122.
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1 . 1 Sistema de coordenadas rectangulares

Desde la escuela primaria estds familiarizado con los sistemas de coordenadas rectangulares; es mu
)
probable que hayas usado este recurso para decirle a una persona que vaya de un punto a otro. Para tal
fin, se suele decir a la persona que recorra cierta distancia en una direccidén y luego otra distancia en otra
y y

direccidn.

Por ejemplo, para dar orientaciones de manera
que se pueda ir del punto A al punto B de la cuadri-
cula de la derecha, podria decirse: camina dos cua-
dras ala derecha y tres hacia arriba.

De esta manera, se estd usando un sistema (para
identificar el punto de encuentro), que es equivalen-
te al sistema de coordenadas rectangulares. En este
caso, el punto de encuentro tendria por coordena-
das: dos cuadras a la derecha y tres cuadras hacia
arriba.

Punto de
encuentro
B

A\ Plaza +
/A I
Avenida3  Avenida4 AvenidaS  Avenida 6

Calle 5

Calle 4

Calle 3

Calle 2

Calle 1

Recuerda que, en matematicas se emplean dos rectas perpendiculares numeradas para elaborar un
método de localizacién de puntos. La recta horizontal se llama eje X o eje de las abscisas; la recta vertical
se llama eje Y o eje de las ordenadas. El punto de interseccion de las dos rectas se llama origen. Un par
de numeros llamados coordenadas indican la ubicacién de cada punto.

El punto A localizado en la figura de la derecha, estd
«2 unidades a la derecha» y «1 arriba» del origen. Se
dice que A tiene coordenadas (2, 1). El primer nimero
esla coordenada x, y el segundo la coordenada y. En ge-
neral un punto se representa con las coordenadas (x, y).
Se emplearé la notacién P(x, y) para representar al pun-
to P con las coordenadas (x, y). La primera coordenada
«x> también recibe el nombre de abscisa y la segunda
coordenada «y» se denomina ordenada.

Tal como ha sido construido, el plano cartesiano se
divide en cuatro cuadrantes numerados en sentido anti-
horario. Los signos de cada coordenada para cualquier
punto dependerd del cuadrante en donde se encuentre.

(2]
Dy

Coordena

das

del

punto A:

2a

la

derechay

14

ITi

AY
S N
uadrante uadrante
Cuadrante x (abscisa) | y (ordenada)
0 >X I + +
1II - +
Cuadrante III Cuadrante IV I
v + -
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il B e

= Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia
1 * Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas
| o Competencia o atributo a evaluar: 5.3, 6y 8 I

1 . 1 EJERCICIOS

1. Representa en un sistema de coordenadas rectangulares los puntos cuyas coordenadas se dan a con-

tinuacion:

A(3,5) B(4,3) C(-3,1) D (-4,-4) E(3,-2) F(0,-3)
G(-3,6) H(4,-3) 1(4,0) ] (4,0) K (-4,-2) L(3,-3)
M (1/2/4/3).

2. Losvértices Ay C de unrectdngulo ABCD tienen por coordenadas A (-2, 1) y C (3, -2), si se cono-
ce que sus lados son paralelos a los ejes coordenados: a) Represéntalo grificamente; b) Determina

las coordenadas de By D; c) Calcula su drea. YA
3. Enun plano coordenado, traza las rectas que pasan por l 5 l
los puntos Ay Bsi:a) A (-5,4) yB (2,-3)b) A(0,0) A 4 ®F
yB(2,-2)c)A(0,3)yB (3,0). S H %
4. Representa grificamente S puntos del conjunto de
puntos que tienen por coordenadas P(x, 3x +2). 2
S. Determina las coordenadas de los puntos que se indi- I 01
can en el plano coordenado de la derecha. A3 =2 -1 0] 1 2 3 4 5;
6. Describe el conjunto de todos los puntos P(x, y) de un De—1 G
plano que satisfaga la condicién dada: =
a)x=-2 b)y=3 c)x>0 3 o
d)y<o0 e)x=0 f)ay>0 F j
g)xy=0 h)y=-2 i)x=-3 T _g

1 . 2 Graficacion de ecuaciones sencillas

En la seccién anterior localizaste puntos con coordenadas ya conocidas de antemano; en esta seccion,
recordards como generar estos valores para trazar graficas, a partir de una ecuacién dada. Las graficas se
usan con frecuencia para ilustrar cambios en cantidades. Por ejemplo, una grafica en un periédico puede
mostrar la forma en que varia la temperatura durante un dia; un ingeniero podria usar una gréfica para
ilustrar el aumento de la resistencia de un cilindro de concreto en todo un mes.

Dos cantidades se relacionan a veces por medio de una ecuacién o férmula que contiene dos varia-
bles. Por las razones anteriores, la habilidad para trazar graficas a partir de su férmula o representacién
algebraica, es fundamental en matematicas y es una de las principales capacidades que deberas desarro-
llar en este curso. Para tal fin, es muy util el uso de herramientas tecnoldgicas. Sin embargo, previo al
uso de éstas, debes ser capaz de hacer tales gréficas utilizando herramientas basicas como lapiz y papel,
y calculadoras cientificas no programables. La clave para empezar a graficar ecuaciones, es entender la
relacion entre soluciones de una ecuacién con dos variables y los pares ordenados.
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Soluciones de ecuaciones. Si una ecuacion tiene dos variables, sus soluciones son pares ordena-
dos de nimeros. Una solucion es un par ordenado con la propiedad de que al sustituir las variables
por los nimeros se produce una proposicién verdadera.

Ejemplo
Determina si los pares ordenados (-1, =5) y (6, 8) son soluciones de la ecuacién y = 2x - 3.

Solucién (-1,-5)—> x=-1
y=-S y=2x-3
-512(-1)-3
-5|-2-3

-5 | =S cierto.

Sustituyendo —1 en vez de x y —S en vez de y, obtenemos una proposicién verdadera. Por
lo tanto, (—1, —5) es una solucién de la ecuacién dada.

(6,8) > x=6
y=8 y=2x-3
8 (2(6)-3
8112-3
8 | 9 Falso.

Sustituyendo 6 en vez de x y 8 en vez de y, obtenemos una proposicion falsa. Por lo tanto,
(6, 8) no es una solucién de la ecuacién dada.

= Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
Actividad 2 i * Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

1. Intenta lo siguiente. Determina si los pares ordenados que se indican son soluciones de las ecua- |
1

ciones correspondientes. .
a'(I) 7)7 (27 9)5)’:2x+5 b. (_1;4)) (0) 6)5}’:‘2x+5 c. (_2) 5)) (3) 9)})’=x2

2. Siel par ordenado (2, a) es solucién de y2 = Sx — 1, determina el valor de a.

Gréfica de ecuaciones: técnica de tabulacién

A través de este curso aprenderds varias técnicas de graficacion. La primera (ya estudiada en otros afios)
consiste simplemente en determinar algunas soluciones de la ecuacién y localizar en un plano coorde-
nado los puntos correspondientes. Este proceso de graficacién, lo denominaremos técnica de tabula-
cion y lo ilustraremos con un ejemplo.
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Ejemplo
Representa graficamente la ecuacién y =2x — 1

Solucion « Primero encontramos algunos pares ordenados que sean solucion. Podemos escoger
cualquier numero para el que tenga sentido reemplazar x y después determinar y. Para
ecuaciones sencillas conviene elegir valores de x alrededor del cero (positivos y negati-
vos), como por ejemplo -3, -2, -1, 0, 1,2, 3, y los presentamos en una tabla:

Sea x = 3. Entonces, y = 2(-3) - 1 = -7. Asi (-3, —7) es una solucién. x |y
Sea x = —2. Entonces, y = 2(-2) — 1 = -5. Asi (-2, -5) es una solucién. -3 |-7
Seax = —1. Entonces, y =2(—1) - 1 = -3. Asi (- 1, —3) es una solucién. -2 =5
Sea x = 0. Entonces, y = 2(0) — 1 = —1. Asi (0, —1) es una solucién. -1 =3
Seax = 1. Entonces, y =2(1) — 1 = 1. Asi (1, 1) es una solucién. 0 |-1
Sea x = 2. Entonces, y =2(2) - 1 = 3. Asi (2, 3) es una solucién. 1 1
Sea x = 3. Entonces, y = 2(3) - 1 = 5. Asi (3, S) es una solucién. 2 3
« A continuacién localizamos los pares (x, y) en un plano coordenado 313
Y\
5 L J
4
3 .
2
i
=432 -10 12 3 4 3 X
®
-1
2 Ya
"3 /!
-4

« Finalmente unimos los puntos repre-
sentados, tratando de descifrar el patrén

seguido por esos pocos puntos. En este 2
ejemplo, los puntos parecen estar en una -3

recta. —4
=5

Resumen 1. Para graficar ecuaciones en un nivel inicial, aplicamos el siguiente procedimiento:
Tabulamos algunas coordenas P(x, y), las localizamos en un plano coordenado y trazamos la gréfi-
ca uniendo los puntos siguiendo un posible patrén delineado por dichos puntos.

En la siguiente actividad, podras aplicar este procedimiento.
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- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
|
|

1
1
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 3

Utiliza cada una de las siguientes ecuaciones para construir una tabla de valores; en seguida, con- !
vierte esta tabla en un conjunto de pares ordenados (x, y), y finalmente, traza las graficas correspon- '
dientes.

a)y=3x b) y=2x-4 c) y=1/x d) y=2x2 e) y=2 f) y=0
g)y=x2 h)y=a )y=vx i),y=N(x-2) k)y=2"x,
D) ,y="V(x+2) m)y=\x +2 n)y=-3x+1 0) y=(1/2)x+2

Grafica de ecuaciones: discusion de curvas

Esta seccion la iniciaremos con la siguiente actividad:

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
|
|

1
1
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 4

. . . !
Intenta lo siguiente. Representa graficamente cada una de las siguientes ecuaciones: !
1

a. y=3-«2 b.x =32 — § (Sugerencia: selecciona algunos valores de y.)

La graficacion mediante la tabulacién de algunos puntos, suele ser muy limitado, para ecuaciones
con cierto grado de complejidad. Para avanzar en este sentido, resulta muy 1til realizarle algunos analisis
a la ecuacidn, los cuales nos facilitardn la busqueda de patrones seguidos por la grafica. Los procesos
implicados se denomina discutir la ecuacién. Dicho anélisis, se explica a continuacién:

Interceptos

Interceptos con el eje X. Son los puntos de inter-  Interceptos con el eje Y. Son los puntos de inter-
seccion de la gréfica con el eje X. seccion de la gréfica con el eje Y.

a a

Cémo hallar: Cémo hallar:
Hacer y = 0y despejar x. Aquia, by csonintercep- Hacer x = 0 y despejar y. Aqui d es un intercepto
tos con el eje X. conel eje Y.
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Ejemplo

Encuentra los interceptos con los ejes X y Y de la grifica de y = x2 — 4. Tabula algunos puntos adicionales

y traza la grafica.

Solucién 1) Interceptos con el eje X:
Hacemos y = 0 y despejamos «:

y=x>-4.
0=x2-4
x2=4

x=2V4 =42

Asi, las intersecciones con el eje X son
+2 y —2. Los puntos en los que la gra-
fica cruza el eje X'son (2,0) y (-2, 0).

2) Interceptos con el eje Y:
Hacemosx=0 — y=x2-4.
y=02-4
y=-4
Asi, la interseccion con el eje Yes -4y

el punto en el que la grafica cruza el eje
Yes (0,-4).

3) Tabulamos algunos puntos adicionales,
cercanos a los interceptos con x.
Interceptos con x. Tabular puntos alre-
Y dedorde -2y +2.
I I
-2 +2 x|y
-3/ 5
=210
-1|-3
0| -4
1 -3
210
315
4) Se traza la gréfica uniendo los puntos en-
contrados:
Y\
I 5
\ 4
Vo
ol
o
=5-4/ -3 -2\-1 of 1 2[ 3] 4 5 X
\
-2
3

)

Resumen 2. Para graficar ecuaciones en un segundo nivel, aplicamos el siguiente procedimiento:
1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.
2. Tabulacién y grdfica. Tabular algunos puntos. Se recomienda elegir valores de x, alrededor de

los inteceptos.
3. Trazarla grafica.

il el el e )

Actividad 5

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo :
| o Competencia o atributo a evaluar: 8.3

___________________________

1) Encuentra los interceptos con los ejes Xy Y de la gréfica y = 2x —1, trazada en la p4gina 15. E

2) Aplicando lo estudiado hasta este momento acerca de graficacion, grafica las siguientes ecuacio-
nes: a. x2+y2=09. b. x2-y2=9. c. x=y2-5
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Dl
® ®

-
o

&

Simetria respecto a un eje

Las figuras que se muestran son ejemplos de simetria axial.

del plano coincide con la de la mitad derecha.

Laidea se puede describir de la siguiente manera: en cada figu-
ra es posible trazar una recta de tal manera que si se dobla alo
largo de ella, la grafica que se encuentra en la mitad izquierda

Se dice que las formas tienen simetria reflexiva y que la recta sobre la que se hace el doblado es el eje de

simetria.
Estas ideas se ilustran en el siguiente dibujo y definicién: l
P
Definicién. Una figura tiene simetria reflexiva si hay una recta [ tal que para P’
todo punto P de la figura existe un punto P’ en la figura que es la imagen de
reflexién sobre [.
En lenguaje matematico, esta idea se describe de la siguiente manera:
Definicion | Interpretacion grifica | Prueba de simetria | Ejemplo
Una gréfica es simé- e (1) La sustitucién Y
trica con respecto de — x por x lleva a la YT T4
al eje Y, si para cada | (%) (vy | misma ecuacion. \\ /
punto (x, y) dela gra- Ejemplo: \ /
fica existe el punto X: Seay = x? — 3; si cam-
(=%, %) biamos x por — x: X
Para cada punto (x, y) | y=(-x)2-3
de la grafica existe el |y = a2 — 3 (Hay sime-
punto (—x, y) tria con Y)
Una gréfica es simé- (2) La sustitucién de )
trica con respecto Y -y por y lleva ala mis- 1A
al eje Y, si para cada ma ecuacion.
punto (x,y) delagrd-| —— Ejemplo: BE
fica existe el punto Sea x = y2 — 3; si cam-
(x,—y) biamos y por — y:
x=(-y)?-3 ~
Para cada punto (x, y) | x = y2 — 3 (Hay sime-
de la gréfica existe el | trfa con X)

punto (x) -y )

Ejemplo

Determinar si y = x2 + 1 es simétrica con respecto a los ejes coordenados.

Solucién

Para ver si la relacion es simétrica con respecto al eje Y, sustituimos x por —x para obtener y = (- x)2 + 1.
Esto es equivalente a y = x2 + 1. Por lo tanto, la grafica es simétrica con respecto al eje Y.
Para ver si la relacion es simétrica con respecto al eje X, sustituimos y por —y para obtener -y = x2 + 1, 0
y=—x%—1.Esto no es equivalente a y = x? + 1. Por lo tanto, la gréfica no es simétrica con respecto al eje X.
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Simetria respecto a origen

En la siguiente tabla, se caracteriza la simetria con respecto al origen.

Definicion | Interpretacion grafica | Prueba de simetria |
Una grafica es simé- (3) La sustitucién si- Y
trica con respecto al multinea de —x por x A

origen, si para cada y de —y por yllevaala |

punto (x,y) dela gra- misma ecuacion. /

fica, existe el punto Ejemplo: »

(=%, —y). Sea 4y = x3; si cambia- vad > v

mos simultdneamente

Para cada punto (x, y) | y por —y, y x por —x: /
de la gréfica, existe el | 4(-y)=(-«)3 II
punto (—x, —y) —4y = —x3 ]

4y = x3. (Hay simetria)

:De qué manera nos ayuda el andlisis de las simetrias? Sila gréfica es simétrica con respecto a un eje,
es suficiente determinar la gréfica en la mitad del plano de coordenadas, puesto que podemos trazar el
resto de la grafica al tomar una imagen espejo o reflexion, por el eje apropiado. Asimismo, los resultados
acerca de las simetrias, nos pueden servir como revisién de la gréfica trazada.

Resumen 3. Para graficar ecuaciones en un tercer nivel, aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Tabulacién y grdfica. Localizar primero los Interceptos. Tabular algunos puntos. Se recomien-
da elegir valores de x, alrededor de las intersecciones con x. Trazar la grafica.

3. Simetrias. Revisamos si la grafica que trazamos cumple con el andlisis de simetrias.

Esto es lo que haras en la siguiente actividad.

Actividad 6

a) Enlaactividad S se te pidi6 graficar las ecuaciones: x2+y2 = 9; x2—y% = 9; x = y2 — S. Analiza las
simetrias de cada ecuacién y comprueba que tus graficas cumplen con los resultados de dicho
anélisis.

b) Trazalagrafica dey=x2+8.

Notacién de intervalos

Antes de continuar con nuestro estudio, recordaremos algunos aspectos bésicos de los intervalos.
Si tenemos los nimeros reales a y b donde a < b, se pueden presentar las siguientes notaciones y termi-
nologia de intervalos:

1. El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a y menores o iguales que b.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:
as<x<b [ > [a, b]
a b
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2. El conjunto de los numeros reales mayores que a y menores que b.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

a<x<b £ —> (a, b)
a b

ATENCION. Este simbolo (a, b) aparece exactamente igual que la notacién para las coordenadas
(a, b), pero no tienen nada que ver. Tendran ustedes que averiguar, en cada caso, el sentido en el que
se usa el simbolo. Por el contexto serd usualmente muy facil.

3. Elconjunto de los numeros reales mayores que a y menores o iguales que b.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

a<x<b £ 1 > (a, b]
a b

4. El conjunto de los niimeros reales mayores o iguales que a y menores que b.
Esta declaracién se puede representar de tres maneras diferentes:

a< x<b [ )} > [a,b)
a b

S. El conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

L >

x>a f [a, +o0)
a

6. El conjunto de los numeros reales mayores que a.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

x>a - > (a, +o0)

7. El conjunto de los niumeros reales menores que a.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:

<

x<a < )a (—oo0, a)

8. El conjunto de los numeros reales menores o iguales que a.
Esta declaracion se puede representar de tres maneras diferentes:
x=a < ) (—oo, a]
a
Debes tener presente que el signo infinito co no representa ningtin nimero, es simplemente un con-

venio que se usa en situaciones parecidas a éstas.

Extensién de la curva en x

El paso inicial del método de tabulacién aplicado a ecuaciones sencillas, consiste en elegir algunos va-
lores de x, de preferencia aquellos ubicados en la cercania del 0 a su izquierda y derecha. Sin embargo,
para ciertas ecuaciones hay restricciones al momento de elegir tales nimeros. En esta idea entendemos
por extensién de la curva en x (o simplemente extensién de x), como el conjunto de todos los nimeros
reales que, si, puede tomar x, para que y sea un namero real.

Desde el punto de vista matematico, hay dos razones principales por los que la extension de la curva
en x esta restringida:
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« No existe la raiz cuadrada de un niimero negativo, ya que el resultado no es un niimero real.
« No se puede dividir por 0.
:En qué tipo de ecuaciones podrian aparecer estos problemas? Esto aparecera en ecuaciones con raiz
cuadrada y en ecuaciones racionales

Caso 1. Ecuaciones con raiz cuadrada (una vez despejada la y)

Las raices cuadradas de nimeros negativos pueden ocurrir siempre que la ecuacion tenga una x bajo un
radical con una raiz par. A continuacion revisaremos las raices cuadradas.

Ecuacion | Observaciones

Six < 0, estariamos tomando la raiz cuadrada de un nimero negativo, por lo que la exten-
sién de x es toda x > 0.

Cuando lo consideres necesario, puedes aplicar el siguiente procedimiento:
Para encontrar restricciones en funciones raiz cuadrada, el paso basico consiste en establecer la can-
tidad bajo el radical como mayor o igual a 0, y resolver la desigualdad resultante.

Ejemplo
Determina la extension de x, si y = £ Vx — 4
Solucion

Puesto que la cantidad radicando debe ser positiva o cero, planteamos la desigualdad: x —4 >0

Resolviendo esta desigualdad por despeje: x —4 >0
x >4

Por lo tanto, la extensién de la curva en x es toda x > 4; o bien: [4, +o0).
Esto significa, que al momento de tabular algunos valores para x, podrian ser: 4, 5, 6, 7 etc. Aplicards
esto, en la siguinete actividad.

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 7

a) Trazalagraficadey=+Vx—4.Considera que la extension de x es: [4, +00) y completa el analisis !
para tu trazo. !

b) Trazalagrificadey=%Vx+9.Aspecto clave aqui, es que determines la extensién de x.

Ejemplo
Determina la extension de la curvaenx: y2 —x2+4 =0
Solucion
Primero despejamosay: y2—x2+4=0

y2=x?-4=0
y=+\Nx2-4

Aparece una ecuacion con radicales. Planteamos la desigualdad: x2 — 4 > 0. Nota: El signo igual se toma
en cuenta al momento de escribir los intervalos.

Resolveremos esta desigualdad utilizando intervalos de prueba; esta técnica se apoya en los valores de
x, que hacen al radicando 0. Estos valores se denominan valores criticos. El procedimiento se ilustra a
continuacion:
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Primer paso. Factorizando x> =4 > 0 (x+2)(x-2)>0
Segundo paso. Determinacién de :Qué valores de x conviertena (x +2)(x—2) en 02
valores criticos Six es -2, el factor (x +2) es 0; > (=2 +2)(-2

-2)—(0)(-4) =0.

Entonces x = —2 es un valor critico.

Si x es 2, el factor (x — 2) es 0; entonces x = 2 es
otro valor critico.

Tercer paso. Colocar los valores (j‘ +2)(x-2) I(x +2)(x-2) (Ix +2)(x-2)

criticos en una recta numérica, N / H
toma un valor de prueba en cada T \
3

intervalo y verifica los signos de Tomar — Tomar 0 Tomar 3

cada factor y de cada producto: (-3+2)(-3-2) (0+2)(0~2) (3+2)(3-2)
(-1)(-3) 2)(-2) D)
()()=s Wz~ (=
Aqui (x +2)(x22) Aqui (x +2)(x-2) Aqui (x+2)(x-2)
es mayor que 0 es menor que 0 es mayor que 0

Cuarto paso. Escribir la extensién de x: La extension de x queda restringido a los intervalos:
(_°°) _2] U [2) +°°)

< | C >
-2 2

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo :
| o Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 8

a. Trazalagraficadey?— 2+ 4=0. Considera que la extensién de x es : (o0, 2] U [2, +o0), y aplica E
todo lo que has estudiado hasta este apartado. :

b. Trazala grafica de 2x2 + y2 = 9. Aplica todo lo que has estudiado hasta este apartado.

c. Trazala gréfica de 2x2 — y2 = 9. Aplica todo lo que has estudiado hasta este apartado.

Resumen 4. Para graficar ecuaciones en un cuarto nivel (ecuaciones con raiz cuadrada), aplicamos

el siguiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Extension de la curva en x. Determinamos la extension de la curva en x, como se indica:
-Sila ecuacién (con y despejada), presenta raiz cuadrada con x en el radicando, deben excluirse
de ]a extension los nimeros que convierten al radicando en un numero negativo.

3. Tabulacién y grdfica. Localizar primero los Interceptos. Tabulamos algunos puntos. Se reco-
mienda elegir valores de x, alrededor de las intersecciones con x. Trazar la gréfica.

4. Simetrias. Realizamos un andlisis de simetrias y revisamos si la gréfica que trazamos cumple
con dicho anilisis.

Actividad 9

1. Revisa si tus respuestas de la actividad anterior, cumplen con este plan de analisis y haz los ajus-
tes pertinentes.
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Caso 2. Ecuaciones racionales (una vez despejada la y)

La division por 0 podria ocurrir cuando la ecuacién escrita con y despejada, tenga a x en el denomina-
dor. Estudia los siguientes ejemplos:

Ecuacion |Observaciones

1
Y=y Six =0, estariamos dividiendo por 0, entonces la extension de x es toda x # 0.
Y=%_3 Six =S, estariamos dividiendo por 0, entonces la extension de x es toda x # S.
y= x+2 | Six=2,yx=-2, estarfamos dividiendo por 0, entonces la extensién de x es toda x # 2,
2
=4 xx-2

Cuando lo consideres necesario, puedes aplicar el siguiente procedimiento:
Primero. Iguala el denominador con 0.
Segundo. Resuelve la ecuacién resultante.

Ejemplo

. x+6 Ly
Siy= -9 encuentra la extension de x:
Solucién x2-9=0
x2=9
x=+\V9=%3

La extension de x es toda x # 3, x # =3

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
e Evidencia: Trabajo colaborativo

1
Actividad 10 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
S |
: X . 1
—_ A 4 . 5
a. Siy oy scudl es la extension de x? i

b. Siy=3x+09,;cudlesla extension de x?

. x=3 1 . .y
c. Siy= ———, ¢cudl es la extension de x?

3 3x

Antes de formalizar el concepto de asintota, realiza la siguiente actividad

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
e Evidencia: Trabajo colaborativo
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 11

a. Trazala gréfica dela ecuacion: y = 3 i

x—1

Al realizar la actividad previa, es probable que hayas concluido que para graficar ecuaciones raciona-
les, resulta insuficiente lo estudiado hasta ahora. El concepto que nos hace falta es el de asintota. Explo-
raremos el concepto de asintota utilizando la ecuacion de la actividad previa.
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Ejemplo
Traza la gréfica de la ecuacion: y = o1
Solucién
1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

Interceptos con el eje X:
Hacemos y = 0y despejamosx — y =

x—1

_ 3
O_x—l
0(x-1)=3

0 = 3 Este resultado falso, se debe interpretar como que no hay
interseccion con X.

Interceptos con el eje Y:
Hacemosx=0— y=

x—1
_3
V=01

y=-T=- 3 Por lo tanto, la grafica cruza al eje Y en la coor-
denada 3. El punto de interseccién es: (0, —3).

2. Extension de x. Determinamos la extension de x, como se indica:

Puesto que la expresién (con y despejada), presenta a la x en un denominador, debemos excluir de la
extension a todo nimero que convierta a aquel, en 0. Si x = 1, estariamos dividiendo por 0, entonces
la extensién de x es toda x # 1.

3. Tabulacién. Tabulamos algunas coordenadas P(x, y), las localizamos en plano coordenado y traza-
mos la gréfica. Puesto que estamos explorando un concepto, observa que en este caso, hubo necesi-
dad de mds puntos de los habituales.

x 3/(x-1) y YA
-6 |3/(-6-1)=3/-7 -04
-513/(-5-1)=3/-6 | -0.5
-4 3/(-4-1)=3/-5 -06
-313/(-3-1)=3/-4 -0.8
-2 13/(=2-1)=3/-3 -1
-1/3/(-1-1)=3/-2| -15 LIS
0 3/(0-1)=3/-1 | -3 t % e
1 3/(1-1)=3/0 No
2 13/(2-1)=3/1 3
3 13/(3-1)=13/2 L5
4

5

6

Y

3/(4-1)=3/3 1
3/(5-1)=3/4 0.8
3/(6-1)=3/5 0.6
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:Coémo unir estos puntos? Puedes observar dos cosas:

1. La curva, presenta dos ramas que parecen estar separadas; cada rama, parece acercarse mas y mas
tanto al eje X negativo, como al eje X positivo; es decir, conforme x aumenta su valor absoluto, la y
disminuye cada vez mas. Asigna valores a x cada vez mds grandes y calcula los valores de y. Com-
prueba ésto con x = 10, 15, 20, —-10, -15, -20..

2. No existe ningin punto parax = 1.

Vamos a revisar qué sucede con valores de x cercanos a 1.

J
x| y=3/(x-1) g
0.5 |6 2\
09 | -30
099 |-300
09999 | -30000 P
15 |6 —~.
1.01 | 300 ™ §A> ntota horizontal X|
1.0001 | 30000 |
1.00001 | 300000 : Asintota vertidal

Hemos trazado la curva, asumiendo la presencia de dos rectas denominadas asintotas, una vertical y
la otra horizontal. Esta ultima, Ia hemos inferido del comportamiento grafico. A continuacidn, se forma-
liza de manera intuitiva este concepto.

Asintotas. Sila distancia a una recta desde un pun-
to mavil de una curva tiende a cero, cuando dicho
punto se mueve en determinada direccién, se dice
que la recta es asintota de la curva. En la figura,
la distancia AB del punto A a la recta BC tiende a
cero, a medida que A se mueve en la direccion BC.
Larecta BC es asintota de la curva.

B

c

Resuelve: Para que este ejemplo quede completo, haz un andlisis de simetrias y revisa sila grafica que
trazamos cumple con dicho anilisis.

Determinacion de asintotas

Las asintotas verticales estardn ubicadas en aquellos valores de x, que conviertan al denominador de la
ecuacién (con y despejada) en 0. Es decir, en aquellos valores del denominador que restrinjan la exten-
sion de x, habrd asintotas verticales.

Las asintotas horizontales estaran ubicadas en aquellos valores de y, que conviertan al denominador
de la ecuacién (con x despejada) en 0.
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Resumen $. Para graficar ecuaciones en un quinto nivel (ecuaciones racionales), aplicamos el si-

guiente procedimiento:

1. Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

2. Extension de la curva en x. Determinamos la extension de x.

3. Asintotas. Determinamos la posicion de asintotas horizontales y verticales.

4. Tabulacién y grdfica. Localizar primero Interceptos y asintotas. Tabulamos algunos puntos. Se
recomienda elegir valores de x, alrededor de las asintotas verticales.

S.  Simetrias. Realizamos un andlisis de simetrias y revisamos si la grafica que trazamos cumple
con dicho analisis.

A continuacién resolveremos un ejemplo integrador. Lo planteado a continuacién, ilustra el procedi-

miento completo para trazar la grafica de ecuaciones en general, a través de las técnicas aqui discutidas.

Ejemplo

Aplicando las ideas y la metodologia anterior de anilisis y discusion de curvas, discutir y graficar la
ecuacion x?y —x2 -y =0.

Solucién

1.

Interceptos. Determinamos las intersecciones con los ejes coordenados.

Interceptos con el eje X:
Hacemos y = 0 y despejamos x — x2(0) — x2 — 0 =0.
0-x2-0=0.
x2=0.—>x=+0=0
Por lo tanto, la gréfica cruza al eje X en la coordenada 0. El intercepto es: (0, 0).

Interceptos con el eje Y:
Hacemos x = 0 y despejamos y — (0)y — (0)2—y =0.
0-0-y=0.
-y=0.—>-y=0
Por lo tanto, la gréfica cruza al eje Y en la coordenada 0. El intercepto es: (0, 0)

Extension de x. Tener en cuenta que este andlisis se hace en la ecuacion que presenta a y despejada.
Asi que, en este ejemplo debemos despejar a y.

xty—x2—y=0.

Xty —y=x2

y (a2 -1) =a%
yeaot

Puesto que la expresion (con y despejada), presenta a la x en un denominador, debemos excluir
de la extension a todo nimero que convierta a aquel en 0. Si x = * 1, estariamos dividiendo por 0,
entonces la extension de x es toda x # 1, x # —1.

Asintotas.
a) Verticales. Habrd asintotas verticales cuando aparezca la x en un denominador y existan valores
de x que conviertan a dicho denominador en 0. Por tanto, hay asintotas verticalesenx =1y x =-1.

b) Horizontales. Habra asintotas horizontales cuando aparezca la y en un denominador y existan
valores de y que conviertan a dicho denominador en 0. Asi que, el primer paso sera despejar a x de
la ecuacion dada, x2y — x? — y = 0, y a continuacién observamos al denominador.
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xty—xr—y=0.
Xy -x=y. , , .
2(y-1)=y. Observamos que si y = 1, estarfamos dividiendo por 0,
,_ Y entonces y # 1. Por tanto, hay una asintota horizontal en
X2 =
y—1 y=1

. Tabulacion y grafica. Localizar primero Interceptos con los ejes y asintotas. Se recomienda elegir
valores de x, alrededor de las asintotas verticales.

X X |Y \ |

-3 1.1 | |

-2 1.3 ' |

-1 No definido | |

-1.5 |18 \

vl T c. —L B | _L\‘_Asizgta orizontal
-0.5 |-03 . rorizpntal
0 0 (intercepto) ! | X

0.5 -0.3 ’ | W )

1.5 1.8 Asintotavyertical—| [ |7~ totavertic

125 |28 I |

2 1.3

3 1.1 | |

. Simetrias. Haz un andlisis de simetrias y revisa si la grafica que trazamos cumple con dicho analisis.

- e e e e

- Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia

i1 ® Evidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas
1 . g

. ® Competencia o atributo a evaluar:5.3,6y 8 I

1 . 2 EJERCICIOS

1. Eneste apartado has estudiado distintas técnicas de graficacion, utiliza las que consideres necesarias

para trazar las gréficas de cada una de las siguientes ecuaciones:

a)2x-3y+5=0 b)x2+6y-3=0 c)x2+y*-100=0
d) 4x2+9y2-36=0 e)xy—2y-3=0 f)2xy+x+2y=0
g)y2-5Sx-2=0 h)x2+8y—8x—24=0 i)4x2-y2-4=0

j)xy—x+2y—-10=0 k)y=3 Dax=-3
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Graficacién de ecuaciones con ayuda de tecnologia

\ / - Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacién intermedia |

i » Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologia !
W | ¢ Competencia o atributo a evaluar: 5.6 :
desmos .
En tu curso anterior de matemdticas III, tuviste la oportunidad de conocer y aplicar el software deno- E
minado Geogebra. Este software también resulta de mucha ayuda para el trazado de graficas, taly como
lo utilizaste en aquel curso, al graficar las funciones trigonométricas. Sin embargo, existe otro software
libre denominado Desmos, que recomendamos utilices en el trabajo de graficacion. Para ello, haz lo
siguiente:
1. Teclea en Google, la palabra desmos, o bien Introduce directamente la direccion:
https://www.desmos.com/calculator.
Aparecera de inmediato una pantalla como la que se muestra:

ol TELCEL ops ¥ W ol THLEEL B o LR

& desmos.com (o & desmos.com [

«

0 § o Observa como w4 £
[ . al escribir la . _
Introduce aqui *° Ll ecuacion aparece ER— o
.y 7 N, = x2
la ecuacién - la gréfica vy

al &
x ¥ o]’

2. Utiliza el software para trazar la grdfica de algunas de las ecuaciones vistas ahora. Compara estas
graficas con las que ya habias obtenido. Si hubo diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omi-
siones.

3. En el gjercicio 1.2 trazaste las gréficas de varias ecuaciones. Ahora utiliza el Desmos para que gra-
fiques estas mismas ecuaciones. Compara estas graficas con las que ya habias obtenido, si hubo
diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omiciones.

4. Utiliza Desmos para trazar la grafica de:

a.xd+xy?—-y2=0 b. 2x% + 52 - 4x +32=0 cxt+y?—6x—4y+9=0
5. Utiliza Desmos para trazar la gréfica de:

ax=2 b.y=2 cx=-3

dy=-3 ey+5=0

6. Laecuaciéon x =2, es equivalente a x = 2 + 0y. Haz una tabla de valores, traza su grafica y compdrala
con la obtenida con el software. Debes convencerte que la grifica es una recta vertical.

7. Laecuacién y = 2, es equivalente a y = 2 + Ox. Haz una tabla de valores, traza su grafica y compédrala
con la obtenida con el software. Debes convencerte que la gréfica es una recta horizontal.
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1 . 3 El concepto de funcidn

La siguiente actividad permitird contextualizar el significado de este concepto.

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase '
i * Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 12

En cierto trayecto de varios kilémetros, un avién vuela a una velocidad uniforme de 900 km/h. Esta
informacidn se debe interpretar en el sentido de que en un determinado tiempo el avion recorre el
mismo nimero de kilémetros. Entonces:

El avidn recorre: 900 km en una hora
1800 km en dos horas

Contesta las siguientes preguntas: Escribe aqui
tus respuestas

:Cudntos km recorreria el avion en tres horas?

:Cuantos km recorreria el avién en cuatro horas?

:Cudntos km recorreria el avién en cinco horas?

:Cudntos km recorreria el avion en seis horas?

LI

:Cudntos km recorreria el avién en 15 minutos?

Tus respuestas deben permitirte entender la siguiente conclusién:

Hay una relacién entre el tiempo transcurrido y la distancia recorrida, de tal manera que entre mas
tiempo pasa, més kiléometros recorre el avidn; asi pues, el nimero de km recorridos estd determinado
por la cantidad de tiempo transcurrido.

Esta relacion no es mas que una jFUNCION! Una funcién es una relaciéon, no un nimero.

Pongamos algunos de tus resultados en una tabla:

t (tiempo transcurrido en horas) 1 2 3 4 5
d (distancia recorrida en km) 900 | 1800 | 2700 | 3600 @ 4500

A
Estos mismos resultados pueden presentarse = 3500 /L
como un conjunto de pares ordenados: < 3000 /
3
{(1, 900), (2, 1800), (3, 2700), (4, 3600), (5, £ 2500 /
4500)} ® 2000 i
8 /./
O bien a través de la grafica mostrada ala derecha. § 1500 e
3 1000 /
©
500 )
0o 1 2 3 4

t = tiempo transcurrido
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Sobre las base de esta grafica se podrian hacer observaciones como las siguientes: Primero, el punto
(0,0) esté sobre la grafica, es decir no se ha recorrido ninguna distancia en un tiempo 0. Segundo, nin-
gun punto estd trazado para valores negativos de x; en el contexto del avién, no tiene sentido hablar de
distancias negativas ni de tiempos negativos, pero si se ha considerado que existen valores decimales
tanto para d como para t. Tercero, para cada tiempo transcurrido de 1 hora, la distancia total recorrida se
incrementa por una cantidad constante, que es 900.

Ahora expresemos esto en una férmula; para ello debes contestar la siguiente pregunta:

:Cudntos km recorreria el avidén en ¢ horas? —}

Tu respuesta debe ser parecida a lo siguiente: distancia recorrida d = 900 x tiempo t

Y la férmula buscada es: d = 900t. Esta formula es considerada la regla de la funcién, puesto que, a
través de ella, se establece la relacion entre las magnitudes implicadas en la situacién estudiada.

Es el momento de recordar el significado de variable. Al respecto, cabe destacar dos cuestiones:
 En esta situacién del avidn, aparecen dos variables: distancia recorrida, y tiempo transcurrido.

« A cada una de estas variables, le hemos asignado un simbolo (letra), a saber: d representa la
distancia recorrida y t el tiempo transcurrido.

Una variable es una cantidad o magnitud que en las condiciones de un proceso dado puede tomar
diferentes valores. Las variables se representan por una letra u otro simbolo.

Es muy comun, que el simbolo que representa a la variable, se trate como la variable misma. Asi, en
vez de referirnos a la variable “distancia”, hablamos de la variable d (su simbolo). Por otro lado, la canti-
dad 900 es una constante. Una constante es una cantidad que no se altera en una situacién determinada.

Una expresion algebraica, como 900¢, es una frase matematica formada por uno o mas niimeros
o variables u operaciones entre ellos. Una expresion representa una cantidad, que se conoce como el
valor de la expresion. En el caso que nos ocupa, la expresion 900t representa la cantidad denominada
distancia. Al escribir d = 900t utilizamos el signo igual (=) para asignar el simbolo d a la expresién 900t
convirtiendo de esta manera a dicha expresion en una férmula o ecuacién.

Al trabajar con variables, podemos actuar en dos direcciones:
 Determinar un ndmero particular pero desconocido, y
«  Determinar muchos valores posibles (variando en un cierto rango).

Para explicar estos roles de la variable, retomemos la expresion ya conocida d = 900¢, que nos permi-
te determinar la distancia recorrida en t horas. Planteemos dos preguntas:

Pregunta 1. ;Cudl es la distancia recorrida al transcurrir 1S horas?
Pregunta 2. Cuando t aumenta de 0 a S, ;cémo cambia la distancia recorrida?

En la pregunta 1, tratamos la variable t como un valor desconocido (variable como incégnita).

Expresion que proporciona la distancia recorrida en ¢ horas: 900t

Cuando t es 15, la distancia es: 900t — 900(15) = 13500.

En este caso, en la expresién 900¢, la variable ¢t es una cantidad desconocida pero particular (toma
el valor 15). Esta informacién, proporciona una “instantinea” de la situacién.
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En contraste, podemos ver una variable no sélo como representante de una cantidad desconocida
sino también como una cantidad variando o cambiando. Si el tiempo total de vuelo del avion es de 15
horas, podemos pensar que la variable t de la expresion 900t estd fluctuando sobre los numeros en el
intervalo de 0 a 15. (No podemos considerar un nimero negativo de horas, pero s un nimero fraccio-
nario de horas). Aqui, estamos en presencia de dos cantidades que cambian al mismo tiempo: conforme
cambia el ndmero de horas transcurridas, cambia la distancia recorrida.

Desde esta perspectiva, podemos ver la expresion 900¢, no tanto como una expresion para determinar
un solo valor desconocido de t sino como una regla.

tyla expresiéon 900t como cantidades cambiando | Sit es 1 la distancia es:— 900(1) 6 900

Sit es 2 la distancia es:— 900(2) 6 1800
Sit es 3 la distancia es:— 900(3) 6 2700
Si t es 4 la distancia es:— 900(4) 6 3600
Sites 5 la distancia es:— 900(5) 6 4500

Es importante observar que nosotros asignamos valores a t, y mediante la férmula (o regla) calcula-
mos los valores correspondientes de d. Por esta razén, en el ejemplo que estamos revisando, t es la varia-
ble independiente, y la variable dependiente es d. Asimismo, debes tener claro el paso de las magnitudes
concretas (tiempo y distancia) a las variables generales. En nuestro ejemplo, eso se traduce en pasar de
la expresion d =900¢, ala ecuacion y = 900x, en la que el simbolo y representa la distancia y x representa
al tiempo.

Nombres de Constante Nombres Constante
variables segun de variables
contexto d =900t generales _y=900x
Variable Variable Varlable. Variable
dependiente independiente dependiente independiente

Definicién de funcién

La discusién previa, nos permite hacer las siguientes observaciones: (1) funciones proporcionan un
medio para describir y comprender relaciones entre variables; en nuestro ejemplo, las variables en juego
fueron distancia recorrida y tiempo transcurrido. (2) La relacién entre variables se establece a través de
una regla, que en nuestro caso vino dada por la expresion algebraica, d = 900t. (3) Las variables toman
valores que pueden verse como elementos de cierto conjunto numeérico; en nuestro ejemplo, tanto la
variable d, como la variable ¢, toman ntimeros mayores o iguales a 0. (4) Las funciones tienen multiples
representaciones, a saber, mediante una descripcion verbal, una expresion algebraica, una tabla, o una
gréfica. Ya estamos en condiciones de plantear la definicién de funcién.

Existen muchas definiciones de este importante concepto; en este libro, plantearemos: una que ayu-
da a trabajar la parte operativa de funcion.

Una funcién es una relacién, que se estable a través de una regla entre un valor de entrada (o variable
independiente) y un valor de salida (o variable dependiente), de tal manera que, siempre que se asigne
un valor de entrada, la regla asignara exactamente un valor de salida.
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La notacién funcionalo

Hemos expuesto que la ecuacién d = 900¢, relaciona dos variables que varian al mismo tiempo: con-
forme varifa el ntimero de horas (t), varia la distancia (d). Por tanto, se puede afirmar que la distancia
d, depende del nimero de horas transcurridas. También se dice que la distancia estd en funcién, o es
funcién del nimero de horas transcurridas. Esto ultimo, es lo que nos lleva a usar la llamada notacién
funcional, a saber:

d(t) = 900¢ (se lee: "d de t", es igual a 900 por t)

El signo igual define la relacién.
Esto significa que la distancia d es
una funcion del tiempo t.

La funcion se denomina d.

Por lo tanto, ala expresién 900t, le hemos asignado dos “etiquetas”: primero le asignamos la letra “d”,
y después la nombramos como d(t). Entonces, se cumple que: d = d(t) = 900t

Sin embargo, normalmente para expresar que esto es una funcion, se escribe asi:

f(t) =900t

La"f" es s6lo la primera letra de la palabra "funcién".

En este caso, la funcién se denomina f, la variable independiente es t, y la dependiente (anteriormen-
te denominada d y d(t)), ahora recibe el nombre de f(t). Si es necesario manejar mas de una funcién,
éstas se denominan con las letras g, h, etc.

Inclusive, si hablamos en términos generales también podemos escribir y(x) = 900x, o f(x) = 900x.

En el siguiente esquema desciframos los elementos de estas férmulas:

Nombre de Constante Nombre de Constante ~ Nombre de Constante
la funcién la funcion 6/ la fu% /
d(t) =900 x)=90 (x) =900x
_UD=90% A AT
Variable Variable Variable Variable Variable Variable

dependiente independiente dependiente | |independiente dependiente | |independiente

La notacién d(t) = 900t, nos  La notacién y(x) = 900x, nos  La notacién f(x) = 900x, nos

indica que: indica que: indica que:

« Lafuncién se llama d. « Lafuncién sellamay. « Lafuncién se llamaf.

« La variable independiente =« La variable independiente « La variable independiente
est. esx. esx.

« La variable dependiente es « La variable dependiente es « La variable dependiente es

d(t). y(x). f(x).

Recuerda que en todas estas presentaciones, el signo igual se estd utilizando para darle un nombre a
la expresion o regla que permite calcular la distancia recorrida.
:Por qué notaciones del tipo “d(t)”, “f(t)”, “f(x)”?

Porque describe muy bien el trabajo que hace la regla de una funcién.
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Trabajo de la regla, d(t) = 900t

Recordemos c6mo traba- Entrada Se tom‘a} el valor de ¢, se sustituye en la Salida
i ién: expresion 900¢, y lo que resulta se le l
ja estaregla o ecuacién: noso- _ p
tros le asignamos valoresat, y Valores de ¢ asigna a d. Valores de d
la regla le asigna valores a d. . N dpmt:l (1) =900 +1 =900 > 500
2 —d,.=f(2)=900+2=1800—> | 1800
3 g3 =f(3) =900+3=2700 > | 2700
4 _)dparat=4 =f(4) =9004=3600— 3600
5 —d s =f(5)=900+5=4500—> | 4500

Conforme a este proceso,

podemos ver la ecuacién o re- Entrada: /

gla, como una mdquina que valores de t \

procesa unos valores de t, con- La férmula

siderados como valores de en- d=f(t) =900t

trada, y proporciona los valores procesa el valor Salida: valores
de d que son valores de salida. que entra — ded =f(t)

Entra un ntimero de la

La letra “f’ de la notacién e .
variable independiente

f(#) significa que han de reali-

zarse ciertas operaciones con el

— Se hacen — Sale otro niimero para
valor de ¢ para obtener d o f(¢). f( ) = operaciones |~ la variable dependiente

Notacién funcional y el plano coordenado

Debes tener muy presente la conexién que existe entre pares ordenados y la notaciéon funcional. El si-
guiente esquema ilustra esta conexion:

Variable independiente  Variable dependiente

>

y=f(x)4

(x)f(x)) = (xJ )
" ) =y N e N

f(|x) =y

>X

X

Obsérvese que para pasar de la representacion con flechas, a la gréfica en un plano cartesiano, bési-
camente lo que se hace es girar los dos ejes, de tal manera que formen un plano coordenado cartesiano.
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4000

/

o x
Volvamos a la gréfica de la situacion 3000 i
del avidn, y usemos esta notacion: 2500 \/qmj“ /./__
Pares ordenados: {(1,£(1)), 2000 ‘//**/ £(4) = 3600
(2,2)), (3,3)), (4, 4) 1500 pallln

1000 % f(2)=1800

500 L (1} =900
| S
o 1 2 3 47X

Imdgenes y preimdgenes

Alos valores que toma la variable independiente se les llama argumentos o preimdgenes, y los valores que
la funcidn le asigna a la variable dependiente, se llaman imdgenes.

En la situacion del avion: Laimagende les:y ..., =£(1) =900 f(1)=900
Laimagen de 2 es: y para x =2 =£(2) =1800 ' N X
Laimagen de 3 es: Y parax=3 = f(3) =2700 Preimagen o Imagen
Etcétera argumento

Para funciones descritas por una expresion algebraica, por ejemplo la funcién f(x) = 3x — 2 (la que
con frecuencia escribimos y = 3x — 2), podemos evaluar la funcién sustituyendo el valor de la variable
independiente (preimagen) en dicha expesién. Por ejemplo, f(S) = 3(S) — 2, asi que el valor de f(x)
cuando x =3 es 13.

Ahora, considera la pregunta: en la situacién descrita del avidn, con d = f(£) = 900¢. ;en qué tiempo
el avidn recorrerd una distancia de 1000 km?

En este caso, conocemos un valor imagen (1000) y nos piden el valor de su preimagen: es decir, dado
f(t), determinar t.

Entonces: £(t) =900t
1000 =900t
. 1000
Despejando a ¢: 900 - t.
10 - ¢=11 horas; por tanto, el avién recorrerd 1000 km en 1 hora 6

9

minutos.

En la siguiente actividad podrés trabajar con la notacién f( ).

Actividad 13 y=f(x) A X2

1. Calcula el valor del drea sombreada: s@v ~
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foor 2y 4

2. Lacurva adjunta, representa a una funcién y = f(x)

Determina f(0),f(1),f(-2) yf(2).

3. Dadalas funciones h, gy p tales que h(x) = 4x; g(x) \
= 10x — 3y p(x) = S. Determina la imagen de -2, 3
y 4 para cada una de las funciones dadas.

N w pH

4. Daday =f(x), representa gréficamente lo que signi- /
ficala expresién: y=f(7) = 1.

—_

-4-3{2-101 2\34’;(

Para comprender totalmente el concepto de funcion, debemos precisar una condicién determinante
de toda funcién, a saber, “el valor inico”, y dos conceptos mas: dominio y rango (o conjunto imagen).
A continuacidn trabajaremos estas ideas.

El valor unico: una caracteristica especial de las funciones

Por definicién, funciones son “de un solo valor”. Esto significa, que a cada valor de la variable inde-
pendiente, le corresponde exactamente un unico valor de la variable dependiente. El valor tnico es
principalmente un requerimiento establecido para hacer el trabajo con funciones mds manejable y
menos ambiguo. Para entender esto, consideremos la ecuaciény = \x. Atendiendo la definicién de raiz
cuadrada, cada x podria corresponder a dos valores y. Por ejemplo:

Si x = 4, entonces, y = \/Z =12, porque (2)2 =4,
y también (-2)2 =4,

Asi, para x = 4, existen dos valores asignados, y en un momento dado, nosotros podriamos necesitar
especificar de cudl valor estamos hablando. Consideraciones como estas llevé a matematicos a restringir
funciones como aquellas relaciones que son de valor tnico.

Para profundizar mds en esto, presentaremos en un diagrama de flechas, algunos valores asociados
mediante y = £ Vux:

Atendiendo el requerimiento de valor tnico, esta asocia-
cidn, no es una funcidn; para que sea funcion, a cada va-
lor x, se le debe asociar exactamente un valor de y.

D

Valores de x Valores de y

Si esta asociacion se presenta como un conjunto de pares ordenados obtendriamos:

{(1) 1); (1; _1); (4) 2)) (4) _2)) (9) 3)) (9; _3)}

Observamos que en esta asociacién (que no es una funcién), aparecen méas de un par ordenado, con
el mismo primer elemento (misma abscisa).

Ahora, si representamos estos pares ordenados mediante una gréfica, obtendriamos:
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¥
A
3
4 o o2 2 o
Atendiendo el requerimiento de valor unico, una
2 ; - 7 q
* grafica, no es una funcién si al trazar al menos una
1 . . .
T recta vertical, ésta pasa por dos puntos de la grafica.
—e X Esta técnica se denomina criterio de la recta verti-
q 2 3 B 56 7 89
4 |! cal.
-2 7 .1
* Observamos que esta gréfica, la cual no es una funcion,
2 ' « . »
3 presenta al menos dos puntos “alineados” en una recta ver-
tical.

Realiza la siguiente actividad para que consolides esta importante propiedad de las funciones.

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i * Evidencia: Trabajo colaborativo
| » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 14

En cada uno de los siguientes ejemplos ;es y una funcién de x? Argumente su respuesta. Si no se
¢
presenta una grafica, trazar la que corresponde.

R

a y= Vx (Atencién: cuando no se escribe un £ x J
signo antes del signo radical, es costumbre con- —2 4
siderar que se trata de la raiz positiva o raiz prin- -1 1
cipal) 0 0
™ 1 1
b. y=—-Vx
y v 2 4
c. El conjunto de 2.2 Y
todos los pun- g.

(-4,0)

tos sobre la gra-
fica mostrada
abajo

(0,-4)

d. {(2,1),3,1),(41),(51),(6 1)}
e {(1) 2); (1; 3)) (11 4); (2; 5)}

I

Dominio y rango (o conjunto imagen)

En el apartado 1.2 de este libro, se plante6 que para ciertas expresiones algebraicas, hay restricciones al
momento de asignar valores a las variables. Esto di6 origen a lo que se entiende por extension dela curva
en x (o simplemente extensién de x), como el conjunto de todos los nimeros reales que, si, puede tomar
X, para que y sea un numero real. En otras palabras, bajo ciertas circunstancias, las variables tienen un
campo o intervalo de variacién restringido. Cuando se estudian relaciones entre variables, a través de las
funciones, con frecuencia es util determinar esos intervalos de variacién. Esto nos lleva a la definicién
de dominio y rango de una funcion.
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El dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores que puede tomar la variable inde-
pendiente. El rango o conjunto imagen de una funcion, es el conjunto de todos los valores que son

imédgenes de algtin valor del dominio.

Las funciones cuyos dominios y rangos son subconjuntos de los niimeros reales, se denominan fun-
ciones numéricas o de variable real. En este curso, solo se estudiaran este tipo de funciones.

A partir de este momento consideraremos que los conjuntos X y Y constan de niimeros reales; asi, la

funcién f se denomina funcion con valor real de una sola variable real.

¢Como determinar el dominio y el rango? Hay que tener presente, que anteriormente este dominio
fue denominado extension de x. La siguiente actividad te permitird empezar a trabajar estas ideas. Trata
de resolverla y después estudia el desarrollo que se presenta inmediatamente después.

Actividad 15

en la siguiente tabla:

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
e Evidencia: Trabajo colaborativo

e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

a. Se quiere elaborar un tabulador de costos de pintura por metro cuadrado, de paredes en forma
de cuadrado. Piensa acerca de todas las posibles paredes de esta forma. Para cada longitud de la-
dos, hay un drea correspondiente a pintar. Describe la relacion entre el drea de una pared cuadra-
da y la longitud de su lado. Calcula algunos valores para las magnitudes implicadas y registralos

Longitud (m) 1 L5 2

2.5

Area (m2)

a. DPresenta tus resultados en pares ordenados.

contesta las siguientes preguntas:

« ¢En qué intervalos varian los valores de A y I2
« ;Cudl es el valor maximo y cudl es el minimo que podemos asignarle a 2
« ;Cudl es el valor maximo y cudl es el minimo que puede tomar A?

b. Trazala grafica. Silo consideras necesario, calcula otros puntos.

c. Supongamos que la longitud de cada lado de la pared a pintar, mide 4 m. Con esta informacion,

- — -k

Para mostrar como las longitudes de los lados de las
paredes y sus dreas estdn relacionadas, pudiste haber
escrito una ecuacion parecida a, A = I, que en notacioén
funcional seria A(I) = I2, 0 bien y = f(x) = «2. Asimis-
mo, debiste trazar una gréfica parecida a la mostrada a
la derecha.

Area (m?)

16
14
12

10

N B O

>
>

4
Longitud (m)



[INTRODUCCION A LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS e UNIDAD |

Restricciones contextuales

Para establecer los intervalos de valores que pueden tomar las variables de una expresion, se debe tener
en cuenta que existen dos tipos de restricciones: contextuales y matemdticas.

En nuestro ejemplo, para la expresion A(I) = I2 que relaciona el area con la longitud del lado de una
pared cuadrada, hay dos restricciones contextuales: la primera consiste en atender el hecho de que en el
contexto de la tarea planteada, no hay unidades de longitud negativas, por lo que los valores que puede
tomar I s6lo pueden ser los numeros reales no negativos; y la segunda consiste en considerar que la
pared mide 4 m, y por tanto, el valor maximo que puede tomar [ es 4. Ahora bien, aunque no existe un
cuadrado de lado igual a cero, el punto de partida para empezar a generar cuadrados, estd justamente en
1= 0. Por tanto, los valores de [ variaran en el intervalo [0,4]. Este es el dominio de A(1) = I2

Para determinar el intervalo en el que varian los valores del drea, consideramos los valores de A,
obtenidos al sustituir en la férmula del drea, los valores extremos del dominio tal y como se muestra a
continuacidn:

Si evaluamos el drea para cada extremo del intervalo de 1, ext:ii?cfzsd el Valorecsisfitremos
obtenemos: paral=0,A=0;sil=4,A =22 =4. Ademais se 0 A(0)=02=0
debe considerar que tampoco hay unidades de drea negativa. —
Por tanto, los valores de A, estaran en el intervalo [0, 16]. 4 A(4)=4=16

Al afirmar que I s6lo toma valores del intervalo [0, 4], y I'sélo toma LA s6lo toma
que A sélo lo hace de [0, 16], estamos estableciendo restric- valores de [0, 4] | valores de [0, 16]

ciones contextuales. Este es el rango de A(1) = I2

Realiza la siguiente actividad para que puedas consolidar estas ideas.

Actividad 16

1. Laexpresion d = 30t describe la relacién que existe entre la distancia recorrida y el tiempo trans-
currido, de un mévil que parte del reposo con movimiento rectilineo a una velocidad constante
de 30 m/s. Si el mévil se mueve desde un punto A hacia un punto B que se encuentra a 180 m de
distancia de A, contesta las siguientes preguntas:

Atendiendo las restricciones contextuales de esta situacion:
a. ;Cudl es el valor méximo y cuél es el minimo que podemos asignarle a d?
b. ;Cudl es el valor méximo y cudl es el minimo que puede tomar ¢

2. Un objeto se suelta en caida libre desde una altura de 30 m. La distancia recorrida d en metros
por dicho objeto depende del tiempo  en segundos transcurrido segn la férmula d = 4.9¢2.

Atendiendo las restricciones contextuales de esta situacion:
a. ;Cudl es el valor maximo y cudl es el minimo que podemos asignarle a d?
b. ;Cudl es el valor maximo y cudl es el minimo que puede tomar d?

Restricciones matematicas

En la seccién 1.2 al abordar la extension de la curva en «, estudiamos este tipo de restricciones. Re-
cordemos que las restricciones matematicas surgen a partir de como se definen las operaciones de los
numeros reales y sus propiedades. Por ejemplo, el cero no tiene inverso multiplicativo, por tanto, una
expresion que se encuentre en el denominador de una fraccién debe ser distinta de cero; no es posible
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calcular la raiz cuadrada de un niimero real negativo. Asimismo no es posible calcular la raiz cuadrada

. . , .y 1 .
de un numero real negativo. Asi, en la expresion y = = la variable x no puede valer cero, puesto que la
division por cero no estd permitida; también, en la expresiény = \x, debido a que ningiin nimero real
negativo tiene raiz cuadrada, la variable x, sélo puede tomar valores del intervalo [0, +o0).

Determinacién del dominio de una funcién a partir de su expresion

El procedimiento para determinar el dominio de una funcidn a partir de su expresion algebraica, es el
mismo que se aplicé en la determinacién de la extension de x. Dichos procedimientos pueden clasifi-
carse en tres casos:

Caso 1. Funciones racionales

Para encontrar restricciones en funciones racionales, el paso basico consiste en igualar al denomina-
dor con 0y resolver la ecuacién resultante.

Caso 2. Funciones raiz cuadrada

Para encontrar restricciones en funciones raiz cuadrada, el paso basico consiste en establecer la can-
tidad bajo el radical como mayor a 0, y resolver la desigualdad resultante.

Caso 3. Funciones polinomiales.

Si la funcién es un polinomio, es decir una funcién de la forma f(x) = a, + a;x + a2x2+... + a,x"
(donde a, a, ... a, son constantes y n un entero no negativo), el dominio esté conformado por el con-
junto de todos los numeros reales R.

Rango

Una vez determinado el dominio de la funcién de interés, y considerando que el rango se va confi-
gurando conforme usamos valores del dominio, aqui orientaremos a que el rango se determine a partir
del grafico de la funcidn. Sila grafica de la funcién se traza usando algin software o calculadora gréfica,
también el dominio podria obtenerse de la grifica y en todo caso la determinacién analitica de éste,
serviria como comprobacién y explicacion.

Determinacién del dominio y rango a partir de una gréfica

La ilustracion de la derecha, muestra la posicién 191
del dominio y el rango en la grafica de una fun- A /

cion. /
Observacién: Para la determinacién del rango,
se recomienda trazar la grifica de la funcién con /
la ayuda de un software (preferentemente el Des- ,/
. Ny . Rango
mos), y mediante una proyeccién sobre el eje Y, /
identificar el intervalo que corresponde a dicho
rango.

Dominio
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Ejemplo
:Cudl es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = x + 32

fOA

Solucidn

Esta es una funcién polinomial de la forma: f(x) = a, + a,x. Asi que, no

N

hay restriccién matematica para el dominio; por lo tanto, cualquier nu-

mero real se puede sustituir por x y obtener un real nimero real para y.

Asimismo, de la grafica se observa que el rango abarca todos los valores

-_—
Ny

de y de la recta numérica.

Respuesta: el dominio y rango son todos los niimeros reales R.

Ejemplo
:Cual es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = —x2 + 2x + 22

Solucidn

fix,

Esta es una funcién polinomial de la forma: f(x) = a, + a,x + a,x2, por lo

que, no hay restriccién matematica para el dominio; por lo tanto, cual-

quier numero real se puede sustituir por x y obtener un real numero real

para y.
Para determinar el rango, trazamos la grafica de la funcién y observamos

N

que f(x) < 3. i

Respuesta: El dominio es todos los numeros reales R y el rango es todos

los nimeros reales f(x) tales que f(x) < 3.

Ejemplo
:Cuél es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = -1+ Vx + 3?2

Solucién fix

) 3

Esta es una funcién radical. El dominio de una funcién radical

es cualquier valor x para el que el radicando (la expresion bajo el

signo radical) no es negativo. Esto significa x + 3 > 0, entonces x

> -3. (El signo > nos indica que x también puede ser 0). -4

4 5

Respuesta: El dominio es todos los nimeros reales x donde x >

-3, y el rango es todos los nimeros reales f(x) tales que f(x) > -1.

Ejemplo

:Cuél es el dominio y rango de la funcién de valor real f(x) = X+2,

y+3°

Solucién

Esta es una funcién racional. El dominio de una funcién ra-

cional estd restringido donde el denominador es 0. En este

——

caso, x + 3 es el denominador y este es 0 s6lo cuando x = —

3. Este valor (que corresponde a una asintota vertical) debe | s=====F==1

\:

excluirse del dominio. Para determinar el rango, observa-

Y

mos que hay una asintota horizontal en y = 1, por lo que,

éste valor debe exlcuirse del rango.

Respuesta: El dominio es todo nimero real excepto -3 y

i el e el e e e B e e

el rango es todo numero real excepto 1.




Variables discretas

Ahora veamos otro tipo de dominio y rango. A continuacién se muestra una serie de dngulos formados
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por 1,2, 3,4y S rayos con un extremo comun.

Posicién 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4 Posiciéon S
A R~ Ay~
0 dngulos 1 angulos 3 dngulos 6 angulos 10 dngulos

Si consideramos el nimero de posicién en la serie como variable independiente (valor de entrada), y
el nimero de 4ngulos formado como variable dependiente (valor de salida), podemos crear una funcién
denominada 4ngulos. Una entrada de 1 tiene una salida de 0, ya que la posicién 1 no tiene dngulo (des-
cartando el dngulo llano); una entrada de 2 tiene una salida de 1, ya que la posicién 2 contiene 1 4ngulo;
una entrada de 3, produce una salida de 3 etcétera. El dominio de ésta funcidén se obtiene contando el
nimero de entradas 1, 2, 3, 4, S que identifican cada una de las posiciones en la serie. Las entradas de
ésta funcion son valores discretos, es decir, no son continuos sino aislados (no hay posicién que sea 1.3
0 4.1). El rango es el nimero de 4ngulos en cada posicion. Estos nimeros también son discretos ya que
no hay ninguna posicién que tenga 2, 4, 5, 7, 8, 9 o cualesquier numero decimal de dngulos. Podemos
agrupar ésta lista de valores dentro de llaves (en lugar de corchetes o paréntesis, que indican continui-
dad): Dominio: {1, 2, 3,4, 5}

Rango: {0, 1, 3, 6, 10}

Actividad 17

1. Determina el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a. f(r) = nr b. f(x) = Sa2 +2x - 1 c.h(t)=4/t

e h(x) =\x- 10 Fg(w) = -2 & f6)=3 523

2. Atendiendo restricciones contextuales, determina el dominio y rango de cada una de las siguien-
tes funciones:
a) La funcién g(r) = mr2, que describe el 4rea de una moneda en funcién del radio.
b) La funcién s(t) = 4.9t que describe la caida de una piedra que se suelta desde una torre de 30
m de altura; s es la distancia en metros y ¢ el tiempo en segundos transcurrido al caer.

Nociones para caracterizar funciones

Ademas del dominio y rango, intersecciones con los ejes, simetrias y asintotas, existen otros conceptos

d. f(x) =V1—«2

que nos permiten caracterizar a una funcién.

a. Funciones crecientes y decrecientes
Una funcién f es creciente si los valores de
f(x) aumentan a medida que x aumenta.
Una funcidn f es decreciente si los valores
de f(x) decrecen a medida que x aumenta.
La gréfica de una funcién creciente sube a
medida que nos movemos de izquierda a derecha.

La gréfica de una funcién decreciente baja a medida que nos movemos de izquierda a derecha.

Creciente
Decreciente
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b. Concavidad

La grafica de una funcion es
concava hacia arriba si estd
El?é:agljehralzlsa r?lrori/l:nZsm;ﬁ; Coéncava hacia arriba Coéncava hacia abajo
izquierda a derecha; la gra-
fica es concava hacia abajo

si estd curvada hacia abajo.
Una recta no es concava hacia arriba ni hacia abajo.

c. Maiximosy minimos

Supongamos que p es un punto en el dominio

def: f(a)A

+ ftiene un minimo local en p si f(p) es
menor o igual que los valores de fpara los
puntos cerca de p. ]

+ ftiene un méximo local en p si f(p) es f) >
mayor o igual que los valores de f para los p
puntos cerca de p.

Minimo Mdximo

Ejemplo

. ., ., x—1
Caracteriza a la funcién con ecuacién f(x) =

x—2

Solucién

En el lado derecho, se ha trazado la gréfica utilizando :
Desmos. i
-El dominio es todo R diferente de 2 E \

-El rango es todo ‘R diferente de 1.

-La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2, y una
horizontal en y = 1.

-La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,2) y (2,
+00).

-La funcién es céncava hacia abajo en el intervalo (—oo, \=
2) y céncava hacia arriba en el intervalo (2, +0o). \

\J

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 18 S

- — -k

1. Utiliza Desmos, para graficar las siguientes funciones (denominadas bésicas o elementales):
{/Qc) = ¢ (c es cualquier nimero real); f(x) = x; f(x) = 1/x; f(x) = |x|; f(x) = &% f(x) = &3; f(x) =
x; flx) = 2; f(x) = logx; f(x)= sensx; f(x)= cosx.

2. Caracteriza cada una de estas funciones utilizando las nociones estudiadas.
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Funciones definidas a trozos

Funciones no tienen que ser definidas por una férmula. Por ejemplo, consideremos las siguientes tem-

peraturas maximas diarias en Culiacén:

12

13

14

15 16| 17

Fecha (octubre 2017) 1
Temperatura maxima (°C) [RH

35

36

35

36 1 39| 39

La temperatura es una funcién de la fecha, porque cada dia da lugar a una y sélo a una temperatura
maxima. No hay férmula para la temperatura (aunque dentro de un rango, la funcién puede aproximarse
por una férmula); sin embargo, la temperatura satisface la definicién de una funcién: cada fecha, tiene

una temperatura de salida tnica, relacionada con ella.

Ademds, algunas funciones son definidas a trozos, con diferentes férmulas aplicadas a diferentes
partes del dominio. Aunque funciones que son definidas a trozos pueden parecer extrafas, nosotros las
encontramos en la vida diaria. En nuestro recibo de la luz, podemos ver el consumo como una funcién

definida a trozos segun la cantidad de kilowats-hora.

Consumo ‘ Costo (en pesos) =
(kilowats/h) por kWh 2
1-300 0.583 S

301 -1200 0.726

1201 - 2500 1.768

Excedente 2.802

Ejemplo
Reprtjesenfa la funcién: {y =2,six < .2;
y=2x-2,six 22;

Solucidn

Podemos graficar cada ecuacion en todo su dominio, y posteriormente s6lo

conservar el tramo en el intervalo indicado.

3.00 j

2..50

2.00

1.50

1.00

0.500

0 300

>
>

600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000

Consumo (kWh)

A

= N
N

Asi, en la figura de la derecha, la grafica de la funcién pedida, estd formada a ," T EX
por los dos tramos continuos; los trazos discontinuos, sélo nos indican que 2
inicialmente se trazé la gréfica total sin considerar las condiciones dadas. -24
3
1 3 EJERCICIOS _:r e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia :
o : e FEvidencia: Reporte escrito de resolucion de ejercicios y problemas :
|

e Competencia o atributo a evaluar: 5.3,6y 8 I

1. Dadas las reglas funcionales que aparecen a continuacién, escribe cada férmula en notacién fun- -
cional, identifica la variables dependiente y la variable independiente.

2
a)dz% b) C=2nr

Variable independiente:
Variable dependiente:
Notacién funcional:

Variable independiente:
Variable dependiente:
Notacién funcional:

c) y=5x2+2x

Variable independiente:
Variable dependiente:
Notacién funcional:
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2. Sifesuna funcién de variable real tal que f(x) = Sx + 2, prueba que f(a + 1) + 4 f(a) =25a + 15.

3. A continuacion se te presentan varias expresiones algebraicas. Debes decir, para cada una de ellas, si
se trata 0 no, de una funcién. Explica detalladamente tus respuestas.

3x—2x,six<4

a) flx)=9 0, si4<x<6 b) xa2+)2=9 c) y*=2x-4
2, six>6
e) x=S5 d) y=5 )
iy . x2+1 3
4. Seafuna funcién de variable real tal que f(x) = > ,
a) Calcula f(0), (1), f(-1) yf(0.2)
b) Prueba que f(a) + f(-a) =a® + 1. ! A\
S. Lafuncién festd dada por el grifico de la derecha: i o/ 2 3 4 5 6 X
a) Determina f (0), f(1), f(2), f(4) y f(6) -1
b) Determina el valor de xsi f (x) = 0; f (x) = 1; f (x) = 2; 2
6. Un recipiente cuya forma es la de un paralelepipedo rectan- |
gular se llena con un liquido. Considerando las dimensiones
del recipiente de la siguiente figura: 40 cm
a. Establece una expresion algebraica que nos permita sa-
ber cudl es el volumen del liquido en tanto varia la altu-
ra. /-
b. ;Cuél es el dominio de la funcién? —hI_ 2 em
c. ¢Cudl es el rango de la funcién? _I_ )/
d. Realiza una grafica volumen contra altura. | 40 cm

7. Dadaslas siguientes funciones, determina de manera analitica su dominio, traza sus gréﬁca con ayu-
da de algtn software y determina el rango de la funcién.

a. f(x) =5x2+2x -1 b,g(x)=1/x c. g(x)_3+;c d'f(x):xi:%
e. flx) =V4-x2 f. h(x) = Va2~

8. Complementa la caracterizacion de las funciones del ejercicio anterior indicando: intervalos de
crecimiento y decrecimiento, concavidad, maximos y minimos.

1 4 Graficacion de funciones: método de las transformaciones

En este apartado se estudiard cudl es el efecto en la grafica de una funcién al sumar, restar o multiplicar
una constante por dicha funcién. Este efecto, se convertird en otro método para bosquejar la grafica de
una funcién, que se denomina método de las transformaciones.

Se llama transformacién a toda alteracion de una funcién. Existen tres tipos de transformaciones, a
saber: traslaciones, dilataciones y reflexiones. Para explorar como es la nueva grafica de una funcién una
vez aplicada una transformacion, deberas realizar la siguiente actividad:
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1 » Evidencia: Reporte escrito de exploracion con tecnologia

Actividad 19 W | ¢ Competencia o atributo a evaluar: 5.6

\ / = Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia

Q
9
wn
3
o
7

a. Traslaciones verticales fo

La gréfica de f(x) = x Utiliza Desmos para contestar lo siguiente:
es: -Obtén la graficade g(x) =x + 1,

1 h(x) =x+2,i(x) =x+1,j(x)=x - 2.
-Traza estas graficas en el mismo plano
coordenado de la derecha. - A
-Compara la grafica de la funcién basica -2
con la de las nuevas funciones. Describe y 3
explica lo observado

= N

>
M~

2. Lagréficade f(x) = x2 Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: \ J®) 4
es: -Obtén la grafica de g(x) =2 + 1, >
fx) h(x) =a2+2,i(x) =« -1, j(x)=x2 - 2.
-Traza estas gréficas en el mismo plano
coordenado de la derecha. -
-Compara la grafica de la funcién basica -1
con la de las nuevas funciones. -2
Describe y explica lo observado 3

Conclusion1 | Sices una constante positiva, y y = f(x) es una funcién cuya grafica se conoce, en-
tonces la gréfica de la funcion:
1. y=f(x) + c se desplaza c unidades hacia
2. y=f(x) — c se desplaza c unidades hacia
A este tipo de transformacion, lo llamaremos traslaciones verticales.

b. Traslaciones horizontales

L
=
) &
e~

3. Lagrificadef(x)=x2es: Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: 3
1) -Obtén la grafica de g(x) = (x + 1)2, \ 5 /
() = (v + 22, i) = (x-1)2 2/
()= (x-2)2 '
-Traza estas graficas en el mismo plano B2 90 1 3 3x
coordenado de la derecha.
-Compara la grafica de la funcién bésica
con la de las nuevas funciones. -3
Describe y explica lo observado

Si c es una constante positiva, y y = f(x) es una funcién cuya gréfica se conoce, en-
tonces la grifica de la funcion:

1. y=f(x+ c) se desplaza c unidades hacia
2. y=f(x - c) se desplaza c unidades hacia
A este tipo de transformacion, lo llamaremos traslaciones horizontales.

Conclusion 2
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c. Dilataciones o distorsiones verticales

4. Lagrificadeunciclo  Utiliza Desmos para contestar lo siguiente:

de f(x) =Senxes: -Obtén la grafica de g(x) =2 senxy A
S

fx) h(x)=(1/2) sen«. 3
-Traza estas graficas en el mismo plano 2
> coordenado de la derecha. 1

-Compara la gréfica de la funcién basica \ >

con la de las nuevas funciones. 4 Pl V ° /G/X

Describe y explica lo observado 5
3

1. Sic>1,yy=f(x) esunafuncién cuya gréfica se conoce, entonces la grafica de la
funcién: y = c f(x) se estira verticalemente.

Conclusion 3

2. Si0<c<1,yy=f(x) es una funcién cuya grafica se conoce, entonces la grafica
de la funcién: y = cf(x) se comprime verticalemente.

A este tipo de transformacion, lo llamaremos dilataciones o distorsiones ver-

ticales.
\\y‘

El coef. menor que 1,
comprime verticalmente

2 > x
d. Dilataciones o distorsiones horizontales
S. Lagrafica de un ciclo
f(x) =Senxes: Utiliza Desmos para contestar lo siguiente:
. , \
%) -Obtén la grafica de g(x) = sen (2x),y  f9,
h(x) = sen(%x). 2
X -Traza estas graficas en el mismo plano 1
coordenado de la derecha. \

, 3123456/}(:
-Compara la gréfica de la funcién basica \ \ %
con la de las nuevas funciones.
Describe y explica lo observado

-2

-3

Al multiplicar el argumento por un
f® 3‘\ nimero mayor que 1,
comprime horizontalmente. Hay

Conclusion4 | 1. Sic>1,yy=f(x) esunafuncién cuyagrificase | ditorsisn

conoce, entonces la grafica de la funcién: =
. . P /] .
y =f(cx) se comprime horizontalmente. i \\4>\ SN
. ., , b 1T 9 3IXN4 5] X
2. Si0<c<1,yy=f(x)esunafuncién cuyagrifi- . 4'5_
ca se conoce, entonces la grafica de la funcidén: | 8®|=se(2v) ff) = senx
y = f(cx) se estira horizontalmente. 3
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e. Reflexiones con respecto al eje X

>
P~

6. Lagraficade f(x) =2 es: Utiliza Desmos para contestar lo siguiente: \ Sy

-Obtén la grafica de f(x) = — f(). >

fe) Traza estas graficas en el mismo plano
coordenado de la derecha.

X -Compara la grafica de la funcién basi- 37 T o 1

ca con la de las nuevas funciones.

Describe y explica lo observado -2

N

SN

o

Conclusion5 = 1. Siy=f(x) es una funcién cuya gréfica se conoce, entonces la grafica de la fun-
cion:
y = — f(x) se invierte verticalmente (arriba<—>abajo), es decir, ocurre un re-
flejo con respecto al eje X.

En las reglas anteriores la constante ¢, puede actuar o bien sobre los valores de la funcién (valores de
y), o bien sobre los valores del argumento (valores de x).

Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las y, el efecto es sobre el eje Y, es decir, hacia
arriba, hacia abajo, o efecto vertical.

Ejemplos
Observa:
Solucién /
|
a) et feo | frot |
ll / [/
/
/ x| x | .
/ Il ll -
| flx) =3 ,I f) +1=x3+1 ) F3=x1F8
|
b) feot -t ol
| |
/ |
/ [
7 by iy / by
/ /
[ o= Hfo=rra1 =3T3
| |
I |

Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las x, el efecto es sobre el eje X, es decir, hacia la de-
recha, hacia la izquierda, o efecto horizontal.
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c) o) A Il f -)i‘\ iﬁ/ ) A
[ / |
/ /
/ M x d x
ll f(x) = X3 Il fix * D= +2)3 fix FDH = pa+4)3
| |
1 1
d) CaRD) feod feot |
| | |
/ / /
4 by b b
l L1\ — 2 Vi / N — ~ 3 £4 l — 3
| J(xJ -¥) (X7 JER) TIXEPR)
[ | [
I | 1
Observaciones

1. Uno de los errores mds frecuentes es pensar que si queremos desplazar la gréfica de una funcién
hacia la derecha le debemos sumar un namero positivo (véanse las graficas c). Al sumar un nimero
positivo a la variable independiente, obtenemos un efecto visual de desplazamiento de la grafica ha-
cialaizquierda. Y, por el contrario, al restar un nimero positivo a x, la grafica se desplaza ala derecha
(véanse las gréficas d). Reflexiona y explora con una tabulacién, sobre el por qué de este fenémeno.

2. El orden adecuado en que deben efectuarse | Por ejemplo: funcion bésica f(x) = x2.
las operaciones es de dentro hacia afuera; pri- | La transformacion, f(x + ¢) = (x + ¢)?, afecta alos
mero lo que esté adentro del paréntesis con x | valores x.
y después lo que esté con y. La transformacién, f(x) + ¢ = 22 + ¢, afecta a los
valores y.
Ejemplo
Dibuja la grafica de g(x) = (x — 3)2 — 2, a partir de la grafica de la funcién basica f(x) = x2.
Solucion

La transformacién, f(x + ¢) = (x + c)?, afecta a los valores x.
La transformacion, f(x) + ¢ = 2% + c, afecta a los valores y.

Efectuando primero lo que estd dentro del parén- A continuacion, consideramos el -2 que afecta los
tesis con x, desplazamos 3 unidades hacia la dere-  valores y, desplazando la gréfica tltima, dos unida-

chala gréfica de f(x) = x2. des hacia abajo:
VEN | fo, ,
\ \ " 1 ‘\ l’
L3 h L3 A Mx-3)=(x-3)2
\ A / \ ; /
. 2 2 v 2 \7 2
Six) =x Vo ’ S =x? ‘\ 1 l\ ‘\ )
\ 4 \ , U

£ e B Y 377 X
1 Sfx-3)E(x43)2 1 \<

13)-2=(x-3)2-2
S , \ fix13)-2=(x-3)
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i el B R e

I e Aspecto a evaluar: Actividad de evaluacion intermedia
1 o 4 EJERCICIOS | o Evidencia: Reporte escrito de resolucidn de ejercicios y problemas
| o Competencia o atributo a evaluar: 5.3, 6y 8 I

1. Consideralagrafica de f(x)=|x|. Traza mediante transformaciones las gréficas de las siguientes fun- |

ciones:
a. g(x)=-2+|x +2| b. h(x) =3+|x - 2| c.i(x)=—|x+1| d.j(x)=-2|x—1| +4

2. Considera la grafica de f(x)= 3. Traza mediante transfromaciones las gréficas de las siguientes
funciones:
a.g(x)=-3+(x+3)3 b.h(x)=(x-3)3+1 ci(x)=—(x+3)3+5

3. Considera la grafica de f(x) = Vx. Traza mediante transfromaciones las graficas de las siguientes
funciones:

a.g(x)=Vx-5 -2 b.h(x) =Vx+1+3 ci(x)=-Vx-5-2

4. Considerala grafica de f(x) = + - Traza mediante transformaciones las graficas de las siguientes fun-

ciones:
afx) = )=ty cfle) =gy 2 d.fw) =525 -1
' x+3 ' x—3 ' x+3 ’ x—3
S. Considera la grafica de f(x)= sen x. Traza mediante transfromaciones las graficas de las siguientes
funciones:
a.g(x)=-2+senx b. h(x) =3sen x c.i(x)=sen(x+1) d.j(x)=sen(x+1) -3
6. Considera la grafica de f(x) = cos x. Traza mediante transfromaciones las gréficas de las siguientes
funciones:
a.g(x)=-2+cosx b. h(x) =3cosx c.i(x)=cos(x+1) d.j(x)=cos(x+1)-3

7. Utiliza el Desmos para graficar cada una de las ecuaciones anteriores. Compara estas graficas con las
que ya habias obtenido. Si hubo diferencias, reflexiona sobre posibles errores u omisiones.

8. Determina la féormula de cada una de las siguientes funciones que tienen las graficas mostradas.

S0 S0
a) 5 A b) ‘ 5 A ,
Vo

3 3

[ a\ )

=Y

flx) = flx) =

Justificacién de la respuesta Justificacién de la respuesta




[INTRODUCCION A LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS e UNIDAD |

1 Familia de funciones: un antecedente para la
’ modelizacion de fendmenos del mundo real

Es util agrupar funciones en familias con patrones de cambio similares porque estas funciones, y las
situaciones que ellas modelan, comparten ciertas caracteristicas generales. Entre estas familias tenemos,
las funciones lineales, funciones cuadraticas, funciones exponenciales, funciones logaritmicas, funcio-
nes trigonomeétricas, entre otras. En esta seccion explorards lo relativo a estas cuestiones.

La perspectiva de covariacién y la
perspectiva de correspondencia

El objetivo de trabajar estas perspectivas, es desarrollar una estrategia que nos permita determinar la
expresion algebraica de una funcidn a partir de su representacion tabular. Esto se explicard a través de
los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla:

Solucion a. ;Qué implicaria examinar la relacion representada en la tabla des-
de una perspectiva de correspondencia?
Una perspectiva de correspondencia de la funcién, centra la atencidn, so-
bre una asignacion de un conjunto a otro. Desde esta perspectiva, nos
movemos desde los argumentos (valores de la variable independiente)
hacia las im4genes (valores de la variable dependiente). En simbolos, te-
nemos la asignacion: x —>y que se traduce en:

0O\ b O

RN P V||~ O

-~

%)

0—0, 152,24, etc.

X J La perspectiva de correspondencia trabaja de la siguiente manera:
0 0 :Coémo encuentro y a partir de x? y x
1 2 :Qué hacer? Descompongamos los valores d l
2 4 de y en factores, tratando de que estos 0=2x0
3 6 valores y aparezcan en funcién de x. 2=2x1

. o 4=2x2
4 8 Concluimos que: y = 2x 6= 2%3
X & Asi, esta perspectiva nos ha permitido encontrar 8 = 2x4

la representacion simbdlica de la funcién dada, y=2x

a saber, y = f(x) = 2.

b. ;Qué implicaria examinar la relacion representada en la tabla desde una pers-
pectiva de covariacién? Esto, lo analizaremos a continuacién:

Una perspectiva de covariacién enfoca sobre patrones basados en cémo dos variables
cambian simultdneamente. Esto significa, que debemos observar los cambios cuantitati-
vos en cada una de las columnas de la tabla. Asi pues, desde la perspectiva de covariacién
nos movemos y observamos cambios en los valores, primero de un valor de x, hacia otro
valor de x, y posteriormente hacemos, lo mismo para los valores de y.
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Solucién Uno podria observar que conforme aumentan los valores de x|y
x, también aumentan lgs de y. Especificamente, si x aumenta ;| 0 | 0 P +2
en 1, los valores de y se incrementa de manera constante en 2. - 1 2
+ +2
Atencidn: Este patron especifico exhibido por la funcién de Ay 2 | 4 P
la tabla de un aumento aditivo constante en valores de sali- 3 6 +2
da, es caracteristico de las funciones lineales. Mas adelante se ~ +1{ 4 | 8 +2
abundara al respecto. 5
Para futuros andlisis, es conveniente establecer que esta can- xLE
tidad en que cambian las salidas, son diferencias entre cada
valor de salida y su predecesor, a saber: 2 - 0=2; 4 -2 =2; o
6-4=2;8-6=2. y =flx)=2x
Comparando estos resultados con la expresion y = f(x) = 2x,
encontrada con el enfoque de correspondencia, puede obser-
varse que el aumento aditivo constante de +2, en los valores de
salida, es el coeficente de x en la ecuacién de la funcién (aun-
que debe aclararse, que esta coincidencia sélo es posible silos
valores de x aumentan en una unidad).
x )
Ejemplo 2 0 |3
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla: 1 6
2 12
Solucion a. Perspectiva de correspondencia y X 3 | 24
\
X ¥y | :Coémo encuentro y a partir de x? 3= 32 4 | 48
;Qué hacer? Descompongamos _ 5 ;2
0 3 | ;:Qué hacer? Descompong 6= 3x2=3x2l X %
1 6 | los valores de y en factores, tra- 12 = 3x2x2 = 3x22
> | 1o te.lr,ld(é de que aparezcan en fun- 24 = IXIXIKD= IX23
3 | g4 | CORCEX 48= 3x2x2x2x2 = 3x24
4 | 48 El valor inicial de y puede
escribirse: 3 = 3x20
x &2

b. Perspectiva de covariacion

Puede observarse que, si x aumenta en 1, cada valor de y es
2 veces el anterior.

Atencion: Este patron especifico exhibido por la funcién
de la tabla de un aumento multiplicativo constante en va-
lores de salida, es caracteristico de las funciones exponen-
ciales. Mds adelante se abundard al respecto.

Comparando estos resultados con la expresion y = f(x)
= 3x2%, encontrada con el enfoque de correspondencia,
puede observarse que el factor por el que se multiplica un
valor de y para obtener el siguiente, es la base del exponen-
te x de la ecuacién de la funcidn, y, el valor de y cuando x
es 0, es coeficiente de dicha ecuacidn.

Concluimos que: y = 3x2*

X J
1 6 = 5
X
T B2
+1 \]/ 3 24 x2
A4 a8 | g
x $?
5
Y =fix) =3x
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Ejemplo 3 x Y
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla: 0 0
1 1
Solucion a. Perspectiva de correspondencia ) 4
, i de x? " 3.9
X y :Cémo encuentro y a partir de x? N
0 0 ¢{Qué hacer? Descompongamoslos  _ 2 4 | 16
valores de y en factores, tratando de _ _2 x ;2
1 1 y 1= 1xl=1 ¢
5 | 4 que aparezcan en funcién de x. 4= 2Ix2 =22
= X3 = 2
3 9 9= 3x3 32
1 | 16 16 = 4x4=4
Concluimos que: y = x?
x $?
b. Perspectiva de covariacion
En esta funcién, un primer andlisis de covariacién (pri- ¥ y
meras diferencias), no proporciona mucha informacién; 0 0
una estrategia es hacer un segundo andlisis (segundas +1 ) ) P + P +2
diferencias) , ¥ en este caso, encontramos un aumento 4 N P +3
aditivo constante en los valores de salida. - 2 4 +5 P *2
+
Atencion: Este patron especifico exhibido por la fun- 19 3 2 +7 P*’Z
. . . +
ciéon de la tabla de segundas diferencias constantes, en 4 116
valores de salida, es caracteristico de las funciones de se- x | §?
gundo grado. Mas adelante se abundara al respecto.
Para esta funcion, la perspectiva de covariacién s6lo nos ha permitido concluir que esta
funcién es de segundo grado. Una vez establecido el modelo general de estas funciones,
ésto sera de gran ayuda.
Ejemplo 4 X b
Determina la expresion algebraica de la funcion representada en la siguiente tabla: 1 3
2 | 3/2
Solucidn a. Perspectiva de correspondencia 3 1
y :Como encuentro y a partir de x? Xy 4 3/4
3 :Qué hacer? En este caso, no parece que \! 5 |3/§
3/2 proceda la descomposicion de los valo-  1x3 =3 X 2

3/4

3/S

RN AW~ R
—

res de y en factores. Debes considerar 2x3/2=3
este caso especial de comportamientode  3x1 =3

las variables, que viene dado por:
xy=3;0bieny=3/x

4x3/4 =3
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Solucién b. Perspectiva de covariacion x y
Puede observarse que, si x aumenta, y disminuye. > 1 3 o
(%]
.z . ; s .y 3
Atencioén: Este patron especifico exhibido por la funcién de @ 2 |3/2 §
la tabla de que mientras x aumenta, y disminuye, es caracteris- & 3 1 <
tico de las funciones inversas. Las funciones inversas son del 4 | 3/4
tipo: 5 1 3/5
xy =k; o bieny = k/x x 2

La tabla de la derecha, esla misma del ejemplo 1. En dicha tabla, se debe tener en cuenta

x
que los valores de x, aumentan en una unidad. Bajo esta circunstancia, el aumento de 0 g
2 unidades en los valores de y, provoca que la expresion de la funcién sea y = f(x) = 2x.
1 2
Ahora, para esta misma funcién, supongamos que sélo conocemos los valores dados 2 | 4
en la siguiente tabla:
3 6
x y Debes convencerte que esta tabla representa a la 4 8
isma funcion del ejemplo 1 i6n al i- ;
" 0 0 P 4q  Mismafuncién del ejemplo 1 cuya expresion algebrai x| 2
) 4 cases: y = f(x) = 2.
+4 . . .
24 4 8 P Contrario a lo sucedido en la tabla anterior, el aumento en los valo-
2y 6 L P +4  res de y, no coincide con el coeficente de x en la expresion algebraica.
, Esto sucede porque los aumentos en los valores x, no son unitarios.
: x

Sin embargo, podemos razonar de la siguiente manera:
y =flx) = 2x six aumenta +2, y aumenta +4

six aumenta +3, y aumenta +6

six aumenta +4, y aumenta +8

six aumenta +1, y aumenta +2.

Nos interesa lo que pasa con el aumento unitario de x, porque esto nos proporciona el coeficiente
que lleva x en la expresion algebraica. Sin embargo, observamos lo siguiente:
4.6_8_2_,
2 3 4 1
Estas razones formadas entre la cantidad en la que cambian los valores y, y la cantidad en la que cam-
bian los valores x, es precisamente el valor del coeficiente de x en la expresion algebraica de ésta funcién.
Estas razones son de gran importancia al clasificar las funciones, por lo que reciben el nombre especial

de razones de cambio.

La idea de razén es central para el trabajo que hacemos en el andlisis de situaciones funcionales.
La descripcién de razones de cambio en una relacién funcional puede proporcionarnos informacién
importante acerca de una situacién. Antes de estudiar razones de cambio, estableceremos la siguiente
definicion:

La variacién o cambio de una funcién en un intervalo, representa el aumento o disminucién de la
funcién en los extremos del intervalo. Estudia los siguientes ejemplos.
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Ejemplo1
Actualmente, Carlos mide 1.80 m de estatura, y hace 10 aios tenia una estatura de 1.45 m.
a. ;Cuénto ha cambiado la estatura de 10 afios a la fecha?

Solucidn

En esta actividad se observan dos variables: estatura y tiempo. Se pide medir un cambio en la variable
estatura al cambiar el tiempo. Asumiendo que estamos en el 2017, la variable tiempo toma valores en el
intervalo [2007, 2017], y la estatura varia en el intervalo [ 1.45, 1.80].

Sialavariable estatura la denotamos como e, su valor inicial puede simboluizarse como e;y su valor final
como eg; entonces el cambio de esta variable puede medirse por la diferencia:

e e;=Ae

En donde Ae representa el cambio de la estatura, y, segtin la informacioén proporcionada, este cambio es:
Ae=¢; — ;= 1.80 — 1.45 = +0.35 metros.

De la misma manera, si a la variable tiempo, la denotamos como ¢, y a su valor inicial y final como t; y t;
respectivamente, entonces el cambio de esta variable t, se mide por la diferencia:

t—t,= At

En donde At representa el cambio en el tiempo, y, segun la informacién proporcionada, este cambio es:
At= t(—t,=2017 - 2010 = +10 anos.

Tiempo | Estatura

2007 145
+10 +0.35
e ( 2017 1.80 >

Valor final menos

valor inicial: 2017 - 2010 = +10 Valor final menos
valor inicial: 1.80 - 1.45 = +0.35

Entonces la respuesta a la pregunta es: La estatura de Carlos tuvo un aumento de 0.35 m en 10 anos.

A continuacién determinaremos los cambios en variables a partir de la grafica y regla de una funcién.

Ejemplo 2 25
Si desde una torre de 30 m de altura se deja caer una piedra, dicha

caida libre se describe por la formula s(t) = 4.9¢2, en donde s esla dis- 3 20 /
tancia que cae el cuerpo en metros, y t el tiempo en segundos trans- £ s(t) =/4.9¢2
currido al caer. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedraentre 1 £ 5
%]
y 2 segundos? /
Solucién 10

A partir de la gréifica, se puede observar que el cambio en la distancia
de caida de la piedra entre 1y 2 segundos, es aproximadamente:

As=s;—5=196-5=146m >
Este resultado es aproximado y puede variar de una persona a otra. 0 ! 2 3
. . . . t (segundos)
Sin embargo, si utilizamos la férmula que modela a este fendmeno, a
saber, s(t) = 4.9£2, se obtendria un resultado mas preciso. Para dicho
célculo, necesitamos recordar coémo debe evaluarse una funcién a través de su regla y aplicar la siguiente
expresion para medir el cambio: As=s(2) —s(1)
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g Sis(t) = 4.9¢2, entonces:
£ s(1)= 49(1)2=49
" / s(2) = 49(2)2=49(4) = 196

s2) |ps=s2)-s()  As=s(2)-s(1)=19.6-49=147

Esto significa que un objeto en caida libre, recorre
5 I 14.7 metros entre los segundos 1y 2.

s(1)
|
o 1 2 3

t (segundos)
Ejemplo 3
Determina el cambio de la funcién y = x2 + x en los intervalos: a. [0,1], b.[2,4].
Solucién a.[0,1] Ay =y~y,=y(1) - y(0)
=(02+0) - (1241)=0-2=-2
b.[2,4] Ay =y;—y;=y(4) - y(2)
=(42+4)-(22+2)=(16+4) - (4+2) =14
Actividad 20

1. Considerando la informacion del ejemplo 2, contesta las siguientes preguntas:
a. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedra entre 0 y 2 segundos?
b. ;Cudnto cambia la distancia que cae la piedra entre 0 y 3 segundos?

2. Determina el cambio de la funcién y = x2 + 3x — 2 en los intervalos indicados:
a.[2,4]; b.[-2,0]

Recordemos que la covariacidn trata sobre los cambios simultineos entre variables. Al analizar re-
presentaciones tabulares, esto se manifesté observando cambios tanto en los valores de x, como en los
de y. En el caso de caida libre, evaluamos la distancia recorrida por un objeto respecto a cierto intervalo
de tiempo. La idea que ahora necesitamos fijar, es que esta variacién simultanea entre dos variables, es
conveniente que se establezca para valores unitarios de los valores de entrada. Por ejemplo, si un auto-
movil recorre 200 km en 2 horas, lo mds comun, es que reportemos lo que recorre en 1 hora. Para ello,

distancia

establecemos la razén: ———— y obtenemos:
tiempo
distancia _ 200km 100 km
tiempo ~ 2horas = 1horas

Esta razén se escribe simplemente como 100 km/hora. Asi, cuando hablamos de velocidad, nos es-
tamos refiriendo a una razén: la razén distancia con el tiempo.

Volviendo al ejemplo 1, si sabemos que Carlos crecié 0.35 m en 10 afios, ;cudnto crecié Carlos por
ano? La respuesta la obtenemos planteando la razén:

Cambio en estatura _ 0.35m
Cambio en tiempo ~ 10 afios

=0.035 m/afno
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Hemos planteado una razén de cambio. Una razén de cambio nos permite ver cémo una variable
cambia con respecto a otra variable, es decir, es un cambio relativo. En la situacién planteada, la estatura
de Carlos cambi6 con respecto al tiempo, a razén de 3.5 cm por ano. Esto no significa que Carlos cre-
cié 3.5 cm cada ano. Pudo crecer més al principio y luego dicho crecimiento pudo haber disminuido y
después aumentar; pero en promedio se dio un crecimiento en la estatura de 3.5 cm por afio. Debido a
esto, realmente estamos calculando una razén de cambio promedio. Sin embargo, con frecuencia sélo
usaremos "razén de cambio" en vez de "razén de cambio promedio".

Podemos entonces, definir razén de cambio de la siguiente manera:

Razén de cambio, es el cociente entre el cambio en la variable dependiente (valor de salida) divi-
dido por el cambio en la variable independiente (valor de entrada).

Ay Cambio en valor de salida  Ygnal ~ Vinicial

Ax — Cambio envalor de entrada — Xfual = Xipicial

Razdn de cambio =

= Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i * Evidencia: Trabajo colaborativo
|
|

Actividad 21 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
1. Un vigi.lante de un parque mide.la profund.idad del agua en un }ago Dia | Profundidad del i
en el mismo sitio durante un periodo de varias semanas y registré los lago en metros
resultados en una tabla:
a. ;Cual fue el cambio en profunidad desde el dia 7 hasta el dia 142 7 1529
. ¢Cudl fue el cambio en profundiad desde el dia 14 hasta el dia 282 14 15.43
c. ;Cudl fue larazén de cambio promedio en profunidad desde el dia7 | 28 15.57
hasta el dia 14? ;Desde el dia 14 hasta el dia 28? ;Desde el dia 7 hasta | 35 15.71
el dia 422 4, 15.85

En notacién funcional, decimos que, dada cualquier funcién f (de valor real) definida en un interva-
lo [a, b], 1a razén de cambio promedio de esta funcién sobre el intervalo, es el cambio en el valor de la
funcién de a a b dividido por lalongitud del intervalo de a a b.

Debido a que el cambio en el valor de la funcién entre a y b es f(b) — f(a) y la longitud del intervalo
deaabesb-a,larazén promedio de cambio sobre el intervalo [a, b] es:

Ay _ f(b) —f(a)
Ax b-a

Razo6n de cambio =

Sfix)

En un escenario gréfico, con frecuencia describimos este cam- Ayl (b, (b))
bio en la variable dependiente dividido por el cambio en la inde-
pendiente como “elevacién sobre avance”, que es la pendiente de la ys
recta a través de (a, f(a)) y (b, f(b)) tal y como se muestra en la

figura de la derecha.

—
&
=

Sb) - fla)

elevacion

avance
b-a

fla) -

"Elevacién" corresponde al cambio vertical en la gréfica (cam- (a, fia))
bio en y), en contraste a un "avance", que corresponde a un cam- !
bio horizontal en la gréfica (cambio en x). 4 b

<Y
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|

|« Evidencia: Trabajo colaborativo :
|

| I

Actividad 22 - Gamrecse sz sHim s
El drea A de cualquier cuadrado es funcién de su A :
lado 'y esta dada por la férmula A(1) = I2. Si ] crece, 16 '
entonces el drea también crece. 14

a. ¢(En cudl de los siguientes intervalos crece con

mayor rapidez el drea del cuadrado? *

a.1 Cuando ! cambia de 0 a 1 metro. E 10 /
a.2 Cuando [ cambia de 1 a 2 metro. ki

a.1 Cuando ! cambia de 2 a 3 metro. = /

8
6

b. ;Larapidez conla que crece el drea es constante A /
2 A

o también cambia?

—e >

4
Longitud (m)

Larazén de cambio de una funcién es un medio importante para describirla. La funcién que presen-
tala razén de cambio de manera mds explicita, es la funcién lineal.

Funciones lineales

Si definimos geométricamente a las funciones, es decir, si atendemos la clase de gréfica que tienen, en-
tonces, una funcion es lineal si su grdfica estd sobre una linea recta. Como consecuencia de este hecho, las
funciones lineales tienen otra caracteristica relacionada con las razones de cambio.

Recordemos la situacion del avién que vuela a 900 km por hora. La siguiente tabla ilustra el compor-
tamiento de esta funcién bajo un enfoque de covariacién.

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1  +1 +1  +1
NN NN
t (tiempo transcurrido en horas) Y] 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

d (distancia recorrida en km) 0 /900/1800/2700/3600/4500|5400/6300/7200|8100 9000

\S SIS\ ST\ S\ T\
+900 +900 +900 +900 +900 +900 +900 +900+900

Los valores en la tabla indican que por cada incremento en el tiempo de 1 hora, la distancia que reco-
rre el avion desde el punto de partida aumenta 900 km. La razén de cambio es:

900-0_ 1800-900 _2700-1800 = _ 90

0
1-0 2-1 3-2 71 =900

Observacion. Para ésta representacion tabular de la funcién, el aumento aditivo constante de 900,
en los valores de salida, es igual a la razén de cambio; sucede asi, porque los valores de entrada, aumen-
tan en una unidad.

Esta razén de cambio también puede calcularse con pares de valores no consecutivos; por ejemplo:
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S-2=+3 10-6=+4
S a
t (tiempo transcurrido en horas) i\ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
d (distancia recorrida en km) 0 /900/1800/2700/3600/4500 5400/6300/7200/ 8100 9000
\_/V
4500 - 1800 = +2700 9000-5400=+3600
4500 - 1800 _ 2700 _
s5-2 3 000
9000 - 1800 _ 3600 _
10-6 ~ 4 900

Ciertamente, las funciones lineales, se caracterizan por tener un aumento aditivo constante; pero,
ésto puede apreciarse sélo cuando los valores de entrada cambian de manera uniforme. Por ejemplo, la

tabla anterior, bien podria consistir de los siguientes valores:
5-2=43 10-6=+4
/\ P 4

7

t (tiempo transcurrido en horas) Y] 1 2 S 6 10

d (distancia recorrida en km) 0 /9001800 450054009000
N—" N——
4500 - 1800 =+2700 9000 - 5400 = +3600

En esta presentacion, no se aprecian aumentos constantes, pero tenemos en todos los casos, razones
de cambio es 900. A partir de estos resultados podemos establecer el siguiente patron:

Funciones lineales estdn caracterizadas por una razén de cambio constante

. . , . , 4000
Para visualizar la razén de cambio en una gra-
, L 3500 Aty — 9005
fica, recordemos la gréifica de esta situacion del T T A Erevacic
. , ., 3000 levacion
avion. En tal gréfica, formamos tridngulos conun ¢ :’ [(+900)
segmento horizontal que llamaremos “avance” (la ¥ 2500 e e
. . S A
diferencia entre dos valores x), un segmento ver-  § 2000 /|
tical que denominaremos “elevacién” (la diferen- T 1500 / Eleyacion
. (#1800)
cia entre dos valores y), y un segmento de larecta  § 4 R
. .z . . 5 0
misma. Tridngulos como éstos, se denominan 100 >
.z . 7 .7 50Q vancge (+2)
tridngulos de pendiente, y a la razén elevacion/ /
avance, se le denomina pendiente de la recta, y se >

0 1 2 3 4 X

representa con la letra m. tiempo transcurrido (horas)

_ Elevacién _ 1800 _ 900

pendiente = m = Avance = 3 7= 900

Ademas, puede observarse que, lo que hemos denominado "elevacién", corresponde a un cambio ver-
tical en la gréfica (cambio en distancia), en contraste a avance, que corresponde a un cambio horizontal
en la grafica (cambio en el tiempo). Entonces:

pendiente = m = Razén de cambio = —ﬁ% = fb) :_‘fl(a)

Observaciéon. Aunque utilizamos el término “elevacién’, esta “elevacion” es negativa cuando la incli-

nacion de la recta es hacia abajo; en contraste, asumimos que “avance” siempre es positivo.

Recta con pendiente
positiva

—
Avance (+)

Elevacién (+) Recta con pendiente

negativa Elevacion (- )

Avance (+)
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Funciones de variacion directa

El ejemplo anterior de la situacion del avion, es una funcién lineal puesto que su grafica estd sobre una
recta. Pero ésta funcién en particular, tiene otra caracteristica especial: pasa por el origen. Funciones
como ésta se denominan funciones de variacidn directa, y, se dice que las variables involucradas, varfan
directamente proporcional. La variacion directa puede definirse en términos de variable de la siguiente
manera

Se dice que la variable y es directamente proporcional a la variable x si: y = kx

En el ejemplo mencionado, “la distancia recorrida por el avion varia directamente con el tiempo
transcurrido segtn la férmula d = 900t 6 y = 900x.

En términos de funciones, una variacién directa, es y 4 y=fx) = kx
una funcién, donde la razén entre un namero y del ran- (%50 15)
go (nimero de salida) y el correspondiente ntimero x del
dominio (ntimero de entrada), es la misma para todas las (xy, 74) T AN S

parejas de la funcién.
Es decir, si (x,,,) v (x5, y,) son cualesquiera dos pares 1 |

ordenados de la funcién, entonces, se cumple que: O0(0,00— x,—- x
X2

ylzkxl_)yl/xlzk 7 y
¥, = kx,—> y, /x, = k, entonces: x—ll = x—i
Y A

Esta es la bien conocida regla de tres. /
Para encontrar la expresion algebraica de la funcién en v Plx, y) = P(x, fix))
términos de m, consideremos la figura de la derecha en la c(1, m) 1
que uno de los puntos tiene por coordenadas (1, m), y el Y
segundo punto tiene coordenadas genéricas (x, y): m |
B

>y

Puesto que los tridngulos OAC y OBP son semejantes, O(0,0k— 1 —A
q Y mg y )

se cumple que: - =—7-

Resolviendo para y, obtenemos: y = mx. O bien: f(x) =mx

Estas son las férmulas de las funciones de variacién directamente proporcional.

A continuacion, averiguaremos la férmula para aquellas funciones que son lineales pero no son de

Férmula de las funciones lineales

Funciones lineales son utiles para modelar muchas situaciones del mundo real. La siguiente actividad

variacion directa.

explora una situacién de este tipo:

Actividad 23

Un vendedor de uniformes, paga $ 26,250 por la compra de 100 uniformes grabados con las inicia-
les de quien lo compra, y vendera a $350 cada uniforme. (a) Describir en palabras la relacién entre
ganancia'y el niimero de uniformes vendidos; (b) ;Qué patrones puedes encontrar en la manera en la
cual una cantidad varia en relacién con la otra cantidad?; (c) Escribe una regla o expresién para esta
relacién; (d) Utiliza un software dindmico para trazar la gréfica de esta funcién; (e) Traza sobre la
grafica al menos dos tridngulos de pendiente y utilizalos para comprobar que la razén de cambio es
constante.
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Ganancia (total), es una funcién del nimero de uniformes vendidos y se determina por el ingreso de
vender n uniformes a $350 la pieza, menos el gasto del vendedor ($26250) al comprar 100 uniformes.
Puesto que se empieza con una deuda inicial (inversién) de $26,250.00, podemos establecer que al te-
ner 0 uniformes vendidos, la ganancia es de -$26,250.00, y, a partir de ese momento, por cada uniforme
vendido, se ird reduciendo esa deuda en $350.00, hasta llegar a un punto en que realmente empiece a

haber ganancias.
+t1—>» +1—> +1—> +1—> +1—> +]1—> +1—> +]1—>+]1—> +]1—>

Uinitformnes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vendidos (#

CELELGERTENN 26250 -25900|-25550-25200|-24850 -24500 -24150|-23800-23450|-23100|-22750
~— I VI VI —VV IV VI VDI V75 ———r
+350 +350 +350 +350 +350 +350 4350 +350 +350  +3S0

Por cada uniforme vendido, la ganancia se incrementa en una cantidad constante de $350.

AG _ Cambioen G _ 350 _ 350
An ~ Cambioenn = 1 ~

La razén de cambio es: Razdén de cambio =

En la siguiente tabla vemos valores de G, para incrementos de n (uniformes vendidos) distintos de 1.
+10 = +10 = +10 = +10 = +10 = +10 = +10 = +10 = +10 —> +10 —>

Uniformes

. 0 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100
vendidos (1)
Ganancia (G) -26250|-22750 (-19250-15750 | -12250 | -8750 | -5250 | -1750 |+1750|+5250| +8750

S——— T— T— T— T — T — — — —— ~—
+350 +350 +350 +350 +350 4350 +350 +350 +350  +3S0

En esta tabla, se aprecia que la ganancia aumenta por una cantidad constante de $3500 por cada
aumento en 10 en el numero de uniformes vendidos. Entonces:
AG _ Cambioen G _ 3500
An ~ Cambioenn ~— 10

Observacion. En la tabla que considera variaciones unitarias de 7, las diferencias entre valores de G
son iguales a la razén de cambio (350 =350/1). Sin embargo, en la otra tabla con variaciones en n dis-
tintas de 1, las diferencias (3500), no son iguales a la razon de cambio que sigue siendo 350. Las razones
de cambio de una funcién, son razones, no diferencias.

Razdén de cambio = =350

Para encontrar una expresion algebraica que relacione ganancia con numero de uniformes vendidos,
debemos tener en cuenta dos cuestiones: primero, por cada uniforme vendido, el grupo recibe $350.
Esta idea se puede representar con 350n. Segundo, esta expresion no tiene en cuenta los $26250 de
deuda por comprar 100 uniformes; por tanto, necesitamos incluir -$26250 en la regla de la funcién,
quedando como, G(n) = 350n — 26250.

A continuacién se presenta una parte de la grafica de esta funcién sobre la que se han trazado dos
triangulos de pendiente:

A

10000

90,5250] |
— 5000
) | Elevacion (+5250)
g 0 (c/
§ d 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 657 75 80 8 90 95 1p0
S -5000 Avarice (415) NG h .
& 10000 LT umero de unjformes
// endjdos (1)
-15000 (20,-19250) G(n) = 350n 26250
-20000 )// -
| Elevacion (+700
-25000 —

30000 | Avance (+20)
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Utilizando estos tridngulos, la férmula de la funcién, y la definicién de razén de cambio en notacién
funcional obtenemos:

Intervalo [0,20]:

pendiente = m = Raz6én de cambio = ﬁf = G(ZS()) = g(o) _ (350(90) - 26250)25 (350(0) —26250)

7000

=30 ~3%0

Intervalo [75,90]:

o . AG _G(90) - G(75) _(350(90) —26250) — (350(75) — 26250)
pendiente = m = Razén de cambio = An = 90-75 50

5250

= 273 =350

Una vez mas, hemos demostrado, que en una funcién lineal, la razén de cambio puede obtenerse con
cualesquiera dos pares de puntos (o cualesquiera dos pares de tridngulos de pendiente).

La definicién geométrica de funciones lineales, como funciones que yacen sobre una recta, y los
conceptos de la semejanza de tridngulos, nos permitirdn encontrar la férmula que caracteriza a estas
funciones.

Y A

Sea f(x) una funcién cuya gréfica yace sobre v =f{x)
una recta. Sea b = f(0) y m la pendiente de la (x, y) = Pl fix))
recta; Sea P(x, y) un punto genérico sobre la D b-b
recta (pero no sobre el eje X). Con base en esta YT iN J_
informacién y teniendo en cuenta que la pen- A0, b) H
di : S l—1—8 Y

iente m puede ser ilustrada en cualquier tridn- b
gulo pendiente, podemos dibujar lo siguiente: | | >
I x
Puesto que los tridngulos ABD y ACP son semejantes, se cumple que: %b = %

Resolviendo para y, obtenemos: y = mx + b. Puesto que y = f(x), podemos escribir: f(x) = mx + b
Resumiendo:

Las funciones lineales estdn caracterizadas por una razén de cambio constante y tienen una férmu-
la del tipo f(x) = mx + b, donde m es la razén de cambio constante (pendiente de larecta), y b es el
valor de y cuando x =0 (interseccién con el eje Y).

Si b =0, la funcién lineal contiene al punto (0, 0), y es de variacién directa cuya ecuacion, ya sabemos
que es, y = mx.

Ya estamos en condiciones de determinar la expresion algebraica de toda funcién que sea lineal.
Estudia el siguiente ejemplo:

x y
Ejemplo 1 0 _1
Determina si la funcién expresada en la tabla de valores de la derecha, es lineal. En 1 4
caso de que lo sea, determina también su expresién algebraica (regla). 5 9
3 14
4 |19
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Solucién

x y Puesto que los valores en las entradas, aumentan en una canti-
10 -1 P 4-(-1)=5 dad constante, podemos calcular sobre la tabla, las diferencias
+1 11 4 en los valores de salida. En esta funcién, para cada aumento en
+1 M P 9-4=5 1 en la variable independiente, el valor de la variable depen-
+1 M 2 9 14-9=5 diente aumenta en una cantidad constante. Por lo tanto, esta-
+1 3 14 g 19 - 14=5 mos en presencia de una funcién lineal. Entonces, su ecuacién

4 | 19 B es dela forma: y = f(x) = mx + b.

Los valores que debemos determinar son el de m (razén de cambio) y el de b (valor de y cuando x = 0).

Calculo de m. m =Raz6n de cambio = Ay _ Cambioeny _S _ 5

Ax = Cambioenx 1

Determinacién de b. Puesto que y = -1, cuando x = 0, entonces, b = —1.

Sustituyendo estos valores en y = f(x) = mx + b:

y=f(x) =Sx+ (-1).
y=f(x)=5x-1).

Ll el Rl e )

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i ® Evidencia: Trabajo colaborativo
1
|

Actividad 24 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
Representa gréficamente la funcion anterior, y determina la pendiente a través de un tridngulo de E
pendiente. '

Ejemplo 2 X y

Determina si la funcion expresada en la tabla de valores de la derecha, eslineal. Encaso | 15 | 42

de que lo sea, determina también su expresién algebraica (regla). 20 | 72

Solucién 25 82

X y Esta funcic’)n, aunque no presenta aumentos uni- 30 92
15 | 62 P 77 _62=10 tariosen los valores de entrada, éstos aumentos

+53 20 | 72 son constantes; asimismo, los valores de salida presentan aumen-

+5 i P 82-72=10  tos constantes. Por lo tanto, estamos en presencia de una funcién

+5v 25 | 82 P 92 —82 =10 lineal Entonces, su ecuacién es de la forma: y = f(x) = mx + b.

30 | 92

Célculo de m.

Célculo de b. En este caso, no conocemos el valor de y cuando x = 0. Asi que, debemos calcularlo.

m = Razdén de cambio = Ay _ Cambioeny _10 _ 9

Ax = Cambioenx ~ §

Puesto que m = 2, la férmula "parcial” de esta funcién es: y = f(x) = 2x + b.
Pero, ya sabemos que cualesquier par de puntos (x, y) de la funcién, es solucién de su ecuacién.

Si escogemos el primer par de valores: x = 15, y = 62.

Sustituyendo estos valores en y = f(x) = 2x + b:

62=£(15) =2(1S5) +b.

Despejando a b: 62=2(15) +b.
62-30="0. Sustituyendo este valor en y = f(x) = 2x + b, obte-
b=32. nemos la férmula pedida: y = f(x) = 2x + 32



Ejemplo 3
Determina si la tabla de valores de la derecha, corresponde a una fun-

cion lineal.
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x |-110| 3|S5 |8
y (35S 65 8 |95

Solucién Revisemos sobre la tabla, las diferencias tanto en x como en y:
+1—> +3—> 42 —>+3 —>
-1 0 3 S 8
35| 5 65| 8 |95
+1.S°  +LS  +LS  +15
Esta funcion, aunque presenta aumentos constantes en los valores de y; ésto no es asi
para los valores de x. Por lo tanto, esta funcién podria no es lineal. Calculemos las razo-
nes de cambio para verificar ésto:
. . _A Cambio en y
Razén de cambio = Zl = : =15 _15
x ~ Cambioenx ~ 1
. A mbio eny
Razén de cambio = ZL _ Ca b’o =LS_05
x ~ Cambioenx = 3
No hay necesidad de seguir con estos cilculos; basta con encontrar dos razones de cam-
bio diferentes para concluir que la funcién no es lineal.
- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i * Evidencia: Trabajo colaborativo :
Actividad 25 | » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

___________________________

2.

3.

1. Determina si la siguiente tabla corresponde a una funcion lineal. Silo es, sigue los pasos indica- |
1

dos para encontrar su expresion algebraica.

a.

b. La expresion algebraica pedida es de la forma
:Cudles sonlos datos necesarios para establcerla expresion de esta funcion?

:Es una funcién lineal? ; Por que?

-1 S 9 13 17
-325|-075| 1.75 | 425 | 6.75

:Cudl es la razén de cambio de la funcién?

:Cémo se obtiene b (el intercepto con el eje Y?

Encuentra el valor de b:

La expresion algebraica es:

:Cudles de las siguientes tablas podrian representar funciones lineales? Encuentra la ecuacion de

aquellas que silo sean.

a.

X

ol1]2]3 bl,Tol1]2]3 Clxls|o|uls

Yy

27 25123 |21 v| S 10| 18 | 28 y 2032|4456

En cada caso, grafica la recta que pasa por el punto dado, y que tiene la pendiente dada.
a.(5,-2),m=2 b.(-2,4),m=3/4 c.(3,1),m=-1/3
d.(0,4),m=-3 e.(4,2),m=0 f. (-3, 1), sin pendiente.
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Hemos explorado funciones lineales e identificados patrones lineales de cambio en tablas, graficas y
expresiones algebraicas. Ahora consideramos otras clases de funciones, cuyas razones de cambio no son
constantes. Aunque estas funciones no tienen razones de cambio constantes como funciones lineales,
ellas tienen razones de cambio que son predecibles, y ellas pueden usarse para para modelar fenémenos

del mundo-real y relaciones matematicas.
Funciones cuadraticas

Para continuar con el enfoque de covariacién, asumiremos que tienes presente la siguiente definicién
de funciones cuadraticas:

Las funciones cuadréticas son funciones que se pueden escribir en la forma y = f(x) = ax? + bx + ¢
para algunas constantes 4, b y ¢, donde a no es 0.

Con la siguiente actividad, empezaremos a explorar este tipo de funciones.

Actividad 26 a.y=x2+2 by=3x2+3x cy=x2+Sx+2
Dada }a‘ expresion algebraica de tres funciones x|y x|y x|y
cuadriéticas: _1 1 )

1. Determina una tabla de valores para cada
una de ellas. 0 0 0
:Qué observas? ;Qué destaca? Usa el enfo- 1 1 1
que de covariacién y determina las diferen- 2 2 2
cias entre cada uno de los valores inmediato 3 3 3
e inferior. ;Es una funcién lineal? ;Por qué? 4 4 4

Podrias haber observado que a diferencia de las funciones lineales, aqui, conforme «x se incrementa
en 1,y se incrementa en una cantidad no constante.

Aunque estas funciones no tienen razones de cambio constantes como funciones lineales, ellas tie-
nen razones de cambio que son predecibles, y ellas pueden usarse para modelar fenémenos del mundo-
real y relaciones matematicas. La siguiente actividad te permitira avanzar hacia una caracterizacién que
haga predecibles a estas funciones.

= Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
1
|

Actividad 27 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
) |
Ahora, vamos a dar un paso adicional: en los inci- ay =x+2 ‘ |
sos b) y c), determina las segundas diferencias entre I‘)rlmere‘ts S.egundfls
cada una de las primeras diferencias. ;Qué observas? x|y diferencias  difer efcms
-1 3 P -1
P 1-(-1)=2
012 P
P 3-1=2
113 P
2 | 6 p 5-3=2
3|1 PR p 7173=2
4 (18|20 17
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b.y =3x%+3x cy=x2+5x+2
Primeras  Segundas Primeras  Segundas
diferencias diferencias diferencias diferencias
x|y X1
v v \ \
-1 0 P 0 P -1|-2 P +4 P
0|0 P 16 P 0]2 ) +6 P
2 |18 2 ) 2 |16 s o W
3136 P +18 P 3 |26 P * P
4|60 |0 24 4|38 12

Debiste observar que en estas funciones, las primeras diferencias, no son constantes, pero las segun-
das diferencias, si son constantes. Este patron especifico de covariacion exhibido por estas funciones es
caracteristica de las funciones cuadraticas.

Silos valores de entrada varian en forma constante, y las segundas diferencias en valores de salida
son iguales a una constante diferente de cero, entonces, la funcién es cuadratica.

Atin mas, en las tablas anteriores, los valores de entrada (valores de x) variaron en una unidad, por lo
que las diferencias calculadas, son de hecho razones de cambio, asi que podemos asegurar que:

Funciones cuadriticas estdn caracterizadas por razones de cambio que ellas mismas estin cam-
biando a una razén constante. En otras palabras, en una relacién cuadratica, la razén de cambio de
la razén de cambio es constante.

Ahora bien, las funciones lineales tienen por gréifica una linea recta, ;qué tipo de gréfica tendrd una
funcién cuadrética?

En la actividad 15 ya trabajaste con una funcién cuadrética, a saber A = I?, que describe la relacién
entre el drea de una pared cuadrada y la longitud de su lado. En el contexto particular considerado, sélo
valores positivos de ! (longitud de los lados) tienen sentido, por lo que la grafica obtenida sélo debe tra-
zarse en el primer cuadrante, tal y como se muestra a continuacién a la izquierda. Sin embargo, ésta grafi-
ca (surgida de un contexto), es parte de la grafica correspondiente a y = x2, mostrada en la parte derecha:

A

by ( 1 o { -

N

Area (m)

po

8
6
4 //
2

4
Longitud (m)
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Desde el punto de vista gréfico, una funcién cuadratica es aquella que tiene por gréfica una curva
denominada parabola. Por tanto, la gréfica de cualquier funcién con una regla del tipo f(x) = ax? + bx +
¢, para a diferente de cero, tiene por grafica una parabola.

Ya estamos en condiciones de determinar la expresion algebraica de toda funcién que sea cuadratica.
Estudia el siguiente ejemplo.

Ejemplo

x b

Determina la expresién algebraica (regla) de la funcién representada por los datos de la 0 S
tabla de la derecha. 1 3
Solucién ) S
Primero revisemos si la funcidn es cuadratica. 3 1
Primeras ~ Segundas En esta funcidn, al variar los valores x 4 21

x y diferencias diferencias en forma constante, las segundas dife-

0 5 + + rencias son valores constantes (+4). Por lo tanto, esta-
+14 P -2 P 2-(-2)=4 mos en presencia de una funcién cuadrética. Entonces,
+14 1 3 P 2 624 su ecuacion es de la forma: f(x) = ax? + bx + c.

2 S —4=
+14 P +6 P El trabajo ahora, es determinar los valores de a, b y c.
+1 i 3 11 P +10 P 10-6=4 Puesto que tenemos tres incégnitas, necesitamos utili-

4 21 zar tres condiciones que se cumplan para esta situacion.

Cada par ordenado de la tabla puede utilizarse.

De la tabla sabemos que:

f(0) =S, entonces, f(0) =5 =a(0)2+b(0) +c—>S=c

f(1) =3, entonces, f(1) =3=a(1)2+b(1) +c—>3=a+b+c
f(2) =5, entonces, f(2) =5S=a(2)2+b(2) +c—>S=4a+2b+c

Por lo tanto, el problema se reduce a resolver el sistema:

Sustituyendo (1) en (2) y (3): Multiplicando (4) por —4

c=5 (1) y sumando el resultado con (5)
a+b+c=3 (2) N a+b+5=3 (4) —4a—4b=8
4a+2b+c=5 (3) 4a+2b+5=5 (S) - 4a+2b=0
-2b=8
b=-4 (6)
Sustituyendo (1) y Por lo tanto, la representacién algebraica de esta funcién es:
(6) en (2) N - y:f(x):2x2—4x+5
a+(-4)+5=3:
a=2

Funciones cuadréticas son utiles para modelar muchas situaciones del mundo-real. La siguiente ac-
tividad explora una situacion de este tipo.
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1

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 28

Se va a realizar un torneo de ajedrez, y uno de los organizadores propone que cada participante sa-
lude de mano a cada uno de los otros participantes. Algunos organizadores aprueban esta idea, pero
otros piensan que tantos saludos de mano podrian llevar mucho tiempo. Para decidir la cuestion,
alguien propuso que se intentara estimar cuantos saludos de mano podrian ocurrir, suponiendo que
son 30 los participantes en el torneo. El nimero total de saludos de mano depende de, o es funcién
de, el niimero de participantes en el torneo. Resuelve las siguientes cuestiones para determinar ctian-
tos saludos de mano se producen.

- — -k

a. Enlasiguiente tabla registra el numero de saludos de mano para 2 a 7 participantes.

Numero de participantes 23| 4 S 6 | 7

Numero de saludos de mano

b. Analiza la funcién con un enfoque de covariacién, empezando por determinar las primeras dife-
rencias: +1—>  +l—>+]1—> +3] —>
Numero de participantes 2 13| 4 S 6 7

Numero de saludos de mano 1 3 6 10 | 15 | 21
Primeras diferencias:

;La funcién es lineal? :Por qué?

c. Lasiguiente opcion es indagar si la funcién es cuadratica; para ello determina las segundas dife-

rencias:
+l=—> +1=—>+1=—> +1—>
Numero de participantes 2|3 4 S 6 7
Numero de saludos de mano 1 316 10 | 15 | 21
Primeras diferencias: +2—>+3—>+4—> +5—>+6—>
segundas diferencias: tHH— —> —> —>

Debiste encontrar que, las segundas diferencias (en otras palabras, las diferencias que muestran el
cambio en el cambio) son constantes. Por tanto, esta es una funcién cuadrética, por lo que su expresién
algebraica es de la forma f(x) = ax? + bx + c.

El trabajo ahora, es determinar los valores de g, b y c. Puesto que tenemos tres incognitas, necesita-
mos utilizar tres condiciones que se cumplan para esta situacién. Sea x el nimero de participantes y f(x)
el nimero de saludos de mano.

De la tabla sabemos que:

f(2) =1, entonces, f(2) =1=a(2)2+b(2) +c—>1=4a+2b+c
f(3) =3, entonces, f(3) =3=a(3)2+b(3) +c—>3=9a+3b+c
f(4) =6, entonces, f(4) =6=a(4)2+b(4) +c—>6=16a+4b +c

Por lo tanto, el problema se reduce a resolver el sistema:

4a+2b+c=1
9a+3b+c=3
16a+4b+c=6

La actividad 25 te invita a concluir la resolucién de este problema.
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e Aspecto a evaluar: Participacion en clase
e Evidencia: Trabajo colaborativo

Actividad 29 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
1. Resuelve el sistema: 4a+2b+c=1 i
9a+3b+c=3 :
16a+4b+c=6

. Sustituye los valores de a, by cen f(x) = ax? + bx + c.
3. Evaltaf(30).
Debes encontrar que f(30) = 435. Por tanto, los 30 participantes producirén 435 saludos de
mano.

4. ;Cudles de las siguientes tablas podrian representar funciones cuadraticas? Determina la ecua-
cién de aquellas que silo sean.

a |x[2[4]6[8]10 bl 112136 _[x[3]6]|9 |12
y|1]9125]|49]|81 v|2|S§ 10|17 y | 10 | 37| 82 | 145
5. Considerar la serie de dngulos formados por 1, 2, 3, 4 y S rayos con un extremo comdun:
Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4 Posicion S
0 angulos 1 angulos 3 dngulos 6 angulos 10 dngulos

Al considerar el nimero de posicién en la serie como x, variable independiente (valor de entrada),
y el nimero de 4ngulos formado como y, variable dependiente (valor de salida), se crea una funcién
denominada dngulos, con la siguiente tabla de valores:

x| 1121345

ylo|1/3|6]10

n
ftn)
Comprueba que esta es una funcién cuadratica y encuentra su férmula. ;Cudntos dngulos forman
10 rayos?

Funciones exponenciales

Otra de las funciones con gran aplicacion en la vida real son las funciones exponenciales. La caracteris-
tica que define a estas funciones es que cambian (aumentan o disminuyen) muy rapidamente y no en
forma constante como ocurre con las lineales.

Funciones exponenciales modelan varias situaciones del mundo real en que cantidades aumentan o
disminuyen en una razén proporcional a la cantidad presente. Crecimiento poblacional sobre el tiempo
y depreciacién en valor sobre el tiempo son ambos ejemplos de funciones exponenciales. Al igual que
las funciones cuadriticas, funciones exponenciales tienen una razén de cambio que no es constante
(como una funcién lineal) sino que cambia. En el crecimiento exponencial, la razén de cambio aumenta
sobre el tiempo, pero en decrecimiento exponencial, la razén de cambio disminuye sobre el tiempo.
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Definicién y caracterizacién de funciones exponenciales

En ejemplo 2, de la pagina 51 exploramos una funcién que resultd ser x|y
exponencial. A continuacién reproducimos el trabajo realizado con esta 0 | 3
funcién: 14 . P X2
En Ia tabla observamos lo siguiente: +1 : P x2
RMIERRS
« Losvalores de x aumentan en 1, y cada valor de y es 2 veces el an- L~ %2,
terior. Es decir, ésta funcién presenta un aumento multiplicativo ~ +1 V3| 24 g 2
constante en valores de salida. 4 | 48 |
« El enfoque por correspondencia nos permitié determinar la ex- x |2

presién algebraica de esta funcidn, a saber, y = f(x) = 3x2*. ;
« DPuede observarse que el factor por el que se multiplica un valor de y=f(x) = 3;2x

y para obtener el siguiente, es la base del exponente x de la ecua-

cién de la funcidn; este factor se denomina factor de

cambio.

.
« Elvalordey cuando x es 0, es el coeficiente de dicha 21
ecuacion. 18

En el plano coordenado de la derecha, se han localizado 5
las coordenadas mostradas en la tabla; une los puntos. ;Qué -
forma tiene la grafica: curva o recta? ;Podria ser una parabo- *
la? Utiliza la férmula f(x) = 3x2* que describe a esta funcién 2 b =3x2*
para determinar mds puntos que correspondan a valores de 6 |
x negativos, e inclusive valores decimales tanto positivos 3
como negativos. T >

La funcién f definida por f(x) = 3x2%, para todo ntimero 43 2101 2 34

real x se denomina funcién exponencial con base 2.
Esta funcién f(x) = 3x2* es creciente, puesto que al movernos de izquierda a derecha, su grafica sube.
Para reforzar la comprension de este tipo de formula, resuelve la siguiente actividad:
* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |

1

|

i » Evidencia: Trabajo colaborativo

| » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 30

- —— -k

La siguiente tabla de datos representa el crecimiento de una planta h, como funcién del tiempo t.
Analiza los datos para encontrar un patrén de comportamiento para esta funcidn; para ello, reflexio-
nay contesta en las lineas lo que se te pide.

Tiempo ¢ (semanas) | 0 | 1 2 3 4
Altura h (mm) S | 751125 16.875 |25.3125
:La tabla dada corresponde a un modelo lineal? ;Por qué?
:;La tabla dada corresponde a un modelo cuadrético? spor qué?

:Cdémo crece la altura de la planta?

:Qué altura de la planta esperas que haya para la sexta semana?

I

:Qué hiciste para obtener la cantidad anterior?
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Pudiste haber aplicado el enfoque de covariacién y establecer el siguiente comportamiento de las

primeras y segundas diferencias:
+tl=—> +1—>+1—>+]1—>+1 >

Tiempo t (semanas) JEVEES! 2 3 4
Altura h (mm) S | 7.5 11.25| 16.875 |25.3125

Primeras diferencias: +2.5 +3.75 +5.625 +84375
f . S~—T ~—I Y>>
Segundas dlferenaas; +1.25 +1.875 +2.8125
Por lo tanto, estamos en presencia de una funcién que no es ni lineal ni cuadrética. Para poder avan-
zar, en vez de plantear diferencias, analizamos cada altura buscando un factor constante; convéncete que
en esta funcién, cada valor (con excepcién del 0t), se obtiene multiplicando el anterior, por el factor
constante 1.5, tal y como se observa en la siguiente tabla:

+1—> +1—>+1—>+1—>+1—>

Tiempo t (semanas) [JEUNESUNEP) 3 4
Altura h (mm) S | 7.5 11.25|16.875 | 25.312S | Para obtener un valor, el valor previo se

x5 xL§ xL§ xS multiplica por 1.5.

Para encontrar este factor, puedes dividir un valor de salida entre el valor de salida anterior:

Segundo valor de salida _ 7.5 _ LS Tercer valor de salida  11.25 _ LS
primer valor de salida ~— § — Segundo valor de salida — 7.5 ~

Cuarto valor de salida _ 16.875 _ 15

Tercer valor de salida ~— 1125 =~ ¢
Para encontrar h a partir de ¢, descomponemos los valores de h en factores, utili- 0 5
zando el factor encontrado y tratando de que aparezcan en funcién de ¢. 1 75
h t 2 11.25
i_ ) \ 3| 16875
L © 4 | 253125

7.5= 1.5x5=5x1.5!

1125 = 1.5x7.5 = 1.5x1.5%S§ = 5x1.5%

16.875 = 1.5x11.25 =1.5x1.5x7.5 = 1.5x1.5x1.5x5 = 5x1.53

25.3125 = 1.5x16.875 = 1.5x1.5x11.25 =1.5x1.5x1.5x7.5= 1.5x1.5x1.5x1.5x5=5x1.54

El valor inicial de h puede escribirse: 5 = 5x1.50 Concluimos que: h(t) = Sx1.5¢

Para obtener esta formula h(t) = 5x1.5! que describe la altura de una planta, consideramos que los
valores de entrada para t eran enteros positivos, pero la férmula para h(t) tiene sentido inclusive cuan-
do asignamos a t valores que no son enteros. Esta funcién h(t) = 5x1.5¢, donde t puede tomar todos
los nimeros reales, es otro ejemplo de funcién exponencial. Estas funciones se caracterizan por tener
un factor de cambio constante; es decir, podemos identificar uny
ndimero que al multiplicarlo por un valor presente obtenemos el
siguiente valor. Es por eso que estas funciones cambian muy rd
pidamente.

h@® A

Traza la grafica de esta funcidn, en el plano coordenado de la
derecha. Utiliza su férmula h(t) = 5x1.5 para determinar més
puntos que correspondan a valores de t negativos; si lo consi-
deras necesario, también utiliza valores decimales para ¢t tanto
positivos como negativos. Esta funcién, al igual que la discutida
anteriormente, también es creciente.
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A continuacion realiza la siguiente actvividad que te permitird explorar una funcién exponencial
decreciente.

|
| Evidencia: Trabajo colaborativo
|
|

Actividad 31 e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
e i
. Lo ./ goh S :
Analiza la siguiente representacion tabular que corresponde ,
a una funcién exponencial. (a) Calcula su factor de cambio, 50 '
(b) Determina su ecuacién, (c) Traza su gréfica, ;Es crecien- 40
te o decreciente? A
U
+1—>+1—>+1—>+1—>+]1—>+1—>+1—>+1—>+1 50
x |[=S|-4|-3|-2|-1] 0| 1|2 3 -
96 |48 |24 | 12 | 6 3 | 1.510.75(0.375 _
—T T T T T 43 2 101 2 3 4x
60 A %)
Tu andlisis debe permitirte establecer que esta funcién \ 50
(cuya grafica se muestra a la derecha), es decreciente, y que \ 0
tiene por formula, y = f(x) =3 (%)x
30
En general, se puede definir una funcién cuyo dominio es .
Ry el rango es el conjunto de los nimeros reales positivos, tal :;
y como se muestra a continuacion: ]
43 2101 2 3 4x
Concepto | Definicién | Grafica de fparaa >1 | Grafica de fpara 0 < a <1
Funcién exponencial f |y = f(x) = ba* para toda y y
con base a e intercepto | x en R, donde a >0y a
conyen (0, b) #1. (0,5 0.5
X X

Las graficas anteriores, muestran que si a > 1, entonces f es creciente en todo el dominio, y, el eje X es
una asintota horizontal. Si 0 < a < 1, entonces f es decreciente en el dominio, con el eje X también como
asintota horizontal.

Conviene aclarar por qué excluimos los casos a < 0y a = 1. Si a < 0, entonces a* no es un namero real
para mucho valores de x como por ejemplo:

1
(-3)2= V=3 = no es real
3
(-3)4= 4\'(—3)3 =no esreal

Sia =0, entonces, a® = 09 no estd definido.
Sia =1, entonces, y = b(1)? = b; representa a una recta horizontal.

En la férmula y = f(x) = ba* de una funcién exponencial, el par- Intercepto con 'y
metro b es el interc.:ePt.o con el eje Y (el valor de y cuando x = 0), al que - f( x) = ba
llamaremos valor inicial, y, el pardmetro a se llama base de la funcién ™~ ]
y representa el factor de cambio de la funcion. Factor de cambio
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Trazo de grificas de funciones exponenciales

Ejemplo
Trazar la gréficade y = f(x) = 2(%)"

Solucién

La grafica es de la forma y = f(x) = ba*. Con a > 0; por lo tanto, representa a una funcién exponencial
creciente, con intercepto (0, 2) y asintota horizontal en el eje X. Con esta informacién, basta con deter-
minar dos o tres puntos adicionales para un trazo confiable de la curva.

oA [
Sea: x=-1; —)f(—l)=2(%)_1=2(%)= 1.3. 5
La curva pasa por (-1, 1.3) 4 /
Sea:x=1;—>f(1)=2 (%)1 = 2(%)2 3.La curva pasa por (1, 3) ?
2
Sea:x=2; > f(2) = 2(%)2 = % =4.5. La curva pasa por (2, 4.5) 1
_//

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
1
|

1
I
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 32

1
Traza las graficas de las siguientes funciones exponenciales: |
1

o ) =(2) b f(x) =2(2)" ¢ fw)=15(+)

Debemos tener claro, que el factor de cambio, no es la razén de cambio que hemos venido trabajan-
do, y, puesto que la naturaleza de la razén de cambio de una funcién, determina el tipo de férmula que
tiene, a continuacion revisaremos qué lugar ocupa la razén de cambio en las funciones exponenciales.
Para ello, volveremos a revisar en la actividad siguiente, el caso de una funcion lineal, y posteriormente
la funcién exponencial.

—————————————— B e ]
1

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 33

Da un argumento de por qué la razén de cambio de esta funcién lineal es 3, y a continuacién verifica |
la validez de las siguientes afirmaciones: '

Ahora bien, puesto que los célculos anexados a
y=3x+1 la tabla, se refieren a entradas con 1 unidad de di-
1 ferencia, el valor 3, constante en cada diferencia
4 —>f(1)-f(0)=4-1=3  entre un valor de salida y el anterior, es también
7 —f(2)-f(1)=7-4=3  larazén de cambio de la funcién; por lo tanto,
10 —f(3)-f2)=10-7=3 podemos asegurar que para toda funcion lineal,
3 S f(4) -f(3)=13-10=3 con valores de entrada variando uno a uno, se

o () —fin—1) = 3 cumple que:
=3n+1|>f(n)-f(n-1)=
y=3n fn) = fn f(n) = f(n - 1) = Razén de cambio

S|P WIN|(~=OR
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Ahora, haremos un andlisis parecido al anterior, para la tabla de una funcién exponencial. Debes
convencerte que el factor de cambio de esta funcién es 3, y a continuacion verifica la validez de las

siguientes afirmaciones: Al igual que en la funcién anterior, los

valores de entrada varian de uno en uno,
y por lo tanto, cada diferencia entre un

Y valor de salida y el anterior, es también
S %3 la razén de cambio de la funcién; Ade-
15 3 —f(1)-£f(0)=15-5=10=2(5) mads, se observa que esta razén de cam-
45 2 —f(2) - f(1) = 45 - 15 =30 = 2(15) bio es 2 veces el valor de salida anterior

135 x3 —f(3) - f(2) = 135 — 45 = 90 = 2(45) al tiempo evaluado. En otras palabras, la

x3 razon de cambio de esta funcion, es pro-
405 J — f(4) - f(3) =405 - 135 =270 = 2(135) porcional a la poblaciéon, con constante

& — f(n) - f(n-1) =2f(n-1) de proporcionalidad 2. Esta constante
se denomina tasa o ritmo con el que la
funcién aumenta (cuando es creciente),
o disminuye (cuando es decreciente).

Q| AW |=|O(R

Ahora bien, silo que se necesita para establecer la ecuacién de una funcién exponencial es el factor
de cambio, ;qué papel juegan la razén de cambio y la denominada tasa de variacion?

Silo que tenemos como informacién es una tabla de valores (como en los ejemplos precedentes), lo

que procede es determinar el factor de cambio, pero, lo mds comun es que se nos proporcione la tasa o
ritmo con el que la funcién aumenta o disminuye, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
En el 2015, el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia reporté que la poblacion de nuestro pais al-
canz6 119.5 millones de habitantes con una tasa de crecimiento promedio de 1.4 % anual en los ultimos
cinco anos. Con esta tasa, estimar la poblacion para 2016 y 2017.
Solucion

Podemos considerar que la fecha actual es t = 0,1a de 2016 es t = 1, y la de 2017 es t = 2, y construir la
siguiente tabla:

t (anos) | P(millones)

0 119.5 (= Poblacién actual: P = 119.5
1 R — Poblacién al pasar 1 afio: P = 119.5 + 1.4%(119.5) =
¢t 119.5 + 0.014(119.5) = 119.5 + 1.67
=121.2
2 & —> Poblacién al pasar 2 afios: P = 121.2 + 1.49%(121.2) =

121.2 + 0.014(121.2) = 121.2 + 1.767

/k_// = 1229

t (anos) | P(millones)

0 119.5 —> P=1195
— P=119.5 + 1.4%(119.5) = 119.5 + 0.014(119.5) =
1 121.2 119.5(1 +0.014) = 119.5 (1.014) = 121.2

— P=1212+ 1.4%(121.2) = 121.2 + 0.014(121.2) =

2 122.9 121.2(1 +0.014) = 121.2 (1.014) = 122.9
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Resuelve: ;Cuél serd la poblacion para t = 32

La férmula de esta funcién es:

Asi que, la cantidad en negritas nos indica que, si la poblacién de un cierto ano la multiplicamos por
1.014 se obtendra la poblacién del siguiente ano. Es decir, el factor de cambio de esta funcién es 1.014.

Resuelve: Para esta funcion, la tasa de variacién es 0.014, y su factor de cambio es 1.014, ;qué relacién
hay entre ellos?

El andlisis anterior, nos permite llegar a la siguiente conclusién:

Siuna funcién exponencial creciente tiene una tasa de crecimiento de r % cada afio, el factor de cam-
bio se obtiene sumando una unidad a esa tasa anual. Similarmente, sila funcidn es decreciente, el factor
se obtiene restando esa tasa de la unidad. Es decir,

Factor de cambio = 1 + r Si la funcidn es creciente
Factor de cambio = 1 — r Si la funcién es decreciente

Ejemplo
Elnumero de bacterias de un cultivo aumenta 10% por minuto. Si inicialmente hay 1000 bacterias, plan-
tea una férmula que permita determinar el nimero de bacterias (B) en funcién del tiempo. ;Cudntas
habrd luego de tres minutos?

Solucién
La informacién "aumenta 10% por minuto", significa que estamos en una situacion de crecimiento ex-
ponencial. Por lo tanto, la ecuacién a usar es: f(x) = ba*.
De esta misma informacién, concluimos que la funcién tiene una tasa de crecimiento igual a 10%. Por
lo tanto, el factor de cambio a es igual a: 1 + 0.20 = 1.20.
La informacién "inicialmente hay 1000 bacterias”, nos indica que el valor inicial b es igual a 1000. Por lo
tanto, la ecuacion que permite determinar el nimero de bacterias en funcién de tiempo es:
B(t) =1000(1.20).

La cantidad de bacterias que habrd después de 3 minutos sera:

B(3) =1000(1.20)3 = 1000(1.728) = 1728 bacterias

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 34

- — -k

a. El censo 2010 muestra que cierta region tiene una poblacion de 40,000 personas. Cientificos
sociales predicen que esta region experimentara una tasa de crecimiento de 5.5% al afio. Sea P
la funcién tal que P(t) es la poblacién predicha para esta regién. Determina la férmula para esta
funcion, y, encuentra la poblacién que habrd en 2020 si la tasa de crecimiento no cambia.
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Establecer la formula de una funcién exponencial en la
que los valores de entrada no cambian de uno en uno

El uso de la férmula f(x) = ba*, sélo es valido si los valores de la variable independiente varian de uno
en uno. Cuando éste no sea el caso, el factor de cambio es afectado por un exponente. Para que este
exponente se manifieste, no debemos sustituir directamente en f(x) = ba*, dicho factor de cambio, sino
proceder tal y como se indica en el siguiente ejemplo:

En la tabla siguiente se muestra una funcion que es exponencial con factor de cambio igual a 5. deter-

minar su ecuacion I Y S|

y (poblacic’)n en millones)

Puesto que la funcién es exponencial, la ecuacién a usar es f(x) = ba*.
De la tabla observamos que b = 3 (valor de y para x = 0). Entonces, podemos escribir: f(x) = 3a*

La tabla también nos indica que el factor de cambio es S, pero los valores de x no cambian de uno en
uno, sino de dos en dos. Esto nos impide sustituir directamente el 5 en la férmula, por lo que procede-
mos como se indica a continuacion:

Ya sabemos que la ecuacién buscada tien la formar: f(x) = 3a*
Pero, también conocemos tres pares de coordenada (x, y) que deben satisfacer esa ecuacién.

Si elegimos x = 2, y su respectiva imagen y = 1S, entonces se debe cumplir que:

f(2)=15= 3a?
Despejando a: 15 = 3a? S=a?
% =a? (5)V/2=a —> Este es el valor de a que debe sustituirse en la

férmula original f(x) = ba*

Por lo tanto, la ecuacién buscada es: f(x) = 3((5)1/2)* = 3x5%/2, en general, podemos concluir: En
una funcién exponencial con valor inicial b y factor de cambio g, silos valores de x cambian de nen, la
funcién queda expresada de la forma f(x) = ba*/".

A continuacion resolveremos algunos ejemplos que consisten en determinar la férmula o modelo de
funciones exponenciales.
Ejemplo
A partir de la siguiente representacion tabular que corresponde a la evolucién de cierta poblacién, de-
termina la férmula de la funcién.

x (afios) 0 | 20 | 40 | 60
y (poblacién en millones) S 1S | 45 | 13§

Solucién
Primero debemos identificar qué tipo de funcidn es; veamos si es lineal:

+20 +20 +20
x (aos) 0 | 20 | 40 | 6 Razones de cambio: 10 # 30 - 90

0
y(poblacién en millones) S L 15 I 45 I 13ﬂ 20 20 20

N N —
+10

+30 +90
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La funcidn presenta razones de cambio de distinto valor. Por lo tanto, la funcién no es lineal.
Revisemos si la funcién presenta un factor de cambio constante:
15_45 _135_,

S 1S 45
La funcion presenta al 3 como un factor de cambio constante. Por lo tanto, ésta funcion es exponencial.
Ahora bien, puesto que los valores de entrada varian de 20 en 20, no debemos usar la ecuacién f(x) = ba*,
sino ecuacién modificada, f(x) = ba¥/.

Factor de cambio:

Los datos que necesitamos conocer son, b, a y n. En este caso, la informacion proporcionada nos permi-
te establcer de manera directa estos valores, a saber: b=5,a =3y n =20.

Entonces, la ecuacién de esta funcién es: f(x) = 5(3)/20:

De esta forma queda indicado que el factor de cambio de la poblacién es cada 20 afios.

Sin embargo, aplicando leyes de exponentes, podemos escribir f(x) = 5(31/20)%; Elevando 3 al exponente
1/20, la ecuacién queda expresada como f(x) = 5(1.056467)*. Esta expresion, ya presenta un factor de
cambio para valores de salida que pueden obtenerse cuando los valores de entrada varian de uno en uno.

—————————————— g T e
1

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i » Evidencia: Trabajo colaborativo :
1
1 1

Actividad 35

e Competencia o atributo a evaluar: 8.3
En la tabla adjunta, se muestra el crecimiento de la poblacién
de cierta ciudad, el cual ha sido exponencial en el periodo de

Afio 2000 | 2015
i 291 | 1 2
1990 a 2015. ISEISIENC 345,29 ,536,723

a. Plantea una férmula para esta poblacién en funcién del tiempo.
b. De continuar esa tendencia ;cudl serd la poblacién en 2020?

Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas tienen amplias aplicaciones, pero en el presente estudio s6lo atenderemos
los aspectos que son necesarios para complementar algunos calculos implicados en las funciones expo-
nenciales.

:Qué es un logaritmo?
Iniciemos resolviendo la ecuacién: 2% =32

Para calcular el valor de x, contestemos la pregunta: ;a qué exponente hay que elevar la base 2 para
obtener el numero 32? La respuesta es 5 puesto que: 25 = 32

Este niimero x = 5, recibe el nombre de logaritmo base 2 de 32y se denota por: S = log,32
Ejemplo
Resolver 10* = 10,000
Solucion
La respuesta es x = 4 puesto que: 10*=10,000
Este ndmero x = 4, recibe el nombre de logaritmo base 10 de 10,000y se denota por: 4 = log 10,000

Observacién: ;Por qué no se escribe 4 = log;;, 10,0002 Porque cuando se trata de la base 10 ésta no se
escribe. Por tanto, siempre que veamos escrito log n, debemos sobreentender que la base es 10.

logn =log,,n
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= Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i » Evidencia: Trabajo colaborativo
|
|

I
I
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 36

Revisa las siguientes proposiciones que se refieren a notacién logaritmica, e interpreta su significado i
en términos de exponentes. Sigue el ejemplo.

Ejemplo: logiu = 2 — Significa: "el exponente al que hay que elevar la base S para obtener u es 2;
es decir, lanotacién logiu =2, es equivalente a 52 = u".

log,8 = 3 — Significa:
r = log,q — Significa:
w = log,(2t + 3) — Significa:
log x = 3z — Significa:

Dada una ecuacién exponencial, despejar su exponente

En los ejemplos previos en los que se pedia el valor de un exponente x, no hubo necesidad de despejar
x. Sin embargo, ;como resolver por ejemplo la ecuacion 3* = 25?2

Es aqui donde aplicaremos los logaritmos. Para ello, razonamos en forma inversa a como se hizo en

la actividad previa: es decir, debemos pasar de la forma exponencial a la logaritmica.
Ejemplo
Resolver 10¥ =25
Solucién
Razonando en funcién de la notacién logaritmica, procedemos como sigue:
Puesto que el exponente es el logaritmo, la base es 10 ylo que debe obtenerse es 25, ecribimos:
x = log,,25.

Pero, aqui la base es 10, asi que escribimos: x = log 25. Leemos: "x es el logaritmo base 10 de 25".
Ahora bien, ;c6mo determinamos el valor de log 252
Debemos usar una calculadora cientifica, en la que, para determinar log 25, pulsamos las siguientes teclas:

(=]
Y obtenemos: 1.398.

Entonces, el valor de x en 10 =25 es x = 1.398.

imi , qu uiv i i X , pu i
Este procedimiento, que se basa en la e alencia entre logaritmos y exponentes, puede cambiarse
por uno que consiste en la aplicacién de la siguiente propiedad, que nos permite "bajar" el exponente
convirtiéndolo en coeficiente:

log, (uc) = clog,u

Argumentacidn: Sear=1log, u
Entonces, a"=u Interpretacion de logaritmo como exponente
uc= (ar)e Elevando ambos lados a la potencia c.
uc=acr Propiedad de exponentes.
log,(uc) = log, (ar) Extraer log, a ambos lados
log,(u) =cr Interpretacion del significado de logaritmo.

log,(u)= clog, u Definicién de r.



[INTRODUCCION A LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS e UNIDAD |

Ejemplo 1
Despejar x, de 5*=N
Solucion Extrayendo log a ambos lados: log (5¥) = log N
xlog S = log N Propiedad de logaritmos

x= %% Dividiendo ambos lados entre log S
Ejemplo 2
Despejar 10* = 16

Solucién Extrayendo log a ambos lados: log (10%) = log 16
xlog 10 = log 16 Propiedad de logaritmos

x= log16 Dividiendo ambos lados entre log S
log 10

1204
=71

=1.204

Ejemplo 3
Mil truchas, cada una de ellas de 1 ano, se introducen en un gran estanque. Se pronostica que el nimero
de N(t) todavia vivas después de t afios estard dada por la ecuacién N(t) = 1000(0.9)%. ;En qué tiempo
500 truchas estardn vivas?
Solucion
De la ecuacién N(t) = 1000(0.9)!, sabemos que N(t) = 500, y se nos pregunta cudl es valor de t para
que se cumpla dicha cantidad.
El problema se reduce a resolver la ecuacion:

500 =1000(0.9)¢ Extrayendo log a ambos lados:

500 _ ot log 0.5 =1log (0.9¢ -0.301
1000 - %7 lgos tlg((09)) ~0.046 ~ ¢
0.5=09¢ log 0' S - gt t = 6.54. Por lo tanto, en el estan-
7%'—' =t que habrd 500 truchas en 6.54
0g 0.9 ~
anos
""""""" |+ Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i * Evidencia: Trabajo colaborativo :
Actividad 37 | » Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |
1. Resolver las ecuaciones siguientes: |
a.2v+1=3¢ b. 728~ 1=43-2 c.2.97* =2.71%+2 '
2. Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes:
a. |5 +3y =120 b. 13*-y=15
23x+5y:30 75x—y=50

3. Cienrenos, cada uno de ellos de 1 afio de edad, se introducen en una reserva de caza. El nimero
N(¢) vivos después de t afios se pronostica que es N(t) = 100(0.9)". Estima el nimero de anima-
les vivos después de: (a) 1 ao; (b) S afios; (c) 10 afios.

4. Con la informacién del problema anterior, contesta: ;Ctantos anos deben pasar para que haya
10 animales vivos?
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Cerraremos esta introduccion a los logaritmos con la definicién de funcién logaritmica y el trazado
de su grafica.

Sea g un numero real positivo diferente de 1. La funcion logaritmica se define como
y=f(x) =logx siysélosix=a

para toda x > 0y todo niimero real y.

Grifica de la funcion logaritmica

Para poder determinar una tabla de valores, necesitamos utilzar una calculadora; sin embargo, puesto
que ésta solo trabaja en base 10, necesitamos una propiedad que nos cambie cualquier base a una base
10. Esta propiedad es la siguiente:

log u

084

Siu > 0y siayb son nimero real positivo diferente de 1, entonces log,u =

Argumentacion:
Sean las siguientes proposiciones equivalentes
w=logu vy bv=u
entonces podemos establecer que:

b =u Enunciado
log, (b")=log, (u) Extraer log, a ambos lados
wlog,(b)=log, (u) Propiedad de logarimtos

w= %%éﬂé Dividiendo entre log, b
log,u= 71%;'% Sustituyendo el valor de w

Ejemplo
Traza la gréfica de y = f(x) = log, «.
Solucion

Tabulemos algunos puntos (tener en cuenta que la calculadora no nos proporciona logaritmos para
bases diferentes de 10, y aqui la base es 2). Los calculos y la grfica se muestran a continuacion.

o | 1 [1w] 2| |

f(Z)
log21=lggé=%30=0 3
log22=log§=8'—§8:1
log, 3 = 7%% 8§g—1.6 -4-3 2 1
log, 4= lzgg 828 2

o g, 5= ogS 070
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—————————————— B e ]
1

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase
i * Evidencia: Trabajo colaborativo
| » Competencia o atributo a evaluar: 8.3

Actividad 38

En la gréfica anterior, verifica que x = 0 es una asintota vertical de y = f(x) = log, «.

b. En el mismo plano en el que dibujaste la grafica de y = f(x) = log, «, traza las gréficas de y = f(x)
= 2*yladey=f(x) = x. ;Qué observas?

c. Ahora, en el mismo plano traza la grafica de y = f(x) = x2, en el domino [0, ), la de f(x) = +a
y la grafica de f(x) = x. ;Qué observas?

Debe llamarte la atencién, que las funcién f(x) = log, x, es un reflejo de f(x) = 2% sobre la recta dada
por f(x) = x, y también que la grafica de f(x) = x2 es un reflejo de f(x) = +\ x sobre la recta f(x) = x..

Las funciones que cumplen con esta propiedad, se llaman funciones inversas. Asi, las funciones
f(x) =log, x,y f(x) =2* son funciones inversas. También f(x) = x? es inversa de f(x) = +V x .

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i » Evidencia: Trabajo colaborativo :
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 39

1. Mediante tabulacion, traza las graficas en el mismo plano coordenado las siguientes funciones:
a flx) =logyx, y fx) =3* bflx)=logx, y flx) =10*  c.flx) =log, y flx) = 4
2. Utilizando las gréficas que obtuviste del inciso a, y el método de las transformaciones, de la sec-
cion 1.4, traza las gréficas de las siguientes funciones:
a. f(x) =logy (x +2); b. f(x) = 3%+ 1 c.flx) =log(x—1);
d. f(x) =10%-1; e. flx) =log, (x+ 1); f flx) =4x+1
3. Utilizando el software Desmos, traza las graficas de todas las funciones de la actividad anterior,
y verifica si las que tu obtuviste, coinciden con las trazadas con el software.

1 . 6 Interpretacion de graficas cartesianas

Para la interpretacion de gréficas funcionales, podemos guiarnos con las siguientes cuatro preguntas y
sus respectivas acciones:

1) ;Qué cambia? Para responder, debemos: identificar variables, ubicar puntos en el plano y deter-
minar los intervalos de variacion.

2) ¢Cudnto cambia? Se requiere hacer comparaciones y operaciones entre valores de entrada y va-
lores de salida de la funcién y atender la covaracién entre los cambios.

3) ¢Cémo cambia? Esto se determina estableciendo el crecimiento y decrecimiento de la grafica.

4) ;Qué tan rdpido cambia? Para contestar, debemos tener en cuenta la razén de cambio promedio
de la variable dependiente en relacion con la independiente.
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Ejemplo
En la ilustracién adjunta, se han graficado las funciones h(t) = 492 y gt = 0.8£2 que describe la caida
libre de los cuerpos en la superficie terrestre, y en la supeficie lunar respectivamente. Supéngase que dos
cuerpos se dejan caer simultdneamente tanto en la Tierra como en la Luna. ; Cudl de ellos cae con mayor

rapidez?

Solucidn Se puede observar que en interva- 80
los iguales de tiempo, los cuerpos
recorren mayor distancia en la su- - 60

. o

perficie terrestre; en otras palabras, 5
la razén de cambio d/t conla que E 40
caen los cuerpos es mayor en la <
Tierra que en la Luna. 20

Actividad 40

®me a0 op

A

h(t) = 4.9¢2

0.8t2

\]

1. Enla siguiente grafica se muestra la evolucion del peso de un joven y una joven hasta los veinte
anos. Contesta las siguientes preguntas:

5 6

* Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
e Evidencia: Trabajo colaborativo
e Competencia o atributo a evaluar: 8.3

- -k

80
//
70 jual EEEXY!
__ 60 Ro ,/ =
[e) Ry
< 50 L L yd
2 40 =1
S |+
30 — 4.-
0 7] /
10 T
LT
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 227
Edad (afios)

;Cudl era el peso de José alos nueve anos? ;y el de Rosa a los diecisiete?

:A qué edad José pesaba 50 kg? ;y Rosa 20 kg?

:Cudndo José pesaba menos de 50 kg? ;y Rosa menos de 30kg?
:Cudndo José pesaba mas que Rosa? ;Cuando pesaban igual?

;Cudl fue el aumento de peso de Rosa entre los diez y los quince anos?
:Cuél fue el aumento promedio por ano en el periodo anterior?
:Cudndo aumentd Rosa mas rapidamente de peso? ;y José?
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2. Lasiguiente grafica muestra la distancia recorrida por dos automéviles al realizar el mismo viaje
de 80 km. Contesta las siguientes preguntas:

80
70

60

50

40

30

Distancia (km)

20

10

C.

A 1
T 12
Au’tomévil 1 // b
1eob s o d Automevil 2 /
// . re
. | Tiempo (min)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9% 100

¢A qué hora salié cada coche? ;Cual lleg6 antes? ;Cudl invirtié6 mayor tiempo en realizar el

recorrido?
:Cudnto tiempo estuvo parado cada coche? ;En qué km se detuvieron?
:Cudndo la velocidad del primer coche fue mayor? ;Y la del segundo?

3. Lasiguiente grafica represen- A
. . 45
tala cantidad de gasolina que . ~
‘s 4
hay en el depdsito de un co-
. 35 N
che a lo largo de un viaje de \\
300 km. & 30 ~
a. ;Cudntos litros tenia el ;g_ 25
depdsito a la salida? g 20 L
b. :En qué kilémetro se en- 3 . ™
contraba cuando tenia 10 © 10
litros? ;Y cudndo tenia el
depdsito mas lleno? >
c. ¢Qué sucedié en el km >
0 20 40 60 80 100 120 140160 180 200 220 240 260 280 300
80? éY en el 240? Distancia (km)
d. ;Cudndo puso mis gaso-
lina?
e. ;Cudntos litros gast6 durante el viaje? ;Cudndo gasté mds gasolina?
f.  ;Cual fue el consumo medio (litros por cada 100 km) en este viaje?

:Se puede saber el tiempo que tard6 en hacer el viaje? ;Y la velocidad?

4. Queremos representar una gréfica para descri-

bir la variacién de velocidad que experimenta 3 kS
una pelota de basquetbol en un lanzamientode 3 g
Q Q
tres puntos, desde el momento en que sale de = >
las manos del jugador hasta que llega a la ca-
nasta. ' Tiem'po ' Tiem’po

a)
b)

:Cudl de las dos graficas adjuntas crees que
es mas correcta?
:Por qué?
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Ejemplo
En el contexto del llenado de recipientes, una de las cuestiones que puede plantearse
es: Cuando viertes agua de un grifo en un recipiente cilindrico, que no tiene fugas, a
velocidad constante, la altura del agua es una funcion del tiempo. Dibuja la grafica de
la funcion tiempo-altura del recipiente cilindrico.

Solucién Se podria razonar de la siguiente manera: Si suponemos que por cada unidad de tiempo, el
nivel del agua en el cilindro aumenta una unidad a en la altura, tenemos que
Tiempo | Altura /

4a

0 0 2 +a S

1 a 3

2 2a 2 ta E 3a /

3 3a 2"‘“

4 4a 2+a 20

. . a

t ta 2 +a

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo

Ejemplo
Se tienen dos cilindros (cuyas secciones transversales son constantes), tales que la seccion transversal
de uno de ellos es mayor a la del otro; explicar qué sucede al llenarlos simultineamente.

Solucién

Se podria razonar de la siguiente ma-
nera: Tenemos dos recipientes con la
misma altura y con seccién transversal
constante. Segtn la férmula del volu-
men para un cilindro, V = nr? h, el volu-
men de llenado y (por ende la altura de
llenado), se describe mediante una rec-
ta; ahora bien, conforme se van llenando los dos recipientes, y por ende aumentando la altura A, el nivel
del agua tiende a subir mds rapidamente por unidad de tiempo en el cilindro de menor radio, y cuanto
mas grande sea el area A de la seccion transversal del cilindro, mas lentamente aumentara la altura.

Altura

A B

3>

Tiempo’

Ejemplo -
Considérense las mismas cuestiones de la pregunta anterior pero en referencia a un reci- Wh
piente conico: L

Solucién

Se podria razonar de la siguiente manera: Conforme se va llenando el
recipiente conico y por ende aumentando la altura A, el agua tiende a
ocupar mayor drea por unidad de tiempo, y, cuanto mas grande sea el
area A de la seccion transversal del cilindro, mas lentamente aumentara
la altura. Tiempo

Velocidad
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Ejemplo
Supongamos que se sirve café a una razén constante en la taza que se muestra en la Figura ad-
junta. Haz un boceto de la grafica del llenado de la taza con respecto al tiempo.

Solucién

Al servir el café de manera constante, al inicio el nivel en la tasa serd lento
puesto que el espacio inferior es amplio porque la base es mayor; pero con-
forme la tasa se llena, al irse reduciendo el espacio y al mantener constante
el llenado, el nivel aumenta rdpidamente hasta llegar a un punto de rapidez >
de llenado maximo ubicado justo en el centro del recipiente que es la parte Tiempo

mds angosta; a partir de este punto, la tasa se invierte de modo que en cada unidad de tiempo el nivel de
llenado ird decrecera a medida que la seccion pasa de angosta a ancha.

Volumen

Actividad 41

1. Elsiguiente recipiente se estd llenando con un liquido. ;Qué gréfica, volumen contra
altura, representa mejor al fendmeno? Justifica tu respuesta.

vih) l a. vh) Ib/ vih) lc/
h h h

2. Elsiguiente recipiente se esta llenando con unliquido. ;Qué gréfica, volumen con-
tra altura, representa mejor al fendmeno? Justifica tu respuesta.

vih) l a. v(h) Ib/ v(h) ..
h h

1 . 7 Operaciones con funciones

Sy

Las funciones se pueden combinar, descomponer y transformar de mucha maneras diferentes. En forma
mads precisa: las funciones se pueden sumar, sustraer, multiplicar y dividir. Ademas, con estos objetos
matemdticos se puede realizar una operacién denominada composicion de funciones.

Suma, multiplicacién y divisién de funciones

Dadas dos funciones fy g que asignan nimeros reales y tienen el mismo dominio, podemos formar nue-
vas funciones, f+ g, f — g, fog, y f/ g definidas por las siguientes reglas:

(f+8)(x) = fx) +g(x) (f-g)(x) = f(x) - g(x)
(f+g) (%) = f(x) = g(x) (778) (%)= (f(x))/ (g(x))
Estas funciones todas tienen el mismo dominio que fy g, excepto para aquellas x para las cuales
g(x) = 0 puede necesitar ser removida para el domino de f/g.
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Ejemplo
Seaf(x) =4x> -9y g)(x) =2x - 3. Determina: a) (f+g)(x); b) (f-g)(x); ©) (fg)(x); d) (f/g)(x).
Solucién
a) (f+g)(x)=f(x) +g(x)=(4x2-9) + (2x - 3) =42 - 9 + 2x — 3 =42 + 2x — 12
b) (f-g)(x)=f(x) —g(x)=(4x2-9) = (2x-3) =4x2 -9 -2x+3 =422 - 22— 6
o) (fg)(x)=f(x)g(x) = (462 - 9)(2x - 3) = 8x3 — 12x2 — 18x + 12
d) (f/g)(x)=f(x) /g(x)=(4x2-9) / (2x-3) =2x+3

Sumar y multiplicar una funcién por una constante es de interés especial porque sus efectos sobre
la grafica de una funcién son faciles de describir. Si sumamos una funcién constante, g(x) = ¢, (donde
¢ es una constante), a una funcién f cuyo dominio estd en los nimeros reales, entonces la grifica de la
funcién suma resultante, f + g, simplemente se desplaza verticalmente |c| unidades hacia arriba si c es
positivo y hacia abajo si ¢ es negativo.

Sx) A = x? fx X
Asi, por ejemplo, mientras ¢ va tomando todos f(/,x/)/xg(x) =c /0( T
los nameros reales, la grifica de y = x? + ¢ consiste S Z
de todos los puntos de la grifica de y = x?, pero x —x
desplazados verticalmente |c| unidades. F+2)(x) = f(x) +g(x)
= x2 +c
YA

Multiplicando una funcién por una funcién
constante dilata la grafica de la funcién vertical-
mente, y también refleja la grafica sobre el eje X si
la constante es negativa.

>

Composicion de funciones

Sean fy g dos funciones cualesquiera tales que el rango de g se encuentra dentro del dominio de f; la
composicion de fy g es la funcién dada por f(g(x)), y se dentota como fo g, entonces:

(fo8)(x) =f(g(x))

Ejemplo 1
Seaf(x) =2y g(x) = x +2, determina (a) (f>£)(3) y (b) (g=f)(3)

Solucién () (f-2)(3)=1(g(3)) (b) (g=NH(3)=g(f(3))

Primero encuentra g(3): Primero encuentra f(3):
g(3)=3+2 f(3)=32

=S5 =9
Después encuetra f(g(3)) Después encuetra g(f(3))

f(g(3)) =A(5) §(f(3)) =g(9)

=52=28. =9+2=1L
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Ejemplo 2
Sea f(x) = 4x2 — 9y g(x) = 2x — 3. Determina (a) (fog)(x) y (b) (gof)(x)

Solucién (@) (feg)(x)=f(g(x))=f2x-3)
= 4(2x—3)2-9
=16x2 —48x + 27.
(b) (goNH(x) =g (f(x)) =g(4x2-9)
=2(4x2-9)-3
=8x2 —21.

Podemos ver la adiciéon de una funcién constante a una funcién, y multiplicacién de una funcién por
una funcién constante como la composicion de funciones. Con éste fin, definamos las funciones T} y
D, de la siguiente manera:

Para un numero real k, sean T}, y D, las funciones de R en R, definidas como:
T(x)=x+ky
Dy(x) =k
Sea f(x) una funcién cualquiera; determinemos (T f)(x) y (D, o f)(x)
(Tiof) (%) = Te(flx)) = f(x) + k
(Dyof)(x) = Dy(f(x)) = kf(x)

Observamos que para sumar la funcién constante k a la funcién f, podemos formar la funcién com-

puesta T o f, y para multiplicar la funcién f por la funcién constante k, podemos formar la funcién D, o f.

Ahora, hagamos la composicion de estas funciones pero en el orden opuesto:

(f° Tk)(x) =f(Tk(x)) :f(x +k)
(f" Dk) (x) :f(Dk(x)) =f(kx)

Observamos que la grafica de fo T} esla misma que la gréfica de fexcepto que esta trasladada horizon-
tamente: se traslada a la izquierda si k es postivo, y se traslada a la derecha |k| unidades si k es positivo.

Asimismo, la grafica de fo D, es la misma que la gréfica de f excepto que est4 dilatada (o distorsiona)
horizontalmente y también estd reflejada a través del eje Y'si k es negativa.

—————————————— g T e

- Aspecto a evaluar: Participacion en clase |
i » Evidencia: Trabajo colaborativo :
| ¢ Competencia o atributo a evaluar: 8.3 |

Actividad 42

|
Sean las funciones T (x) = x + ky D, (x) = kx; f(x) = 2, h(x) = x3. Determina las composiciones in- !
dicadas y traza la grifica de la funcion resultante aplicando las transformaciones a las que equivalen. '

a. (Tyof)(x) b. (fo T)) (x) c. (Dyef)(x) d. (foDy)(x)
e. (Tyoh)(x) £ (ho T)(x) g (Do h)(x) h. (hoDy)(x)
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EXAMEN 1 (PROBLEMARIO)

- Aspecto a evaluar: Producto integrador de unidad

i * Evidencia: Examen (problemario)

| Competencia o atributo a evaluar: 2, 4y 5.
INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas como preparacion para evaluar lo indicado. En
cada respuesta se debe incluir el razonamiento seguido para llegar a la solucién.

Problema 1. Traza la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones. Debes mostrar un analisis
completo que incluya: tabulacién, interceptos, simetrias, extension de x y asintotas (en caso de ser
necesario).

a) x2y — 4xy + 4y — 1 = 0. b)y=Vx-3

Problema 2. Un barco de carga tiene un tanque de almacenamiento para combustible para 2500
litros. Al navegar cada dfa consume aproximadamente 150 litros de combustible. Sea C(t) la fun-
cion "cantidad de combustible" y ¢ la variable tiempo.

a) Establece la expresion algebraica que modela esta situacion.

b) ;Cual es el dominio de la funcién C?

c) :Cual es el rango de la funcién C? ;Después de cuantos dias en el mar se debe llenar el tan-
que de combustible?

d) Dibujala grafica correspondiente.

Problema 3. Se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad de 32 m/s por lo
que su altura f segundos después, es y(t) = 32t — St2.
a) ;Cudl es el dominio de la funcién?
b) ;Cudl es el rango de la funcién?
c) ¢Al cabo de cudnto tiempo regresaré la pelota?
d);A qué altura esté la pelota a los 3 segundos?

e) ;En qué tiempo esté la pelota a 30 metros de altura? 6 Af(x)

e) Dibuja la gréfica correspondiente. 5
Problema 4. La gréfica siguiente muestra el comportamientode [ 1*""" S RS R [

una funcidn: —~ 3

a) ;Cual es el dominio de la funcién? / 2 /

b) ;Cuél es el rango de la funcién? / \q /

c) ¢En qué intervalos la funcién es creciente?

d) En qué intervalos la funcién es decreciente? 3 2 T N 3

e) :En qué intervalos la funcién es céncava hacia abajo? j

f) :En qué intervalos la funcién es concava hacia arriba? “

Problema S. Determina de manera analitica el dominio de las siguientes funciones y traza su
gréfica:

a) f(x) = 2x — Sx? b)y=+Vx-3 A)y=+Vx-3+2

d) flw) =52 ) f(x) = <=3
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Problema 6. Para cada una de las siguientes tablas establece la férmula que relaciona a las varia-

bles indicadas.

a) 1 2 3 4 | s b [ o | 2 4 | 6
36| o [12]1s n o] 21 4 |6

c) 1| 2 3 [ 4] s d) 1| 2 3 [ 4|5
1| 4] 9 [16]25 1 | 8 | 27 | 64 [ 125

) x [o1los[ 1 [1s] 2
10 | 2 1 [23]1/2

Problema 7. Algunas de las siguientes tablas corresponden a funciones lineales, cuadraticas o
exponenciales. En cada caso, identifica a cual de ellas corresponde cudles y establece su féormula.

Al & > [ 3[4 [s | D m [ 271 4 [ 7110
y | 3 6 | 2|24 48 n | 63| 78 | 93 [108]123
c) 13 7 [ulws] I p [ [2]3]47]s
34 | 46 | s8 | 7 | 82 g | 2| s | 10] 17|26
) x [1s] 2 [25] 3 [35| D[m]| 2 [ 4 6 8 | 10
172.3[155.07] 139.56[125.61] 113.05 n | =8 | —10 | —13 | =17 | =22
gl x [ -1 ] 3 7 1 | 15
34 | 46 | s8 | 7 | 82

Problema 8. Obtén la ecuacion para la funcién dada en la siguiente grafica:

5

6 S0
A

4
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Problema 9. Obtén la ecuacion para la funcidén dada en la siguiente grafica:
6 S
A

5

IS

R@w
/

=Y

Problema 10. A parir de la construc-

cién de una tabla, determinar el valor de Niimero de lados 3 4 S 6 ?
la suma de los dngulos de un poligono  EHTIREELFATIIAG 180 | 360 | 2 ? | 1080

conocido el ndmero de lados.

Problema 11. Asumiendo que las siguientes gréficas tienen un comportamiento exponencial,
determina su ecuacion:

Sfx) flx)

(5,10)
(_11 4)

S o1

X

4

=Y

Problema 12. El valor de una computadora es de $18,000.00. Después de 5 anos su valor es de
$12,600.00; suponiendo un comportamiento exponencial:

a) Determina la férmula que relacione el valor de la computadora con el tiempo.
b) ;Cual seré el valor de la computadora 12 después de su compra?

Problema 13. Describa como la cantidad de agua en una piscina (V, para el volumen) cambia
con el tiempo (t) en cada caso:

v(t) a. vi) A b v(t) c. V(t) d.

Y

\
Y

~
~




